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คำนำ 
 

     ตำรานี้จัดทำขึ้นเพื่อใช้ประกอบการเรียนการสอน ในวิชาอากาศพลศาสตร์ สำหรับนักเรียน 
นายเรืออากาศ หลักสูตรระดับปริญญาตรี สาขาวิชาวิศวกรรมอากาศยาน (หลักสูตรปรับปรุง พ.ศ.2568) โรงเรียน
นายเรืออากาศนวมินทกษัตริยาธิราช เนื้อหาได้จัดทำเพ่ือให้ครอบคลุมตามคำอธิบายรายวิชา ได้แก่ สมบัติ
ของชั้นบรรยากาศ ชั้นบรรยากาศมาตรฐาน การคำนวณแรงและโมเมนต์อากาศพลศาสตร์ สัมประสิทธิ์
แรงและโมเมนต์ ความคล้ายคลึงของการไหล เลขเรย์โนลด์และเลขมัค หลักความถาวรของมวลและ
โมเมนตัม สมการการไหลต่อเนื่อง สมการเนเวียร์-สโตค ฟังก์ชันเส้นกระแส ศักย์ความเร็ว การหมุนวน 
แนวคิดชั้นชิดผิว พื้นฐานการไหลไร้แรงหนืดไร้การอัดตัว ทฤษฎีของคุตต้า-จูโควสกี้ ทฤษฎีแพนอากาศ
บาง วิธีแพเนลปีกยาวจำกัด และวิธีวอร์เทคแลททิส ซึ่งแต่ละบทมีตัวอย่างและแบบฝึกหัดท้ายบท 
เพื่อให้ผู้เรียนได้ฝึกฝนและตรวจสอบความเข้าใจในเนื้อหาวิชา โดยเนื้อหาที่เขียนในเล่มนี้ส่วนใหญ่แปล
และเรียบเรียงจากหนังสือที่หลากหลาย ซึ่งเป็นตำราที่ใช้ในการอ้างอิงสำหรับการเรียนการสอนวิชานี้    
ในการจัดทำตำรานี้พยายามทำให้ทฤษฎีมีรายละเอียดค่อนข้างมาก เพ่ือให้ผู้เรียนมีความเข้าใจได้ดีขึ้น  
   ผู้จัดทำหวังว่าตำรานี้จะเป็นประโยชน์ต่อผู้เรียนในการเรียนวิชาอากาศพลศาสตร์ 
ให้มีความเข้าใจมากยิ่งขึ้นและสามารถนำความรู้ที่ได้ไปใช้ต่อยอดในการศึกษาวิชาอื่น  ๆ ในสาขาวิชา
วิศวกรรมอากาศยาน เพราะหลายวิชาต้องใช้ความรู้ในวิชานี้เป็นพื้นฐาน ในการจัดทำตำราเล่มนี้ 
อาจจะมีข้อผิดพลาดอยู่บ้าง ผู้จัดทำยินดีรับคำแนะนำจากทุกท่านเพ่ือนำมาปรับปรุงแก้ไขตำรานี้ให้มี
ความสมบูรณ์ และเป็นประโยชน์แก่ผู้ใช้ตำราเล่มนี้ยิ่ง ๆ ขึ้นไป 
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คำอธิบายสญัลักษณ ์

 

สัญลักษณ์ 

 A   =  พื้นท่ีหรือพื้นท่ีอ้างอิง (Area or reference area) 

 An  =  สัมประสิทธิ์ฟูเรียร์ในทฤษฎีแพนอากาศบาง (Fourier coefficient in thin airfoil theory) 

 AR =  อัตราส่วนเรียวปีก (Aspect ratio) 

 a   =  ความเร็วเสียง (Speed of sound) 

 b   =  ระยะกางปีก (Wingspan) 

 c   =  ความยาวคอร์ด (chord length) 

 cd  =  สัมประสิทธิ์แรงต้านของแพนอากาศ (Airfoil drag coefficient) 

 cl   =  สัมประสิทธิ์แรงยกของแพนอากาศ (Airfoil lift coefficient) 

 cm  =  สัมประสิทธิ์โมเมนต์ของแพนอากาศ (Airfoil moment coefficient) 

 CD  =  สัมประสิทธิ์แรงต้านของวัตถุ หรือปีก (Drag coefficient) 

 CL  =  สัมประสิทธิ์แรงยกของวัตถุ หรือปีก (Lift coefficient) 

 CM  =  สัมประสิทธิ์โมเมนต์ (Moment coefficient) 

 Cp  =  สัมประสิทธิ์ความดัน (Pressure coefficient) 

 D   =  แรงต้าน (Drag force) 

 Di   =  แรงต้านเหนี่ยวนำ (Induced drag) 

 E    =  โมดูลัสเชิงปริมาตร หรือความยืดหยุ่นตัว (Bulk modulus or elasticity) 

 F    =  แรงลัพธ์ (Resultant force) 

 h    =  ระยะสูงหรือความสูง (Altitude or height) 

 L    =  แรงยก (Lift force) 

 L'   =  แรงยกต่อหน่วยความยาวปีก (Lift per unit span) 

 M   =  เลขมัค หรือโมเมนต์ ตามบริบท (Mach number or Moment, depending on context) 

 Mac =  โมเมนต์รอบจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (Moment about aerodynamic center) 

 MLE =  โมเมนต์รอบชายหน้า (Moment about leading edge) 



ช 

 
 p  =  ความดันสถิต (Static pressure) 

 p0 =  ความดันท่ีระดับน้ำทะเลมาตรฐาน หรือความดันรวมตามบริบท (Standard sea-level pressure  

  or Total pressure) 

 q  =  ความดันพลวัต (Dynamic pressure) 

 R  =  ค่าคงท่ีของก๊าซ (Gas constant) 

 Re =  เลขเรย์โนลด์ (Reynolds number) 

 S  =  พื้นท่ีปีกหรือพื้นท่ีอ้างอิง (Wing area or Reference area) 

 T  =  อุณหภูมิสัมบูรณ์ (Absolute temperature) 

 T0 =  อุณหภูมิท่ีระดับน้ำทะเลมาตรฐาน หรืออุณหภูมิรวมตามบริบท (Standard sea-level   

  temperature or Total temperature) 

    u, v, w =  องค์ประกอบความเร็วในทิศ x, y, z (Velocity components in x, y, z directions) 

 V  =  ความเร็ว (Velocity) 

 V∞ =  ความเร็วกระแสอิสระ (Freestream velocity) 

 W  =  น้ำหนัก (Weight) 

     x, y, z  =  พิกัดคาร์ทีเซียน (Cartesian coordinates) 

 xac =  ตำแหน่งจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (Aerodynamic-center location) 

 xcp =  ตำแหน่งจุดศูนย์ความดัน (Center-of-pressure location) 

 r    =  ระยะรัศมี (Radial distance) 

 s    =  ครึ่งระยะกางปีก (Semispan) 

 α   =  มุมปะทะ (Angle of attack) 

  αeff =  มุมปะทะสัมฤทธิ์ผล (Effective angle of attack) 

 αi   =  มุมปะทะเหนี่ยวนำ (Induced angle of attack) 

 αL=0 =  มุมปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์ (Zero-lift angle of attack) 

 β    =  มุม หรือพารามิเตอร์เบตา ตามบริบท (Beta angle or Parameter, depending on context) 

 𝛾    =  อัตราส่วนความร้อนจำเพาะ (ratio of specific heats) 



ซ 

 
 Γ    =  การหมุนวนของการไหล (Circulation) 

 δ    =  มุมเบี่ยงเบน หรือค่าปรับแก้ตามบริบท (Deflection angle or Correction factor) 

 ε    =  มุมดาวน์วอช หรือค่าขนาดเล็ก (Downwash angle or small parameter) 

 𝜃   =  มุมพิกัดเชิงขั้ว (Polar angular coordinate) 

 λ    =  อัตราสอบปีก หรือระยะเคล่ือนท่ีอิสระเฉล่ีย ตามบริบท (Taper ratio or Mean free path) 

 Λ   =  มุมลู่หลังของปีก (Sweep angle) 

 μ   =  ความหนืดเชิงพลศาสตร์ (Dynamic viscosity) 

 ν   =  ความหนืดจลน์ (Kinematic viscosity) 

 ρ   =  ความหนาแน่น (Density) 

 τ   =  แรงเค้นเฉือน (Shear stress) 

 ∅  =  ศักย์ความเร็ว (Velocity potential) 

 𝜓  =  ฟังก์ชันกระแส (stream function) 

 ω  =  เวกเตอร์วอร์ทิซิตีหรืออัตราการหมุน (Vorticity vector or Angular velocity) 

 ∇  =  ตัวดำเนินการเดล (Del operator) 

 Δ  =  ค่าการเปล่ียนแปลง (Change in quantity) 

ตัวห้อย 

 ∞  =  ค่าท่ีกระแสอิสระ (Freestream condition) 

 0   =  ค่ามาตรฐานหรือค่าท่ีอ้างอิงเริ่มต้น (Standard or reference initial condition) 

 ac   =  จุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (Aerodynamic center) 

 cp   =  จุดศูนย์ความดัน (Center of pressure) 

 LE   =  ชายหน้า (Leading edge) 

 TE   =  ชายหลัง (Trailing edge) 

 max =  ค่าสูงสุด (Maximum value) 

 min  =  ค่าต่ำสุด (Minimum value) 

 ref   =  ค่าอ้างอิง (Reference value) 



ฌ 

 
 w    =  ค่าท่ีผนังหรือผิววัตถุ (Wall or surface value) 

 

อักษรย่อ 

 AC   =  จุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (Aerodynamic center) 

 CFD =  พลศาสตร์ของไหลเชิงคำนวณ (Computational Fluid Dynamics) 

 CP   =  จุดศูนย์ความดัน (Center of pressure) 

 ISA  =  บรรยากาศมาตรฐานสากล (International standard atmosphere) 

        NACA = คณะกรรมการท่ีปรึกษาแห่งชาติเพื่อการบินของสหรัฐอเมริกา (National Advisory Committee 

  for Aeronautics) 



 
 

บทที่ 1 
ความรู้ทั่วไปเกีย่วกับอากาศพลศาสตร์ 

1.1 ความหมายและความสำคัญของอากาศพลศาสตร์  
 อากาศพลศาสตร์ (Aerodynamics) เป็นสาขาวิชาท่ีแตกแขนงมาจากวิชากลศาสตร์ของไหล 
เป็นการศึกษาพฤติกรรมการไหลของของไหลโดยเฉพาะอากาศหรือก๊าซ และผลท่ีเกิดขึ้นจากการ
เคล่ือนไหวนั้นบนพื้นผิวที่อากาศไหลผ่าน โดยท่ัวไปวิชาอากาศพลศาสตร์จะเน้นเนื้อหาท่ีเกี่ยวข้องกับ
การบินในช้ันบรรยากาศ ซึ่งวิชาอากาศพลศาสตร์เข้าไปมีบทบาทอยู่เกือบท้ังหมด ต้ังแต่การอธิบายถึง
กลไกพื้นฐานของการเกิดแรงยกและแรงต้านบนวัตถุรูปทรงต่างๆ หรือเรื่องท่ีซับซ้อนกว่า  เช่น
รายละเอียดของแรงและโมเมนต์ทางอากาศพลศาสตร์บนอากาศยาน  ท่ีมีผลต่อการกำหนด
คุณลักษณะเฉพาะตัวด้านสมรรถนะกับเสถียรภาพและการบังคับของอากาศยานเหล่านั้น รวมท้ังใช้ใน
การพิจารณาเป็นภาระกรรมเพื่อใช้ในการออกแบบโครงสร้างอากาศยานท่ีต้องมีน้ำหนักเบาแต่ความ
แข็งแรงสูง นอกจากนี้ อากาศพลศาสตร์ยังมีความสำคัญในงานวิศวกรรมด้านอื่นๆ เช่น การศึกษา  
ผลของแรงลมท่ีมีต่อโครงสร้างตึกสูงหรือสะพาน การศึกษากระแสอากาศในเครื่องยนต์หรือท่อทาง
เพื่อออกแบบเครื่องยนต์จรวดและเครื่องยนต์ไอพ่น การไหลผ่านใบพัด การศึกษาหลักการเบาะอากาศ
ของยานโฮเวอร์คราฟท์ แม้แต่การพยายามลดแรงต้านทานของอากาศของนักปั่นจักรยานโอลิมปิกโดย
หมวกและจักรยานรูปร่างแปลกๆ การออกแบบเรือใบท่ีใช้ในการแข่งขันและอื่นๆ อีกมากท่ีแม้ไม่
เกี่ยวกับการบินโดยตรงแต่ล้วนเป็นปัญหาเกี่ยวกับอากาศพลศาสตร์ท้ังส้ิน ท่ียกมาเป็นตัวอย่าง แม้เป็น
เพียงส่วนน้อยแต่ช้ีให้เห็นความสำคัญและประโยชน์ของวิชาอากาศพลศาสตร์ต่องานวิศวกรรมด้าน
ต่างๆ ได้เป็นอย่างดี 
 จากตัวอย่างข้างต้น จะเห็นว่าวิชาอากาศพลศาสตร์เป็นวิทยาศาสตร์ประยุกต์ท่ีมีการนำไปใช้ใน
งานวิศวกรรมหลายด้าน  แต่ไม่ว่าปัญหาเหล่านี้จะเกี่ยวกับทฤษฎีท่ีละเอียดอ่อน สมการทาง
คณิตศาสตร์ท่ีซับซ้อนหรือเกี่ยวข้องกับการทดสอบทดลองท่ียุ่งยากเพียงใดก็ตาม ความพยายาม
ท้ังหมดท่ีใช้หาคำตอบของปัญหาจะเน้นไปท่ีเป้าหมายหลักท่ีแบ่งออกได้ดังนี้ คือ 1) การทำนายแรง
และโมเมนต์ และ/หรือการถ่ายเทความร้อนท่ีเกิดบนผิววัตถุท่ีจมอยู่ในกระแสอากาศ ตัวอย่างเช่นท่ี
เกิดบนลำตัว ปีก หาง ของอากาศยาน หรือการทำนายผลของแรงลมปะทะท่ีเกิดกับอาคารสูง       
เรือ และผิวยานพาหนะอื่นๆ 2) การทำนายรูปแบบและคุณสมบัติท่ีเปล่ียนแปลงของการไหล เช่น 
ความดัน อุณหภูมิ  ความเร็ว และอื่นๆ  หรือคำนวณแรงขับดันท่ีเกิดจากการไหลผ่านท่อทางปิด เช่น 
ในท่อน๊อซเซิลหรือในเครื่องยนต์กังหันก๊าซ การพิจารณาปัญหาในกลุ่มท่ีหนึ่งเป็นการพิจารณาการไหล
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ภายนอก (External flow) ปัญหาเกี่ยวกับการบินของอากาศยานส่วนใหญ่จะจัดไว้ในกลุ่มนี้         
ส่วนปัญหาในกลุ่มท่ีสองจะรวมเรียกเป็นการไหลภายใน (Internal flow) ปัญหาในกลุ่มหลัง แม้ไม่
เกี่ยวกับการบินโดยตรง แต่บางกรณีจะเป็นข้อมูลพื้นฐานสำคัญท่ีต้องนำมาร่วมพิจารณากับการไหล
แบบแรก เช่น การไหลในท่อกลมแบบปั่นป่วน (Turbulent flow in pipe) ซึ่งถูกนำมาเป็นต้นแบบ
ของการไหลในช้ันชิดผิวแบบปั่นป่วน (Turbulent boundary layer flow) และนำมาใช้ศึกษาการ
เกิดแรงเสียดทานผิวของวัตถุในกระแสอากาศ 
 เนื้อหาวิชาในเอกสารฉบับนี้ส่วนใหญ่จะเป็นการศึกษาการไหลภายนอก และให้ความสำคัญกับ
ปัญหาท่ีเกี่ยวข้องกับการบินย่านความเร็วต่ำกว่าเสียง เนื้อหาหลักจะเป็นการศึกษาแรงกระทำของ
กระแสอากาศต่อวัตถุท่ีกระแสอากาศไหลผ่าน ในส่วนของการบินจะเป็นการหาคำตอบจากปัญหา
ใหญ่ 3 ปัญหา (Anderson, 2016) คือ 
 1) แรงท่ีจำเป็นต่ออากาศยานเพื่อให้ลอยตัวอยู่ได้ในช้ันบรรยากาศเกิดได้อย่างไร และแรงนี้

เปล่ียนแปลงอย่างไรกับรูปร่างของอากาศยาน ความสูง ความเร็ว และคุณสมบัติต่างๆ ของ
อากาศ ข้อนี้คือปัญหาของ แรงยก (Lift) 

 2) แรงฉุดรั้งท่ีเกิดขึ้นบนอากาศยานเมื่อเคล่ือนท่ีไปข้างหน้าเป็นผลมาจากอะไรและจะลดลงได้
อย่างไร ข้อนี้ เป็นปัญหาของ แรงต้าน (Drag) และเป็นพื้นฐานสำคัญของการศึกษา
สมรรถนะของอากาศยาน 

 3) แรงและการแจกแจงของแรงท่ีกระทำต่ออากาศยานมีรายละเอียดอย่างไรและเปล่ียนแปลง 
ไปอย่ างไรขณะทำการบิ น ข้ อนี้ เป็ นปัญหาของ แรงและโมเมนต์อากาศพลศาสตร์  
(Aerodynamic forces and moments) ท่ี เกี่ยวข้องกับปัญหาเสถียรภาพและการบังคับ
อากาศยาน 

 การหาคำตอบจากปัญหาเหล่านี้สามารถทำได้ โดยต้องคำนึงถึงคุณสมบัติและพฤติกรรมของ
อากาศและกระแสอากาศ การเรียนรู้ลักษณะเฉพาะและการเปล่ียนแปลงในสภาวะต่างๆ ของกระแส
อากาศ ถือว่าเป็นอากาศพลศาสตร์พื้นฐานท่ีต้องศึกษาให้เข้าใจเสียก่อน จากนั้นจึงเริ่มต้นศึกษาปัญหา
หลัก 3 ข้อของการบินซึ่งอาจถือว่าเป็นอากาศพลศาสตร์ประยุกต์ โดยปัญหาของแรงต้านจะเกี่ยวข้อง
กับการพิจารณาสมรรถนะของอากาศยาน ปัญหาของแรงยกและโมเมนต์อากาศพลศาสตร์จะนำไปใช้
พิจารณาเสถียรภาพและการบังคับอากาศยาน ดังนั้นส่วนหนึ่งของเนื้อหาในเอกสารนี้จะเป็นเรื่องของ
อากาศพลศาสตร์พื้นฐานเพื่อปูพื้นความเข้าใจในส่วนแรก ส่วนท่ีสองจะทำการศึกษาอากาศพลศาสตร์
ประยุกต์ของปัญหาการเกิดแรงยกในย่านความเร็วต่ำ  และส่วนสุดท้ายจะเป็นการศึกษาอากาศ
พลศาสตร์ประยุกต์ของการไหลในช้ันชิดผิวหรือปัญหาแรงต้าน สำหรับการศึกษาอากาศพลศาสตร์ใน
ช้ันท่ีสูงกว่านี้คืออากาศพลศาสตร์ความเร็วเหนือเสียง สมรรถนะของอากาศยาน เสถียรภาพและการ
บังคับอากาศยาน จะเป็นเนื้อหาวิชาเฉพาะซึ่งไม่ได้รวมอยู่ในเนื้อหาวิชานี้ 
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1.2 คุณสมบัติของก๊าซ  
 ก๊าซมีโครงสร้างประกอบด้วยโมเลกุลจำนวนมากท่ีต่างเคล่ือนท่ีไปมาแบบอิสระ ความหนาแน่น
ของโมเลกุลกำหนดจากกฎของอาโวกาโดร (Avogadro’s law) ท่ีกำหนดว่า ทุก 1 kg-mole ของก๊าซ
ทุกชนิดจะบรรจุโมเลกุลจำนวน 6.025 x 1026 โมเลกุล อากาศเป็นส่วนผสมของก๊าซหลายชนิด
ประกอบด้วย ไนโตรเจน (N2) 78.08% ออกซิเจน (O2) 20.95% อากอน (Ar) 0.93%  คาร์บอนไดออกไซด์ 
(CO2) 0.03%  นีออน (Ne) ) 0.0018% และก๊ าซอื่น เช่น ฮี เล่ียม (He) คริปตรอน  (Kr) ซีนอน  (Xe) 
ไฮโดรเจน (H2) มีเทน (CH4) ฯลฯ รวมกัน 0.001% โดยประมาณ ในสภาวะมาตรฐาน (ดูหัวข้อ 1.3) 
ความหนาแน่นโมเลกุลสำหรับอากาศคือ 2.7 x 1019 โมเลกุลต่อปริมาตร 1 ลบ.ซม. ถึงจะมีจำนวน
มหาศาลแต่เนื่องจากโมเลกุลของก๊าซมีขนาดเล็กมาก โมเลกุลของก๊าซจึงไม่ได้บรรจุอยู่เต็มในปริมาตร
แต่จะมีท่ีว่างระหว่างโมเลกุลทำให้โมเลกุลของก๊าซเคล่ือนไหวได้อย่างอิสระ โมเลกุลจะมีระยะห่างกัน
มากเมื่อเทียบกับขนาดของโมเลกุลจนไม่ต้องคำนึงถึงแรงยึดเหนี่ยวระหว่างโมเลกุล (Intermolecular 
forces) ยกเว้นท่ีอุณหภูมิต่ำหรือสูงมากๆ ในสภาพปกตินี้ ก๊าซจะแสดงพฤติกรรมใกล้เคียงกับก๊าซ
อุดมคติ (Ideal gas) โมเลกุลอิสระนี้จะชนกันหลังจากเคล่ือนท่ีไปเป็นระยะทางอันหนึ่งเสมอ ระยะ
เฉล่ียของการเคล่ือนท่ีของโมเลกุลก่อนเกิดการชน เรียกว่า ระยะเคล่ือนท่ีอิสระเฉล่ีย (Mean free 
path) ใช้สัญลักษณ์แทนด้วยอักษรกรีก   (อ่านว่า“แลมดา”, Lambda)  การชนกันของโมเลกุลท่ีเกิด
ต่อเนื่องทำให้เกิดการแลกเปล่ียนพลังงานจลน์ไปมาจนกระท่ังแต่ละโมเลกุลมีความเร็วเฉล่ียของการ
เคล่ือนท่ี (c) ใกล้เคียงกัน   และ c กับมวล m ของโมเลกุลสามารถนำมาใช้แสดงคุณสมบัติของก๊าซ
ได้ดังนี้ (Anderson, 2016) 
 1.2.1 ความหนาแน่น (Density) 
  ความหนาแน่นของสาร คือ จำนวนมวลของสารนั้นต่อหน่วยปริมาตร ดังนั้นความ
หนาแน่นของก๊าซคือมวลของโมเลกุลของก๊าซต่อหน่วยปริมาตร มีมิติเป็นมวลต่อปริมาตร  มีหน่วย
เป็นกิโลกรัมต่อลูกบาศก์เมตร (kg/m3) ในระบบ SI ใช้สัญลักษณ์แทนด้วยอักษรกรีก   (อ่านว่า“โร”, 
rho) เช่น ถ้ามวลของอากาศในห้องท่ีมีปริมาตร 250 ลูกบาศก์เมตร (m3) เท่ากับ 306.25 กิโลกรัม 
(kg) และสมมุติว่าอากาศกระจายท่ัวห้องอย่างสม่ำเสมอจะได้ว่า  = 306.25 kg/250 m3 = 1.225 
kg/m3 แต่ความหนาแน่นของก๊าซอาจเปล่ียนแปลงจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งภายในปริมาตรของ
ก๊าซ  ดังนั้นถ้าพิจารณาปริมาตรเล็กๆ  ล้อมรอบจุด B ใดๆในปริมาตร m เป็นมวลของก๊าซใน
ปริมาตร   อาจนิยามให้ความหนาแน่นของก๊าซ ณ จุด B เป็น 

    =  
0

lim
m

→ 




  =  dm

d
                   (1.1) 

ขีดจำกัดปริมาตรเข้าสู่ศูนย์ในสมการทำให้การใช้นิยามในทางปฏิบัติกับก๊าซท่ีมีโครงสร้างเป็นโมเลกุล
อิสระท่ีเคล่ือนท่ีไปมาพบปัญหายุ่งยากเมื่อ  เข้าสู่ขีดจำกัดใกล้ขนาดของโมเลกุล ภายในปริมาตร 
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 อาจมีหรือไม่มีโมเลกุลของก๊าซบรรจุอยู่ก็ได้เพราะโมเลกุลมีการเคล่ือนท่ีผ่านเข้าออกปริมาตร 
 ตลอดเวลา ขณะท่ีมีโมเลกุลอยู่ใน  ค่าความหนาแน่นจะมีค่าสูง แต่ในขณะท่ีไม่มีโมเลกุลอยู่ใน 
 ค่าความหนาแน่นจะเป็นศูนย์ เพื่อหลีกเล่ียงปัญหานี้ขีดจำกัดของ  จะไม่เล็กลงจนเป็นศูนย์แต่
จะลดลงจนมีขนาดเล็กมากเทียบกับขนาดท่ีเกี่ยวข้องของปัญหา เช่น ปีกของอากาศยาน แต่ยังคงมี
ขนาดใหญ่พอท่ีจะบรรจุโมเลกุลจำนวนมากจำนวนหนึ่งซึ่งในทางสถิติจำนวนโมเลกุลท่ีเคล่ือนท่ีเข้า
ออกปริมาตรโดยเฉล่ียจะหักล้างกันจนไม่เกิดความผันผวนต่อจำนวนโมเลกุลท่ีมีอยู่ในปริมาตร   
ตัวอย่างเช่นปริมาตรของลูกบาศก์ท่ีมีความยาวด้านละ 0.01 มม. ซึ่งเป็นเพียงจุดเล็กๆ ในปัญหาท่ัวไป
ทางอากาศพลศาสตร์ แต่ปริมาตรอากาศขนาดนี้มีจำนวนโมเลกุลอยู่ถึง 2.7x1013 โมเลกุล ซึ่งเพียง
พอท่ีจะไม่ทำให้เกิดปัญหาความแปรปรวนของค่าความหนาแน่นเนื่องจากการเคล่ือนท่ีของโมเลกุลเข้า
ออกปริมาตร ในปัญหาอากาศพลศาสตร์ท่ัวไป สภาวะท่ีจำนวนโมเลกุลของก๊าซมีความหนาแน่นมาก
เช่นนี้ อาจท้ิงการพิจารณาโครงสร้างโมเลกุลตามธรรมชาติท่ีเป็นจริงของก๊าซ และสมมติให้ก๊าซเป็น
ตัวกลางท่ีมีเนื้อต่อเนื่อง (Continuum media) ได้อย่างสมเหตุผล ในทางคณิตศาสตร์หมายความว่า
สามารถกำหนดให้ความหนาแน่นเป็นฟังก์ช่ันท่ีมีค่าต่อเนื่อง (Continuous function) ในขอบเขตของ
การพิจารณาได้ 
 1.2.2 ความดัน (Pressure) 
  ความดัน คือ แรงกดต้ังฉากต่อหน่วยพื้นท่ีบนพื้นผิวท่ีจมในของไหล ใช้สัญลักษณ์  p 
พื้นท่ีนี้อาจเป็นพื้นท่ีจริง เช่น ผนังภาชนะบรรจุของไหล ผนังท่อทาง หรือพื้นผิววัตถุท่ีของไหลไหลผ่าน
หรือเป็นพื้นผิวสมมุติภายในเนื้อของไหลก็ได้ สำหรับก๊าซแรงกดนี้เกิดจากการระดมชนเมื่อโมเลกุลของ
ก๊าซวิ่งชนผิววัตถุหรือชนกับโมเลกุลท่ีวิ่งมาจากอีกด้านของพื้นท่ีสมมุติและสะท้อนกลับ จากกฎข้อสอง
ของนิวตันแรงนี้จะเท่ากับการเปล่ียนแปลงโมเมนตัมเทียบต่อเวลาของโมเลกุลท้ังหมดท่ีชนและสะท้อน
กลับบนพื้นท่ีรวมกัน ในสภาวะปกติจำนวนโมเลกุลท่ีมีมหาศาลทำให้การชนของโมเลกุลจะมีความถี่
มากจนเสมือนแรงกระทำต่อเนื่องตลอดเวลาไม่ใช่เป็นการชนของแต่ละโมเลกุลแยกจากกัน การ
ทดลองแสดงให้เห็นว่าการชนของแต่ละโมเลกุลเป็นแบบ ดังนั้น การเปล่ียนแปลงโมเมนตัมเฉล่ียจะอยู่
ในแนวต้ังฉากกับผิวโดยไม่ข้ึนกับมุมชนของแต่ละโมเลกุล แรงกระทำจึงเป็นแรงกดต้ังฉากกับผิวเสมอ 
เรียกแรงกระทำต่อหน่วยพื้นท่ีนี้ว่า ความดันสถิต (Static pressure) ของของไหล ความดันบนพื้นผิววัตถุ 
เช่น แพนอากาศท่ีมีกระแสอากาศไหลผ่าน อาจมีค่าเปล่ียนแปลงไปได้ตามตำแหน่งบนผิว แรงลัพธ์
จากความดันรอบแพนอากาศนี้เป็นส่วนหนึ่งของแรงอากาศพลศาสตร์ท่ีจะศึกษากันต่อไป จากนิยาม
ของความดันให้ A เป็นพื้นท่ีเล็กรอบจุด B ใดๆ บนผิววัตถุ และ F


 เป็นแรงกระทำต้ังฉากจะได้  

  p  =  
0

lim
A

F

A→








                     (1.2) 
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ทำนองเดียวกับนิยามของความหนาแน่น พื้นท่ี A จะไม่ลดขนาดลงเป็นศูนย์แต่จะมีขนาดเล็กมาก 
รอบจุด B เมื่อเทียบกับปัญหาแต่ยังคงมีขนาดใหญ่มากเมื่อเทียบกับขนาดโมเลกุลด้วยเหตุผลเดียวกัน  
ความดันสถิตมีหน่วยวัดเป็น นิวตันต่อตารางเมตร (N/m2) ในระบบ SI  
 1.2.3 อุณหภูมิ (Temperature) 
  คนท่ัวไปคุ้นเคยกับอุณหภูมิท่ีเป็นตัวช้ีวัดความร้อนเย็นของส่ิงรอบตัว ในทางฟิสิกส์
โมเลกุลของสารจะมีพลังงานสะสมในรูปการเคล่ือนท่ี  ในของแข็งโมเลกุลจะส่ันกลับไปกลับมา ใน
ของเหลวและก๊าซโมเลกุลจะเคล่ือนไหวไปมาอยู่ตลอดเวลาบางทีก็ชนกันเอง เนื่องจากแต่ละโมเลกุล
เคล่ือนท่ีอยู่มันจึงมีพลังงานจลน์ อุณหภูมิสูงหรือต่ำจะควบคู่กับการเคล่ือนท่ีมากน้อยของโมเลกุล อาจ
สรุปได้ว่าอุณหภูมิของก๊าซคือส่ิงบ่งช้ีระดับพลังงานจลน์เฉล่ียสะสมของโมเลกุลของก๊าซ  ตามทฤษฎี
จลน์ของก๊าซอุณหภูมิสมบูรณ์จะเป็นสัดส่วนกับพลังงานจลน์เฉล่ียของก๊าซท่ีเคล่ือนไหวไปมา ความ
จริงเรานิยามอุณหภูมิดังนี้ “อุณหภูมิเป็นจำนวนพลังงานจลน์เฉล่ียของโมเลกุลในก๊าซ” ถ้า KE เป็นค่า

พลังงานเฉล่ียของโมเลกุลจะได้อุณหภูมิจากสมการ KE = 3

2
kT เมื่อ  k เป็นค่าคงท่ีโบลซ์มาน

(Boltzman constant) มีค่าเท่ากับ 1.38 x 10–23 จูลล์ต่อเคลวิน (Joule/Kelvin, J/K) สำหรับก๊าซอุดมคติ
อุณหภูมิสมบูรณ์แสดงความสัมพันธ์กับความดันและความหนาแน่นโดยสมการของสถานะ (Equation 
of state)  
  p  =  RT                      (1.3) 
เมื่อ T  คืออุณหภูมิสมบูรณ์เป็นองศาเคลวิน (K) มีค่าเท่ากับ C+273.15, R คือค่าคงท่ีของก๊าซซึ่งเป็น
ค่าเฉพาะขึ้นอยู่กับชนิดและส่วนผสมของก๊าซสำหรับอากาศมีค่า 287.074 J/kg·K อุณหภูมิของก๊าซ
เป็นคุณสมบัติท่ีสำคัญในการศึกษาการไหลท่ีมีการอัดตัว เช่นเดียวกับความหนาแน่นและความดัน 
อุณหภูมิเป็นคุณสมบัติของจุดและอาจมีค่าเปล่ียนแปลงจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่งได้ในปริมาตรของ
ก๊าซ 
 1.2.4 ความยืดหยุ่นตัว (Elasticity) 
  ความยืดหยุ่นตัวของก๊าซหมายถึงการเปล่ียนแปลงความดันท่ีต้องใช้เพื่อให้เกิดการ
เปล่ียนแปลงปริมาตรหนึ่งหน่วยความเครียด (Unit volume strain) นิยามความยืดหยุ่นตัวว่า คือ 
การเปล่ียนแปลงความดันต่อการเปล่ียนแปลงปริมาตรเทียบต่อปริมาตรเดิม ดังนั้น 

  E = 
/

dp

d

−

 
                     (1.4a) 

เมื่อ E คือความหยุ่นตัว (Bulk modulus) และ  คือปริมาตร เครื่องหมายลบในสมการมีเพื่อให้
สอดคล้องกับการท่ีความดันเพิ่มขึ้นทำให้ปริมาตรลดลง ก๊าซต่างจากของเหลวและของแข็งท่ีการ
เปล่ียนความดันเพียงเล็กน้อยสามารถเปล่ียนปริมาตรของก๊าซจนเห็นได้ ค่า E ของก๊าซจึงมีค่าน้อย
เทียบกับค่า E ของของแข็งและของเหลว คือ ก๊าซเป็นตัวกลางท่ีมีการอัดตัวได้และส่วนกลับของค่า E 



 6 

อาจจะใช้เป็นตัวช้ีวัดการอัดตัวของก๊าซได้ ในบทท่ีสองจะแสดงให้เห็นว่า d d




= −


 ดังนั้นสมการ 

(1.4a) จะเขียนได้ใหม่เป็น 

 E   = dp

d



                     (1.4b) 

เนื่องจาก dp/d  มีความสัมพันธ์โดยตรงกับค่าความเร็วเสียงของก๊าซ ผลของการอัดตัวจึงอาจแสดง
ให้เห็นได้ว่า ขึ้นกับตัวแปรท่ีมีค่าขึ้นอยู่กับอัตราส่วนความเร็วของการไหลกับความเร็วเสียงในของไหล
ท่ีเรียก“เลขมัค” (Mach number) ค่าความเร็วเสียงในก๊าซสมบูรณ์คำนวณได้จากสมการ 
  a  =  RT                      (1.5) 
เมื่อ a คือความเร็วเสียง    คืออัตราส่วนความร้อนจำเพาะ R  คือค่าคงท่ีของก๊าซ T  คืออุณหภูมิ
สมบูรณ์ สำหรับอากาศ   มีค่าประมาณ 1.4 ในย่านอุณหภูมิปกติ   
 1.2.5  ความหนืด (Viscosity) 
  ความหนืด คือ ความสามารถต้านทานการไหลของของไหล ในก๊าซความหนืดเป็น
ปรากฏการณ์ทางฟิสิกส์เนื่องจากการส่งผ่านโมเมนตัมเพราะการชนกันของโมเลกุลอิสระท่ีเคล่ือนท่ี
แบบสุ่มไปมา ในก๊าซความเร็ว ณ จุดใดๆเป็นผลลัพธ์ของเวคเตอร์ความเร็ว c ของทุกๆโมเลกุลท่ีผ่าน
จุดนั้นไปมาเฉล่ียกัน เนื่องจากความเร็ว c เป็นแบบสุ่มท้ังขนาดและทิศทาง ดังนั้นในก๊าซท่ีอยู่นิ่ง
ค่าเฉล่ียของ c จะเป็นศูนย์ ในก๊าซท่ีมีการเคล่ือนท่ี ความเร็วของแต่ละโมเลกุลท่ีผ่านจุดท่ีมีความเร็ว 
V


จะเป็นผลบวกของเวคเตอร์ความเร็วตรงจุดนั้นกับความเร็วสุ่มของโมเลกุล V


+ c ถ้าก๊าซเคล่ือนท่ี
โดยมีช้ันการไหลท่ีความเร็วต่างกัน โมเลกุลก๊าซในช้ันท่ีมีความเร็วสูงกว่าจะมีโมเมนตัมเฉล่ียสูงกว่า
โมเลกุลก๊าซในช้ันท่ีความเร็วต่ำกว่า เนื่องจากโมเลกุลของก๊าซเคล่ือนท่ีสะเปะสะปะไปมาจึงมีโมเลกุล
อิสระเคล่ือนท่ีข้ามไปมาระหว่างช้ันท่ีมีความเร็วต่างกัน โมเลกุลอิสระนี้เมื่อข้ามไปชนกับโมเลกุลในช้ัน
ท่ีมีความเร็วสูงกว่าจะส่งผ่านโมเมนตัมในลักษณะท่ีจะทำให้ตัวเองเร็วขึ้นและดึงให้โมเลกุลท่ีถูกชนช้า
ลงหรือกลับกันเมื่อวิ่งข้ามไปช้ันท่ีมีความเร็วต่ำกว่าเพราะการชนกันมีแนวโน้มจะทำความเร็วท่ีต่างกัน
ให้เท่ากัน กระบวนการท่ีเกิดขึ้นส่งผลให้เสมือนเกิดแรงเฉือนขึ้นระหว่างช้ันการไหลท่ีมีความเร็วต่างกัน
เรียกว่าแรงเฉือนเนื่องจากความหนืด (Viscous shear force) แรงเฉือนหนืดต่อหน่วยพื้นท่ี (Viscous 
shear stress) จะเท่ากับอัตราการส่งผ่านโมเมนตัมต่อพื้นท่ีและส่งผลระหว่างช้ันการไหลท่ีติดกัน
เท่ากันแต่เกิดในทิศทางตรงข้าม โดยช้ันท่ีเร็วกว่าจะเสมือนถูกดึงให้ช้าลงจากแรงเฉือนและกลับกันช้ัน
ท่ีช้ากว่าจะเสมือนถูกลากให้เร็วขึ้นจากแรงเฉือนท่ีเท่ากัน 
  ผลจากความหนืดทำให้เกิดเงื่อนไขสำคัญท่ีผิวสัมผัสของวัตถุกับของไหล เรียกว่า สภาพ
ไม่มีการล่ืนไถล (No-slip condition) ตามท่ีแสดงไว้ในรูป 1.1 ก สำหรับการไหลระหว่างแผ่นระนาบ
สองแผ่นวางขนานกัน แผ่นบนตรึงอยู่กับท่ี แผ่นล่างเคล่ือนท่ีด้วยความเร็ว V


ภาพการแจกแจง

ความเร็วเขียนเป็นลูกศรให้เห็นระหว่างระนาบท้ังสอง เกิดข้ึนจากเงื่อนไขของการไม่ล่ืนไถลท่ีผิวสัมผัส
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ท้ังสองด้าน คือ ความเร็วของช้ันบางๆ ท่ีติดกับผิวจะมีความเร็วสัมพัทธ์กับผิวเป็นศูนย์เสมอ (ไม่มีการ
ล่ืนไถลไปบนผิว) เพราะโมเลกุลของก๊าซท่ีชนกับผิวระนาบจะถ่ายเทโมเมนตัมจนเมื่อสะท้อนออกมา  

 
                                       (ก)              (ข) 

รูป 1.1   ก) แรงเฉือนหนืดในช้ันการไหล    ข) การไหลในช้ันชิดผิว (Anderson, 2016)  

จะมีความเร็วเฉล่ียเท่ากับความเร็วของผิว ความเร็วของโมเลกุลท่ีสะท้อนมาจากด้านท่ีตรึงอยู่กับท่ี  
จะมีความเร็วเฉล่ียเป็นศูนย์ ส่วนท่ีสะท้อนจากด้านท่ีมีความเร็ว V


จะมีความเร็วเฉล่ียเป็น V


ด้วย ใน

สภาพความหนาแน่นปกติระยะท่ีโมเลกุลเหล่านี้สะท้อนมาจากผนังก่อนจะชนกับโมเลกุลอื่นส้ันมาก
เทียบกับระยะห่างระหว่างระนาบท้ังสอง (อยู่ในลำดับ 10-8 m) โมเลกุลท่ีสะท้อนออกมาเมื่อชนกับ
โมเลกุลท่ีอยู่ในช้ันถัดไปจะถ่ายเทโมเมนตัมตามกระบวนการท่ีได้กล่าวมาแล้ว การชนกันของโมเลกุล
จำนวนมากจะเกิดต่อเนื่องไปทุกช้ันเป็นผลให้เกิดการถ่ายโอนโมเมนตัมจนเกิดเป็นการแจกแจง
ความเร็วเป็นชั้นต่อเนื่องกันไป ผลจากการทดลองแสดงว่าแรงเฉือนต่อพื้นท่ีท่ีกระทำต่อระนาบจะแปร
ผันกลับกับระยะห่างระหว่างแผ่น h  และแปรผันตรงกับขนาดความเร็ว V ตามสมการ  

   =  V

h



                     (1.6) 

เมื่อ  (อ่านว่า “มิว”, mu) คือค่าคงท่ีของการแปรผันขึ้นอยู่กับชนิดของของไหล เรียกว่า “ค่า
สัมประสิทธิ์ความหนืด (Coefficient of viscosity)” หรือเรียกส้ันๆ ว่า ความหนืด (Viscosity) ของ
ของไหล   (อ่านว่า “ทาว”, tau) คือค่าแรงเค้นเฉือนเนื่องจากความหนืด (Viscous shear stress) 
สมการ (1.6) อาจเปล่ียนให้อยู่ในรูปท่ัวไปได้โดยพิจารณาค่าแรงเค้นเฉือนท่ีเกิดขึ้นระหว่างช้ันการไหล
สองช้ันท่ีติดกัน เช่น ระหว่างช้ันท่ีอยู่ด้านบนและด้านล่างพอดีของหน้าตัด AA ในรูป 1.1 ก ในกรณีนี้
ความเร็วสัมพัทธ์ของช้ันการไหลคือ dV และระยะห่างระหว่างช้ันจะเบียดชิดกันจนมีค่าน้อยมาก dy 
ดังนั้น อาจเขียนสมการ (1.6) ใหม่เป็น 

   =  dV

dy
                      (1.7) 

ขอให้เข้าใจว่าในสมการ (1.7) ค่าอนุพันธ์หรือเกรเดียนของความเร็วจะอยู่ในทิศทางต้ังฉากกับ  
ระนาบท่ีคำนวณแรงเค้นเฉือนเสมอ ในกระแสอากาศท่ีมีความเร็ว u ไหลผ่านผิววัตถุ ผลของความ
หนืดจะก่อให้เกิดการการจัดตัวเป็นช้ันบางๆ ของการไหลท่ีอยู่ติดกับผิวเรียก“ช้ันชิดผิว”ตามแนวคิด
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ของ “Ludwig Prandtl” เช่นท่ีแสดงในรูป 1.1 ข แต่ละหน้าตัดในช้ันของการไหลนี้เราอาจนึกภาพ
ของช้ันบางมากๆ ติดกันสองช้ันท่ีเคล่ือนตัวเหล่ือมกันและแรงเค้นเฉือนท่ีเกิดขึ้นบนหน้าตัดการไหลก็
สามารถคำนวณได้โดยใช้สมการ (1.7) อันท่ีจริงเราสามารถคำนวณแรงเค้นเฉือนหรือแรงเสียดทานท่ี
เกิดท่ีผิวเนื่องจากความหนืดได้จาก 

  w  =  
0y

du

dy


=

                     (1.8) 

สมการ (1.8) คือสมการ (1.7) ท่ีเราแทนค่าเกรเดียนของความเร็ว du/dy ตรงท่ี y = 0  หรือตรงท่ี
ผิวสัมผัสนั่นเอง w  หมายถึงแรงเค้นเฉือนท่ีเกิดท่ีผิวสัมผัสหรือท่ีผนัง    
 จากสมการ (1.6) มิติของความหนืดจะเป็นมวล/ระยะทาง·เวลา มีหน่วยเป็น kg/m·s หรือ N·s/m2 

ความหนืดของก๊าซเป็นคุณสมบัติท่ีเปล่ียนแปลงไปกับอุณหภูมิและความดันแต่ท่ีอุณหภูมิต่ำกว่า 3000 K  
ความหนืดเปล่ียนแปลงน้อยมากเมื่อความดันเปล่ียน ดังนั้นโดยท่ัวไปวิชาอากาศพลศาสตร์จะสมมุติให้ความ
หนืดขึ้นอยู่กับอุณหภูมิเพียงอย่างเดียว  ความสัมพันธ์ระหว่างความหนืดและอุณหภูมิของอากาศกำหนดได้
ตามสูตรของซัสเธอร์แลนด์ (Sutherland’s formula) 

  
 

 r




 =  

3

2 110

110
r

r

TT

T T

  +
 

+ 
                     (1.9) 

เมื่อ Tr  และ r  คืออุณหภูมิและความหนืดอ้างอิงมีค่าเท่ากับ 288.15 K และ 1.7894 x 10–5 
kg/m·s ตามลำดับ หรืออาจใช้สูตรของไรย์เลห์ (Rayleigh’s formula) ท่ีง่ายกว่าตามสมการ 

  
 

 r




 =  

3

4

r

T

T

 
 
 

                     (1.10) 

เมื่อ Tr  และ r  คืออุณหภูมิและความหนืดอ้างอิงมีค่าเท่ากับ 350 K และ 2.075 x 10–5 kg/m.s 
ตามลำดับ สมการ (1.10) สามารถใช้ได้ในช่วงอุณหภูมิ 200 K ถึง 500 K  ซึ่งครอบคลุมย่านการบิน
ความเร็วต่ำกว่าเสียงท่ีเราพิจารณา  สังเกตด้วยว่าสมการ (1.9) และ (1.10) ได้มาจากการปรับผลการ
วัดในห้องทดลองเป็นสูตรสำเร็จจึงเป็นค่าโดยประมาณและต้องนำไปใช้อย่างเหมาะสม    
  บ่อยครั้งในการพิจารณาการไหลอัตราส่วนระหว่างสัมประสิทธิ์ความหนืดกับความ
หนาแน่นของของไหลเป็นคุณสมบัติท่ีสะดวกในการใช้งาน เราเรียกคุณสมบัตินี้ว่า“ความหนืดจลน์” 
(Kinematic viscosity) ใช้สัญลักษณ์แทนด้วยอักษรกรีก   (อ่านว่า “นูว”, nu)   

    =  


                     (1.11) 
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1.3 บรรยากาศมาตรฐาน (The Standard Atmosphere) 
 มวลอากาศท่ีล้อมรอบผิวโลกเรียกว่าช้ันบรรยากาศ อากาศยานและยานอวกาศ (Aerospace 
vehicle) ท้ังท่ีทำการบินอยู่ในช้ันบรรยากาศเช่น เครื่องบิน เครื่องร่อน เฮลิคอปเตอร์ และท่ีต้องบิน
ฝ่าบรรยากาศของโลกตอนทะยานขึ้นและบินกลับคืนสู่ผิวโลกเช่น ดาวเทียม กระสวยอวกาศ โพรบ
(probe) จะมี ลักษณะอาการท่ีขึ้นกับคุณสมบั ติของอากาศใน ช้ันบรรยากาศท่ี ล้อมรอบอยู่    
รายละเอียดคุณสมบัติของอากาศ เช่น อุณหภูมิ ความดัน ฯลฯ ในช้ันบรรยากาศจึงมีความสำคัญใน
การศึกษาวิชาอากาศพลศาสตร์ เนื่องจากบรรยากาศของโลกท่ีเคล่ือนไหวอยู่ตลอดเวลาคุณสมบัติ
เหล่านี้จึงมีการเปล่ียนแปลง ขึ้นอยู่กับระยะสูง ตำแหน่งบนพื้นโลก  (เส้นรุ้ง เส้นแวง) เวลา ฤดูกาล 
แม้แต่จุดดับบนดวงอาทิตย์ยังมีอิทธิพลต่อช้ันบรรยากาศ การพิจารณาตัวแปรเหล่านี้ท้ังหมดมาคิด
พิจารณาจึงทำได้ยากและไม่เหมาะในทางปฏิบัติ เพื่อให้เกิดความเป็นหนึ่งเดียวกันในการนำเสนอ
ข้อมูลจากการบินทดสอบ ผลการทดลองในอุโมงค์ลม และอื่นๆกับส่ิงอ้างอิงเดียวกัน บรรยากาศ
มาตรฐานจึงถูกกำหนดขึ้นใช้ร่วมกัน เป็นค่าเฉล่ียของความดัน อุณหภูมิ ความหนาแน่นและสมบัติ
อื่นๆ เป็นฟังก์ช่ันของระยะสูง ค่าเหล่านี้มาจากการวัดผสมกับแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ของ
บรรยากาศซึ่งเป็นค่าเฉล่ียท่ีดีพอสมควรเพื่อใช้เป็นตารางสภาวะอ้างอิงกลาง ตาราง 1.1 แสดงการ
เปล่ียนแปลงตามระยะสูงของ อุณหภูมิ ความดัน ความหนาแน่น และความหนืดของอากาศถึงระยะ
สูง 30 กิโลเมตร (100,000 ฟุต) ซึ่งเป็นระยะสูงของน่านฟ้าท่ีอากาศยานบินเป็นปกติ ในบรรยากาศ
มาตรฐานระยะสูง 0 จะถูกอ้างอิงเป็นระดับน้ำทะเล ท่ีระดับน้ำทะเลมาตรฐานคุณสมบัติของอากาศมี
ค่าท่ีตกลงกันดังนี้ (Houghton & Carpenter, 2019) 
  po  =   101,325  N/m2 หรือ Pascals ( = 2116 .2 lb/ft2) 
  o  =   1.2250   kg/m3  ( = 0.0023769  slug/ft3) 

  To =   273.15 + 15C  =  288.15 K ( = 518.67 R) 

  o =   1.7894  x 10–5  kg/ms  ( = 3.7372  x 10–7 slug/ft-s) 
 หลักสำคัญของบรรยากาศมาตรฐานคือการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิกับระยะสูง ดังแสดงในรูป 1.2  
การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิกับระยะสูงเป็นไปโดยแน่ชัดจากพื้นฐานการทดลอง ซึ่งประกอบด้วยชุด
เส้นตรงหลายเส้นบางเส้นต้ังด่ิง (ย่านอุณหภูมิคงท่ี) บางเส้นทำมุมเอน (ย่านเกรเดียน,gradient) จาก
ระดับน้ำทะเลไปจนถึงระยะสูงประมาณ 11 กิโลเมตร อุณหภูมิจะลดลงตามระยะสูงในอัตราคงท่ี  

6.5C ทุกระยะสูงท่ีเพิ่มขึ้น 1000 เมตร หลังจากนั้นอุณหภูมิจะมีค่าคงท่ี –56.5C ไปจนถึงระยะสูง

ประมาณ 25 กิโลเมตร สูงจากนี้ขึ้นไปอุณหภูมิจะเพิ่มขึ้นในอัตรา 3C ทุกระยะสูงท่ีเพิ่มขึ้น 1000 

เมตร จนมีค่า 9C ท่ีระยะสูง 47 กิโลเมตร อุณหภูมิจะมีค่าคงท่ีนี้ไปถึงระยะสูง 53 กิโลเมตรแล้วจะมี
ค่าลดลง คงท่ี และเพิ่มข้ึนสลับไปมาจนสุดช้ันบรรยากาศ  เมื่อกำหนด T = T(h) ตามนิยามในรูป 1.2  
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ก็จะได้  p = p (h) และ  =  (h) จากกฎทางฟิสิกส์ดังต่อไปนี้ 

 
รูป 1.2  การเปล่ียนแปลงของอุณหภูมิกับระยะสูงในช้ันบรรยากาศ (Houghton & Carpenter, 2019) 

พิจารณาสมการไฮโดรสะแตติก (จากหัวข้อ 1.9) 
  dp  =  og dh−      (1.69) 
หารด้วยสมการสถานะ (1.3) ได้ 

    
dp

p
 =  og dh

RT





−
 = og dh

RT
−    (1.12) 

 ในช้ันบรรยากาศท่ีระดับน้ำทะเลถึงระยะสูง 11 กิโลเมตร อุณหภูมิเปล่ียนแปลงกับระยะสูงตาม
สมการ T = To+ ah เมื่อ To คืออุณหภูมิท่ีระดับน้ำทะเล a  คืออัตราเปล่ียนของอุณหภูมิซึ่งเป็น
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ค่าคงท่ีในช้ันนี้มีค่า - 0.0065C/m  h  คือความสูงเป็นเมตร เมื่อนำไปแทนในสมการ (1.12) แล้ว 
อินติเกรทจาก ho ถึง h  โดยใช้ความสัมพันธ์  dT = a dh  จะได้ 

    
o

h

h

dp

p
  =  

o

o
h

h

g
dh

RT
−     

  
o

p

p

dp

p
  =  

o

o
T

T

g dT

aR T
−            

  
o

ln
p

p
 = o

o

ln
g T

aR T
−  

ดังนั้น    
o

p

p
  =  

o

o

g

aRT

T

−
 
 
 

  (1.13)  

จากสมการสถานะ   
o

p

p
 =  

o o

T

T




  แทนในสมการ(1.13) ได้  

ดังนั้น    
o




  =  

1o

o

g

aRT

T

 
− + 
  

 
 

  (1.14)  

 ในช้ันบรรรยากาศท่ีระยะสูง 11 กิโลเมตรถึง 25 กิโลเมตร อุณหภูมิคงท่ี T11 = –56.5 C = 
216.15 K นำไปแทนในสมการ (1.12) แล้วอินทิเกรทจาก h11 ถึง h (ตัวห้อย 11 แทนคุณสมบัติท่ี
ระยะสูง 11 กิโลเมตรท่ีเป็นค่าฐานของช้ันนี้)  

    
11

p

p

dp

p
  =  

1111

o
h

h

g
dh

RT
−   

จะได้  
11

ln
p

p
 = 11

11

o ( )
g

h h
RT

− −  

ดังนั้น     
11

p

p
 =   11 11o( / )( )g RT h h

e
− −        (1.15) 

จากสมการสถานะ    
11

p

p
 =  11

11 11

T

T




  (ในช้ันนี้อุณหภูมิคงท่ี) แทนในสมการ (1.15) ได้  

    
11




  =  11 11o( / )( )g RT h h

e
− −   (1.16)  

 สมการ (1.13) (1.14) (1.15) และ (1.16) คือสมการท่ีใช้สร้างบรรยากาศมาตรฐาน เริ่มต้นจาก
ระดับน้ำทะเล (h = 0) ใช้ค่าความดัน อุณหภูมิ ความหนาแน่นท่ีระดับน้ำทะเลเป็นค่าฐานของช้ัน
บรรยากาศแรก หาค่าอุณหภูมิเป็นฟังก์ช่ันของความสูงโดยใช้ข้อมูลจากรูป 1.2 ใช้ค่า T  นี้ในสมการ 
(1.13) และ (1.14) คำนวณค่า p และ   ท่ีระยะสูงต่างๆจนถึงระยะสูง 11 กิโลเมตร จากนั้นใช้ค่าท่ี
คำนวณได้ท่ี 11 กิโลเมตรเป็นฐานของย่านอุณหภูมิคงท่ี ใช้สมการ (1.15) และ (1.16) คำนวณค่า p 
และ   ท่ีระยะสูงต่างๆจนถึงระยะสูง 25 กิโลเมตร ใช้ค่าท่ีคำนวณได้ท่ีระยะสูงสุดของช้ันเป็นฐานของ
การคำนวณในช้ันบรรยากาศถัดไปโดยใช้สมการ (1.13) และ (1.14) ในย่านท่ีอุณหภูมิเปล่ียนแปลง
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และใช้สมการ (1.15) และ(1.16) ในย่านอุณหภูมิคงท่ี อย่างนี้เรื่อยไปก็สามารถสร้างตารางบรรยากาศ
มาตรฐานขึ้นมาได้ ตาราง 1.1 เป็นตารางดังกล่าวในหน่วย SI ช่องแรกเป็นระยะสูง ช่องถัดมาเป็น 
อุณหภูมิ ความดัน ความหนาแน่น ความหนืด ท่ีระยะสูงต่าง ๆ ตามลำดับ ซึ่งหามาด้วยวิธีดัง ท่ีกล่าว 

ตารางที่  1.1  บรรยากาศมาตรฐาน (Anderson, 2016) 
     

Altitude 

(m) 
T 

(C) 
p 

N/ m2 
Density ( ) 

kg/ m3 
   105 
kg/ m s 

   105 
m2/ s 

–500 16.3 107,477 1.2849 1.7957 1.3975 
0* 15 101,325 1.2250 1.7894 1.4607 

500 11.75 95,461 1.1673 1.7737 1.5195 
1,000 8.5 89,876 1.1117 1.7579 1.5813 
2,000 2 79,501 1.0066 1.7260 1.7147 
3,000 –4.5 70,121 0.90926 1.6938 1.8629 
4,000 –11 61,660 0.81935 1.6612 2.2075 
5,000 –17.5 54,048 0.73643 1.6283 2.2110 
6,000 –24 47,217 0.66011 1.5949 2.4162 
7,000 –30.5 41,105 0.59002 1.5612 2.6460 
8,000 –37 35,651 0.52578 1.5270 2.9043 
9,000 –43.5 30,800 0.46706 1.4924 3.1954 
10,000 –50 26,500 0.41351 1.4574 3.5245 
11,100 –56.5 22,346 0.35932 1.4219 3.9573 
12,000 –56.5 19,399 0.31194 1.4219 4.5584 
14,000 –56.5 14,170 0.22785 1.4219 6.2247 
15,000 –56.5 12,112 0.19475 1.4219 7.3014 
16,000 –56.5 10,353 0.16647 1.4219 8.5417 
18,000 –56.5 7,565.2 0.12165 1.4219 11.6888 
20,000 –56.5 5,529.3 0.088909 1.4219 15.9933 
25,000 –56.5 2,527.3 0.040639 1.4219 34.9896 
30,000 –46.5 1,185.5 0.017861 1.4763 82.6562 

    * ระดับน้ำทะเลมาตรฐาน  
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 ตารางบรรยากาศมาตรฐานเป็นเพียงบรรยากาศอ้างอิงไม่ใช่คุณสมบัติจริงของบรรยากาศ  ณ 
เวลาใด สถาน ท่ีใด เช่นในตาราง 1.1 บอกเราว่าท่ีระยะสูง 3 กิ โลเมตร p = 70,121 N/m2  
T = 268.65 K   = 0.90926 kg/m3 แต่ในความเป็นจริงถ้าเราลอยตัวจาก โรงเรียนนายเรือ
อากาศนวมินทกษัตริยาธิราช ตรงด่ิงขึ้นไปสูงจากระดับน้ำทะเล 3 กิโลเมตร จะรู้สึกว่าความดัน 
อุณหภูมิ และความหนาแน่นไม่เท่ากับค่าจากตาราง 1.1 แน่ บรรยากาศมาตรฐานเพียงแต่ช่วยให้เรา
สามารถทำข้อมูลการทดลองและการคำนวณให้ใช้เป็นส่ิงอ้างอิงท่ีสะดวกตามท่ีได้ตกลงกันไว้เท่านั้น 
ดังจะได้เห็นในหัวข้อต่อๆ ไป 

ตัวอย่าง 1.1   จงคำนวณหาค่า T, p และ   ของบรรยากาศมาตรฐานท่ีระยะสูง 14 กิโลเมตร 
วิธีทำ  เนื่องจาก T  เป็นตัวกำหนดการแปรเปล่ียนบรรยากาศมาตรฐาน จึงอ้างอิงรูป 1.2 ได้ และ
พบว่าท่ี h = 14 กิโลเมตร  T = 216.15 K  หา p และ  ได้โดยใช้สมการ (1.13) ถึง (1.16) เป็น
ช่วงๆจากระดับน้ำทะเลขึ้นไปจนถึงความสูงท่ีต้องการ ช่วงแรกเป็นย่านเกรเดียน จาก h = 0 ถึง h = 
11 km  ซึ่งมีค่า a = –0.0065 K/m  เพราะฉะนั้นใช้สมการ (1.13) และ (1.14) หาค่า p และ  

ตามลำดับท่ี  h = 11 km  ได้ว่า  

    
 o

p

p
  =  

 

o

o

g

aRT

T

−
 
 
 

    

   p  =  
 

o

o
o

g

aRT
p

T

−
 
 
 

  =   ( )

29 81 m/s

0 0065 C/m  287 05 J/kg C2 216 15 K
101325 N/m

288 15 K

.

. ..

.

−
−    

  
 

 

      =  2.236 x 104 N/ m2 

    
 o




  =  

1

 

o

o

g

aRT

T

 
− + 
  

 
 

    

      = 
1

 
 

o

o
o

g

aRT

T


 
− + 
  

 
 

  

   =  ( )

29 81 m/s
1

0 0065 C/m  287 05 J/kg C3 216 15 K
1 225 kg/m

288 15 K

.

. ..
.

.

 
− + 
 −     

  
 

 

   =    0.360   kg/m3 
ในท่ีนี้  go =  9.81 m/s2 เป็นค่าความเร่งเนื่องจากแรงโน้มถ่วง ค่า p และ  ท่ีได้นี้เป็นค่าฐานของ
ย่านอุณหภูมิคงท่ีช้ันต่อไป (ดูรูป 1.2) สมการในย่านนี้ คือ สมการ (1.15) และ (1.16) ซึ่งตอนนี้      
p11 = 2.236 x 104 N/ m2 และ 11 = 0.360 kg/ m3  และท่ี h = 14  km  h – h11 = 14 – 11 = 
3 km = 3000 m จากสมการ (1.15) 

ดังนั้น     
11

p

p
 =   11 11o( / )( )g RT h h

e
− −  
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        p  = 11 11
11

o( / )( )g RT h h
p e

− −    

             = ( )
( )

29 81 m/s
3000 m

287 05 J/kg K  216 15 K4 22 236 10  N/m

.

. .
. e

 
 −
 
    

  =    1.4 x 104 N/m2 ตอบ 
จากสมการ (1.16) 
        =  11 11

11
o( / )( )g RT h h

e − −  

   =  ( )
( )

29 81 m/s
3000 m

287 05 J/kg K  216 15 K30 360 kg/m

.

. .
. e

 
 −
 
    

   =   0.224  kg/m3 ตอบ 
ค่าท่ีได้ตรงกับตาราง 1.1 ในขอบเขตของการปัดเศษ ตัวอย่างนี้แสดงให้เห็นวิธีคำนวณค่าในตาราง 
และสามารถนำไปใช้คำนวณค่า p และ   ท่ีระยะสูงท่ีไม่อยู่ในตารางได้ 

1.4 ความเร็วของการไหล (Flow Velocity) 
 วิชาอากาศพลศาสตร์มีความสนใจหลักท่ีการเคล่ือนไหวของกระแสอากาศ ดังนั้นความเร็วของ
การไหล (Flow velocity) จึงเป็นตัวแปรสำคัญในการพิจารณา แนวคิดเรื่องความเร็วของของไหลจะ
กินความลึกซึ้งกว่าความเร็วของวัตถุเกร็งในวิชากลศาสตร์ เมื่อพิจารณาวัตถุท่ีเคล่ือนท่ีเล่ือนไหลไป(ไม่
มีการหมุน) เช่นรถยนตร์ท่ีวิ่งตรงไปด้วยความเร็ว 30 m/s ทุกส่วนท่ีประกอบกันขึ้นเป็นรถยนตร์จะ
เคล่ือนท่ีไปพร้อมกันด้วยความเร็ว 30 m/s ในทิศทางเดียวกัน แต่ถ้าพูดถึงความเร็วของของไหลของ
กระแสอากาศท่ีเป็นธาตุท่ีไม่มีรูปทรง ในขณะเคล่ือนท่ีส่วนหนึ่งของของไหลอาจเคล่ือนท่ีด้วยความเร็ว
ท่ีต่างจากอีกส่วนหนึ่งก็ได้ เราจึงต้องยอมรับมุมมองใหม่ดังต่อไปนี้ ลองพิจารณาการไหลของอากาศ
รอบๆ แพนอากาศ (Aerofoil หรือ Airfoil) ดังภาพสะเก็ซในรูป 1.3 แล้วจินตนาการว่ากำลังจับตาดู
มวลขนาดเล็กจ๋ิวท่ีจำเพาะเจาะจงอันหนึ่งของของไหลท่ีเรียกว่าอนุภาคของไหล (Fluid particle) 
หรือส่วนย่อยของของไหล (Fluid element) และเฝ้ามองอนุภาคของไหลนี้เคล่ือนท่ีไปกับเวลาจะ
พบว่าความเร็วของอนุภาคจะเปล่ียนไปท้ังขนาดและทิศทางเมื่อมันผ่านจากจุดหนึ่งไปสู่อีกจุดหนึ่ง ทีนี้
ลองเปล่ียนมาจับตาดูเพียงจุดใดจุดหนึ่งเช่น จุด B ในรูป 1.3 เราจะสามารถให้ความหมายของ
ความเร็วของการไหลได้ว่า “ความเร็วของการไหล(ไม่ใช่ความเร็วของอนุภาคของไหล) ณ จุดคงท่ี B 
ใดๆในบริเวณการไหลคือความเร็วของอนุภาคของไหลขนาดเล็กจ๋ิวขณะท่ีมันวิ่งผ่านจุดคงท่ี B  ไป” 
 ในรูป 1.3  อนุภาคของไหลจะวิ่งไปตามเส้นทางแน่นอนอันเดิมเสมอในบริเวณการไหลตราบ
เท่าท่ีการไหลเป็นแบบคงเส้นคงวา (Steady flow) นั่นคือท่ีแต่ละจุดความเร็วของการไหลไม่ข้ึนๆ ลงๆ 
กับเวลา (Steady – ไม่แปรเปล่ียนไปตามกาลเวลา) เส้นทางนี้เรียกว่าเส้นกระแส (Streamline) ของ
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การไหล ซึ่งมีความสำคัญเพราะการเขียนเส้นกระแสในบริเวณการไหลเป็นวิธีสร้างภาพการเคล่ือนท่ี
ของของไหลได้  ดังรายละเอียดเรื่องเส้นกระแสในบทท่ี 2 

 
รูป 1.3  ภาพแสดงความเร็วของการไหลและเส้นกระแส  

1.5 แรงและโมเมนต์ทางอากาศพลศาสตร์ (Aerodynamic Forces and Moments) 
  สำหรับผู้เริ่มต้นศึกษาวิชาอากาศพลศาสตร์ กำเนิดของแรงและโมเมนต์บนอากาศยานขณะทำ
การบินหรือ การคำนวณแรงต้านลมของรถยนต์ท่ีวิ่งด้วยความเร็ว 100 กม./ชม. บนทางหลวงดูจะเป็น
ปัญหาท่ีสลับซับซ้อนเอามากๆ โดยเฉพาะเมื่อคำนึงถึงว่าต้องพิจารณาการไหลของกระแสอากาศแบบ
สามมิติผ่านอากาศยาน หรือรถยนตร์ ซึ่งเกี่ยวข้องกับรูปทรง กระแสอากาศ และสภาวะแวดล้อมท่ี
สัมพันธ์กันดูจะเป็นเรื่องลึกลับยากจะเข้าใจจนเหมือนเรื่องเหล่านี้และปัญหาทางอากาศพลศาสตร์
อื่นๆอีกมากมายอยู่ในแดนสนธยา ปัญหาเหล่านี้แม้จะยากแต่ไม่ได้ซับซ้อนจนเข้าใจไม่ได้ อันท่ีจริงแรง
กระทำท่ีเกิดขึ้นที่ผิวยานพาหนะหรือผิววัตถุท่ีมีกระแสอากาศไหลผ่านจะแยกออกเป็นสองส่วนเท่านั้น 
คือ แรงกดลงบนผิวเนื่องจากความดันของอากาศเหนือบริเวณนั้นกับแรงเสียดทานเนื่องจากความเค้น
เฉือน (Shear stress)เนื่องจากความหนืด ท้ังความดัน (Pressure, p) และความเค้นเฉือน (Shear 

stress,) จะมีการแจกแจงไปท่ัวบริเวณผิววัตถุท้ังหมดและมีค่าเปล่ียน แปลงไปตามลักษณะการไหล 
รูป1.4 แสดงตัวอย่างการแจกแจงความดันและความเค้นเฉือนท่ีเกิดบนแพนอากาศ 

 
รูป 1.4  การแจกแจงความดันและความเค้นเฉือนรอบแพนอากาศ (Anderson, 2016) 
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รูป 1.5   ก) แรงลัพธ์อากาศพลศาสตร์  ข) การแตกแรงบนแพนอากาศ  
 
ผลของความดันและความเค้น เฉือน ท่ีกระทำรอบวัตถุรวมกัน ท้ังหมดคือแรงลัพธ์ R และ 
โมเมนต์ M ทางอากาศพลศาสตร์ท่ีเกิดขึ้นตามท่ีแสดงในรูป 1.5 ก แรงลัพธ์ R สามารถแตกออกตาม

แนวต่างๆเพื่อความสะดวกในการพิจารณาได้ตามรูป 1.5 ข ให้ V เป็นความเร็วลมสัมพัทธ์หรือเรียก
อีกอย่างว่าความเร็วกระแสลมอิสระ (Freestream velocity)  ให้ความยาวคอร์ด c เป็นระยะวัดจาก
ชายหน้าสุด (Leading edge) ถึงชายหลังสุด (Trailing edge) ของแพนอากาศในรูป จะได้ 

   L = แรงยก (Lift) = ส่วนย่อยของแรง R ต้ังฉากกับ V 

   D = แรงต้าน (Drag) = ส่วนย่อยของแรง R ขนานกับ V 
   N = แรงต้ังฉาก (Normal force) = ส่วนย่อยของแรง R ต้ังฉากกับ c 
   A = แรงขนานแกน (Axial force) = ส่วนย่อยของแรง R ขนานกับ c 
ในรูป 1.5 ข มุมระหว่างแนวคอร์ดกับความเร็วลมสัมพัทธ์ เรียกว่ามุมปะทะ  (Angle of attack)      

ใช้สัญลักษณ์แทนด้วยอักษรกรีก   และจะได้ความสัมพันธ์ระหว่าง L, D, N, A คือ 
 L = cos sinN A −      (1.17) 
 D = sin cosN A +     (1.18) 

ตอนนี้จะพิจารณาในรายละเอียดการรวมแรงจากความดันและความเค้นเฉือนเพื่อให้ได้แรงลัพธ์โดย 
วิธีอินทิเกรท เริ่มต้นจากการไหลสองมิติผ่านรูปทรงแพนอากาศดังในรูป 1.6 เมื่อใช้แนวคอร์ดเป็นหลัก 
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รูป 1.6  การกำหนดสัญลักษณ์สำหรับการอินทิเกรทแรงบนแพนอากาศสองมิติ (Anderson, 2016) 

           
เลือกแกนพิกัด x และ y ให้อยู่ในแนวขนานและต้ังฉากกับคอร์ดเริ่มต้นจากชายหน้า แกน x ทำมุม   

กับความเร็วลมสัมพัทธ์ V ให้ su เป็นระยะท่ีวัดไปตามผิวโค้งด้านบนจากชายหน้าถึงจุด A ใดๆ และ
ให้ sl เป็นระยะวัดตามผิวโค้งด้านล่างจากชายหน้าถึงจุด B ใดๆ  กำหนดให้ความดันและความเค้น

เฉือนท่ีกระทำบนตามผิวบนแทนด้วย pu และ u ซึ่งเป็นฟังก์ช่ันของ su ทำนองเดียวกันกำหนดให้

ความดันและความเค้นเฉือนท่ีกระทำบนตามผิวล่างแทนด้วย pl และ l ซึ่งเป็นฟังก์ช่ันของ sl  ในรูป 

p กระทำต้ังฉากกับผิวและทำมุม   กับแนวด่ิง   กระทำขนานกับผิวและทำมุม   กับแนวระดับ 
กำหนดให้มุม   เป็นบวกเมื่อวัดจากตามเข็มนาฬิกาจากแนวด่ิงถึงแนวของ p และจากแนวระดับถึง

แนวของ   ในรูป 1.6 แสดงตำแหน่งของ p และ  ท่ีมุม   เป็นบวก ถ้ารูปแพนอากาศในรูป 1.6 
เป็นภาพตัดขวางของทรงกระบอกยาวมากท่ีมีหน้าตัดคงท่ี ส่วนของทรงกระบอกยาวหนึ่งหน่วยแสดง
ในรูป 1.7 โดยพื้นท่ีส่วนแลเงาเป็นพื้นท่ีบนผิวเล็กๆเป็นแถบกว้าง ds ยาวหนึ่งหน่วย ดังนั้นแรง

กระทำเนื่องจากความดันและความเค้นเฉือนบนพื้นท่ีผิว ds คือ pds และ ds ให้ N และ A เป็น
แรงต้ังฉากและแรงขนานแกนต่อหน่วยความยาวทรงกระบอก ส่วนของแรงขนาดน้อยๆ udN   และ 

udA  เนื่องจาก pu และ u  บนพื้นท่ี dsu  ของทรงกระบอกจะเท่ากับ 
  udN   = cos sinu u u up ds ds  − −   (1.19) 
  udA    = sin cosu u u up ds ds  − +        (1.20) 

ส่วนของแรงขนาดน้อยๆ ldN   และ ldA  เนื่องจาก pl และ l บนพื้นท่ี dsl ของทรงกระบอกจะ
เท่ากับ 
  ldN   = cos sinl l l lp ds ds  −   (1.21) 
  ldA   = sin cosl l l lp ds ds  +        (1.22) 
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รูป 1.7  แรงอากาศพลศาสตร์บนส่วนย่อยของผิววัตถุ (Anderson, 2016) 

 
 ในสมการ (1.19) ถึง (1.22) เครื่องหมายของ N  และ A  จะมีทิศทางเป็นบวกตามแกนพิกัด  
x และ y ถ้ามุม  ในสมการมีการวัดตามท่ีกำหนดไว้ตอนต้น ผลรวมของ N  และ A  ต่อหน่วย
ความยาวได้จากการอินทิเกรทสมการ (1.19) ถึง (1.22) จากชายหน้าถึงชายหลัง 

  N   = ( cos sin ) ( cos sin )
TE TE

u u u l l l
LE LE

p ds p ds     − + + −   (1.23) 

  A   = ( sin cos ) ( sin cos )
TE TE

u u u l l l
LE LE

p ds p ds     − + + +        (1.24) 

 N  และ A  ตามสมการ (1.23) และ (1.24) นำไปคำนวณหา L และ D ได้ตามสมการ (1.17) 
และ (1.18) ในส่วนของโมเมนต์ทางอากาศพลศาสตร์อาจหาได้โดยวิธีคล้ายๆกัน พิจารณาการเกิด
โมเมนต์รอบจุดหน้าสุดของแพนอากาศ กำหนดให้โมเมนต์ท่ีพยายามหมุนให้มุมปะทะเพิ่มขึ้น (pitch 
up) เป็นบวก และ โมเมนต์ท่ีพยายามหมุนให้มุมปะทะลดลง (pitch down) เป็นลบ จะได้โมเมนต์
รอบจุดหน้าสุดเนื่องจากความดันและความเค้นเฉือนท่ีทำบนพื้นท่ี ds ท่ีห่างจากชายหน้าเป็นระยะ x 

และห่างจากแนวคอร์ดเป็นระยะ y   
  udM   = ( cos sin ) ( sin cos )u u u u u up xds p yds     + + − +      (1.25) 
  ldM    = ( cos sin ) ( sin cos )l l l l l lp xds p yds     − + + +      (1.26) 
 

 
รูป 1.8   การกำหนดทิศทางของโมเมนต์อากาศพลศาสตร์  (Anderson, 2016) 

 อย่าลืมว่าเพื่อให้ได้เครื่องหมายของโมเมนต์ตามกำหนด มุม   ต้องวัดตามท่ีถูกกำหนดไว้
ตอนต้น และระยะ y จะเป็นบวกเมื่ออยู่เหนือแนวคอร์ดและเป็นลบเมื่ออยู่ ต่ำกว่าแนวคอร์ด  
อินทิเกรทสมการ (1.25) และ (1.26) แล้วนำมารวมกันจะได้ผลรวมของโมเมนต์รอบชายหน้า 
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  LEM   = ( cos sin ) ( sin cos )
TE

u u u u u
LE

p x p y ds     + − −    

      + ( cos sin ) ( sin cos )
TE

l l l l l
LE

p x p y ds     − + + +     (1.27) 

 
 การคำนวณตามสมการ (1.23) (1.24) และ (1.27) ค่า  x, y และ   ถูกกำหนดให้เปล่ียนแปลง
ไปตามส่วนโค้ง s ซึ่งกำหนดโดยรูปร่างของแพนอากาศ ดังนั้นถ้าเราทราบการแจกแจงของความดัน p 

และความเค้นเฉือน  (จากการคำนวณหรือการทดลอง) ตามผิวแพนอากาศ ก็สามารถใช้สมการ
เหล่านี้คำนวณหาค่าแรงและโมเมนต์ท่ีกระทำได้ดังจะเห็นจากตัวอย่างต่อไป 
 การพิจารณาแรงและโมเมนต์ท่ีกระทำต่อวัตถุตรงๆบางครั้งก็ไม่สะดวก ดังนั้นการพิจารณาแรง
และโมเมนต์ในรูปไร้หน่วยซึ่งเรียกว่าค่าสัมประสิทธิ์ (Coefficient) มักถูกนำมาใช้บ่อยๆ ในวิชาอากาศ
พลศาสตร์ สัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์อากาศพลศาสตร์ มีนิยามกำหนดได้ดังนี้ 
  สัมประสิทธิ์ของแรง = แรงหารด้วยความดันพลวัต (Dynamic pressure) กับพื้นท่ีอ้างอิง 
      สัมประสิทธิ์ของโมเมนต์ = โมเมนต์หารด้วยความดันพลวัตกับพื้นท่ีอ้างอิงและระยะแขนอ้างอิง 
ดังนั้นจากนิยามจะได้ว่า 

          สัมประสิทธิ์ของแรงยก (Lift coefficient) :    L

L
C

q S
=       (1.28a) 

          สัมประสิทธิ์ของแรงต้าน (Drag coefficient)  :    D

D
C

q S
=    (1.28b) 

          สัมประสิทธิ์ของแรงต้ังฉาก (Normal force coefficient) :    N

N
C

q S
=   (1.28c) 

          สัมประสิทธิ์ของแรงขนานแกน (Axial force coefficient) :    A

A
C

q S
=    (1.28d) 

          สัมประสิทธิ์ของโมเมนต์ (Moment coefficient)  :    M

M
C

q Sl

=      (1.28e) 

 ในสมการถ้าให้  และ V  เป็นความหนาแน่นและความเร็วของกระแสอิสระไกลออกไปก่อน

ถึงวัตถุ จะได้ q คือความดันพลวัตของกระแสอิสระมีค่าเท่ากับ 21

2
V   โดย S เป็นพื้นท่ีอ้างอิง 

และ l เป็นระยะแขนอ้างอิงใดๆ การเลือก S และ l สำหรับอ้างอิงจะขึ้นกับรูปทรงของวัตถุและอาจ
แตกต่างกันไปตามแต่กรณีและความต้องการใช้งาน เช่น สำหรับปีกหรืออากาศยาน  S จะเป็นพื้นท่ี
ของระนาบปีก (Planform area) และ  l จะเป็นความยาวคอร์ดเฉล่ีย สำหรับรูปทรงกลม S จะเป็น
พื้นท่ีหน้าตัดขวางลม (Projection area) ส่วน l จะเป็นเส้นผ่าศูนย์กลาง ตามท่ีแสดงในรูป 1.9 
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รูป 1.9   พื้นท่ีอ้างอิงและระยะอ้างองิของค่าสัมประสิทธิ์  (Anderson, 2016) 

 
 สัญลักษณ์ท่ีใช้สำหรับแทนค่าสัมประสิทธิ์ในสมการ (1.28) CL, CD, CN, CA, CM ท่ีเป็นตัวพิมพ์
ใหญ่ท้ังหมดเป็นการกำหนดรู้กันในหมู่นักอากาศพลศาสตร์ว่าให้หมายถึงค่าสัมประสิทธิ์ของแรงและ
โมเมนต์ของรูปทรงสามมิติ เช่น อากาศยาน ปีก สำหรับการไหลสองมิติผ่านรูปทรง เช่น แพนอากาศ 
หรือทรงกระบอกกลมท่ีเป็นหุ่นจำลองสำหรับการทดลองในอุโมงค์ลมสัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์
จะคิดจากพื้นท่ีอ้างอิงท่ีคิดต่อความยาวหนึ่งหน่วย และกำหนดให้ใช้สัญลักษณ์เป็นอักษรตัวพิมพ์เล็ก  
เช่น 

   l

L
c

q S


=  ; d

D
c

q S


=  ; m

M
c

q Sc


=      (1.29a) 

ในท่ีนี้พื้นท่ี S = c  1 = c คือพื้นท่ีอ้างอิงท่ีคิดจากความยาวคอร์ดคูณช่วงความยาวหนึ่งหน่วย  
เครื่องหมาย “  ” ท่ีอยู่หลัง L, D และ M  ใช้แสดงว่าแรงหรือโมเมนต์เป็นแรงหรือโมเมนต์ท่ีคิดต่อ
หนึ่งหน่วยความยาวลึกไปในหน้ากระดาษ     
 ทำนองเดียวกันสัมประสิทธิ์ของความดัน (Pressure coefficient) จะเป็น    

  pc  = p p

q





−   (1.29b) 

เมื่อ  p เป็นความดันสถิตของกระแสอิสระ   
และสัมประสิทธิ์ของแรงเสียดทานท่ีผิว (Skin friction coefficient) จะเป็น 

  fc  = 
q





  (1.29c) 
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รูป 1.10   ความสัมพันธ์ระหว่าง dx และ dy กับ ds 

พิจารณาจากรูป 1.10 
  dx = cosds    (1.30) 
  dy = sinds −   (1.31) 

ร่วมกับความสัมพันธ์ตามสมการ (1.28) และ (1.29) ค่า N, A และ LEM  ในสมการ (1.23), (1.24) 
และ (1.27) อาจทำให้อยู่ในรูปสัมประสิทธิ์ได้เป็น 

   nc  = 
0 0

1
, , , ,( ) ( )

c c
u l

p l p u f u f l

dy dy
c c dx c c dx

c dx dx

 
− + + 

 
   (1.32) 

  ac  = 
0 0

1
, , , ,( ) ( )

c c
u l

p u p l f u f l

dy dy
c c dx c c dx

c dx dx

 
− + + 

 
   (1.33) 

  mLE
c  = 

2
0 0

1
, , , ,( ) ( )

c c
u l

p u p l f u f l

dy dy
c c xdx c c xdx

dx dxc


− − +


    

   
0 0

, , , ,( ) ( )
c c

u l
p u f u u p l f l l

dy dy
c c y dx c c y dx

dx dx


+ + − − + 


   (1.34) 

 สำหรับขั้นตอนโดยละเอียดให้ลองทำเองเป็นแบบฝึกหัด ในสมการตัวห้อย u หมายถึงด้านบน
แกน x และ ตัวห้อย l หมายถึงด้านล่างแกน x เช่น yu คือ ระยะวัดเหนือแกน x, cp,u คือ 
สัมประสิทธิ์ความดันท่ีกระทำบนผิวด้านบนเหนือแกน x เป็นต้น ส่วนค่า dy/dx เป็นความชันของเส้น
โค้งรอบรูป 
  ค่า cn และ ca ท่ีได้นำไปคำนวณหาค่า cl และ cd ได้ตามสมการ (1.17) และ (1.18) 
  cl  = cos sinn ac c −   (1.35) 
  cd = sin cosn ac c +   (1.36) 
 ขอให้สังเกตว่าจากสมการ (1.23) ถึงสมการ (1.34) แรงและโมเมนต์ทางอากาศพลศาสตร์จะได้
จากการอินทิเกรทของความดันและแรงเค้นเฉือนท่ีผิวโดยรอบวัตถุซึ่งเป็นขั้นตอนปกติท้ังทางทฤษฎี
และการทดลอง นอกจากนี้วิธีการท่ีได้แสดงมาแม้จะใช้กับปัญหาสองมิติแต่ก็สามารถนำไปใช้กับ
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ปัญหาสามมิติได้เช่นกันเพราะใช้หลักเดียวกันเพียงแต่รูปร่างของวัตถุและสมการจะซับซ้อนกว่า 

ตัวอย่าง 1.2   พิจารณาการไหลเหนือเสียงผ่านวัตถุรูปล่ิมมีมุมยอดครึ่งหนึ่งเท่ากับ 5 องศา และมุม
ปะทะเป็น 0 ตามรูป ความเร็วกระแสอิสระเป็น M 2.0 (สองเท่าความเร็วเสียง) คุณสมบัติของกระแส
อิสระเป็น   p  = 1.01 x 105 N/m2   = 1.23 kg/m3  พบว่าความดันท่ีผิวบนและผิวล่างของล่ิม

มีค่าคงท่ี  pu = pl = 1.31 x 105 N/m2  ความดันท่ีฐานล่ิมมีค่าเท่ากับ p และค่า   เปล่ียนแปลง

ไปตามผิวตามสมการ  w = 431s−0.2 ความยาวคอร์ด c ของล่ิมเท่ากับ 2 m ให้คำนวณหาค่า
สัมประสิทธิ์ของแรงต้าน    
วิธีทำ   การคำนวณทำได้สองวิธีคือ คำนวณค่าแรงต้านก่อนตามสมการ(1.24) แล้วนำไปหาค่า
สัมประสิทธิ์ หรือคำนวณค่าสัมประสิทธิ์โดยตรงโดยใช้สมการ(1.33)  ตัวอย่างนี้จะแสดงท้ัง 2 วิธี 

วิธีท่ี 1  เนื่องจากมุมปะทะเป็นศูนย์ เพราะฉะนั้น  D = A จึงคำนวณค่าแรงต้าน D จากสมการ 
(1.23) ได้โดยตรง 

  D = A =  ( sin cos ) ( sin cos )
TE TE

u u u l l l
LE LE

p ds p ds     − + + +    

จากรูป 1.11  ใช้วิธีคิดเครื่องหมาย   ตามท่ีกำหนด การอินทิเกรทจะเริ่มจากชายหน้าตามผิวด้านบน
(จาก s1 ไป s2) ไปจนถึงฐานด้านหลัง (s2 ไป s3) และการอินทิเกรทตามผิวด้านล่างจะเริ่มจาก s1ไป s4 
และต่อไปจนถึง s3 เพื่อความสะดวกแยกอินทิเกรทสมการ (1.23) ทีละส่วน เพราะฉะนั้นได้  

 sin
TE

u u
LE

p ds−  = 
32

1 2

5 51 31 10 5 1 01 10 90( . )sin( ) ( . )sin( )
ss

u u
s s

ds ds−  −  + −     

   =  1.142  104 (s2− s1) − 1.01  105 (s3− s2) 

   =  4 51 142 10 1 01 10 5
5

. . ( )(tan )
cos

c
c

 
 −   

 
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รูป 1.11  การแจกแจงความดันและความเค้นเฉือนตามตัวอย่าง 1.2 (Anderson, 2016)    

   =  ( ) ( )( )4 51 142 10 2 008 1 01 10 0 175. . . .c −   
   =   5260  N 

 sin
TE

l l
LE

p ds−  = 
34

1 4

5 51 31 10 5 1 01 10 90( . )sin( ) ( . )sin( )
ss

l l
s s

ds ds  + −  −    

   =  ( ) ( )( )4 5
4 1 3 41 142 10 1 01 10. .s s c s s − −  −  

   =  4 51 142 10 1 01 10 5
5

. . ( )(tan )
cos

c
c

 
 −   

 
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       =  ( ) ( )( )4 51 142 10 2 008 1 01 10 0 175. . . .c −   
   =   5260  N 

  cos
TE

u u
LE

ds   =  
2

1

0 2431 5.
cos( )

s

u
s

s ds
− −   

   =   
0 8 0 8

2 1429
0 8

. .

.

s s −
 
 
 

 

   =  
0 8

1
429

5 0 8

.

cos .

c   
   

   
 

   =   936.5  N 

  cos
TE

l l
LE

ds   =   
4

1

0 2431 5.
cos( )

s

l
s

s ds
−   

   =   
0 8 0 8

4 1429
0 8

. .

.

s s −
 
 
 

 

   =  
0 8

1
429

5 0 8

.

cos .

c   
   

   
 

   =   936.5  N 

สังเกตว่าผลท่ีได้เป็นไปตามคาดคือแรงต้านของซีกบนเท่ากับซีกล่างเพราะเป็นรูปสมมาตร รวมแรง
ต้านท่ีได้จากท้ังส่ีส่วนเข้าด้วยกันจะได้ 
  D  =   4 41 052 10 0 1873 10. . +   
          (85%)            (15%)  

   =   1.24  104  N 
 ขอให้สังเกตว่าในตัวอย่างวัตถุมีรูปร่างเพรียว ลู่ลมแต่เคล่ือนท่ีด้วยความเร็วเหนือเสียง แรงต้าน
ส่วนใหญ่จะเป็นผลมาจากความดัน ถ้าดูจากรูป  1.11 จะพบว่าส่ิงนี้ เป็นผลมาจากการเกิดคล่ืน
กระแทก (Shock wave) ท่ีชายหน้าของล่ิมซึ่งเป็นตัวการของการเกิดแรงต้านจากความดันหรือท่ี
เรียกว่า “Wave drag” ตามตัวอย่างนี้แรงต้าน 85% มาจากความดันและมีเพียง 15% ท่ีมาจากแรง
เสียดทานท่ีผิวซึ่งเป็นปกติของการไหลความเร็วเหนือเสียง แต่จะต่างจากท่ีจะพบต่อไปสำหรับการไหล
ความเร็วต่ำกว่าเสียงของรูปร่างท่ีลู่ลม 
  สัมประสิทธิ์แรงต้านคำนวณได้จากสมการ (1.28b)   

 DC   =  D

q S
 (1.28b) 
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 เมื่อ 21

2
q V  =  และ  S = c(1) เมื่อคิดต่อความกว้างล่ิมหนึ่งหน่วยลึกไปในกระดาษโจทย์

กำหนด  = 1.23 kg/m3 ความยาวคอร์ด c = 2 m และความเร็วลม M 2.0 สองเท่าความเร็วเสียง 

คือ V = 2a เมื่อ  a  คือความเร็วเสียงของกระแสอิสระคำนวณได้จากสมการ(1.5)  
                    a  =  RT =  1 4 287 J/kg-K 288 K( . )( )( )  = 340.2  m/s 

ดังนั้น                     V =  2  340.2 m/s  =  640.4 m/s   

เพราะฉะนั้น                q    =  (0.5)(1.23 kg/m3)(640.4 m/s)  =  2.847  105 N/m2          

             S   =  2.0 m  1 m  =  2 m2    

จะได้    cd   =  D
q S

  = 
4

5 2 2

1 24 10  N

2 847 10  N/m 2 m

.

( . )( )




  =  0.022 ตอบ  

 
วิธีท่ี 2    คำนวณหา cd โดยตรงจากสมการ (1.33) โดยพิจารณาเทอมต่างๆดังนี้ 

                                   cp,u  =  up p

q





−  =  
5 5 2

5 2

1 31 10 1 01 10 N/m
 

2 847 10 N/m

. .

.

 − 


 

 =   0.1054 

                                   cf,u  =  W

q





 =  
0 2 2

5 2

431 N/m
 

2 847 10 N/m

.

.

s
−


 = 

0 2

5

431

52 847 10

.

cos.

x
−

 
 

  
 

 =   1.513  10-3 x -0.2 

แต่รูปสมมาตรเพราะฉะนั้น   cp,u  =   cp.l   =  0.1054     

   cf,u  =   cf.l    = 1.513  10-3 x -0.2   

ค่าความชัน  udy

dx
  =  5tan   = 0.0875 

    ldy

dx
 =  ( )5tan −   = − 0.0875 

แทนท้ังหมดลงใน (1.33) จะได้  

                                  cd   =  ca  =  
0 0

1
, , , ,[ ( ) ( ) ]

c c

u l
p u p l f u f l

dy dy
c c dx c c dx

c dx dx
− + +    

   cd   =  ( )( ) ( )( ) 
2

0

1
0 1054 0 0875 0 1054 0 0875

2
. . . . dx− −  

        ( )
2

3 0 2

0

1
2 1 513 10

2
.

. x dx
− −+   

     cd =  22 0 8

0 0
0 009223 0 00189 .
. .x x+  

     cd   =   0.01845 + 0.00329 = 0.022   ตอบ 
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ตัวอย่าง 1.3  พิจารณากรวยกลม  (Cone) ท่ีมุมปะทะ 0 ในการไหลความเร็วเหนือเสียงยิ่ ง
(hypersonic flow) มุมยอดกรวยมีค่า 2c ค่าความดันตามผิวโดยประมาณแสดงโดยสมการตามกฎ
กำลังสองของซายน์ (sin) ของนิวตัน  cp = 2 sin2c  ดังนั้น cp  และ p จึงมีค่าคงท่ีบนผิวกรวยท่ี
ฐานกรวยสมมุติให้ p = p และไม่คิดแรงเสียดทานท่ีผิว จงคำนวณหาค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านของ
กรวยโดยใช้พื้นท่ีฐานเป็นพื้นท่ีอ้างอิง 
วิธีทำ   ตัวอย่างนี้เราไม่สามารถใช้สมการ (1.23) ถึง (1.27) ได้เพราะเป็นปัญหาสามมิติดังนั้นเราจะ
แก้ปัญหาข้อนี้โดยพิจารณาสมการแบบสามมิติ จากรูป แรงต้านบนพื้นท่ีส่วนท่ีแรเงาคำนวณได้จาก 

              2( sin )( )
sin

c

c

dr
p r 


 = 2 rpdr  

แรงต้านรวมได้จากความดันบนผิวกรวยทั้งหมดรวมกัน (ดูรูปประกอบ) 

      D =   
0

2 ( )

br

r p p dr −    

  =   2( - ) bp p r   
 

 
รูป 1.12   กรวยตามตัวอย่าง 1.3 (Anderson, 2016) 

 
ใช้พื้นท่ีฐานอ้างอิง 2 br  จะได้สัมประสิทธิ์แรงต้าน 

   CD  =   
2
b

D

q r
 = 

2

2

( )b

b

r p p

r q









−   

  =   ( )p p

q





−   =  cp 

นั่นคือ                 CD  =   cp  =   2 sin2c      ตอบ 
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1.6 จุดศูนย์ความดัน (Center of pressure) 
 จากหัวข้อท่ีผ่านมาคงเห็นแล้วว่าแรงต้ังฉากและแรงขนานแกนบนวัตถุคือส่วนย่อยของแรงลัพธ์
ท่ีได้จากการรวมแรงจากความดันและความเค้นเฉือนท่ีแจกแจงอยู่โดยรอบผิววัตถุ ผลของแรงเหล่านี้
ยังทำให้เกิดโมเมนต์รอบชายหน้าซึ่งคำนวณได้ตามสมการ (1.34) ดังนั้นตำแหน่งของแรงลัพธ์ R หรือ
แรง N กับ A จะต้องเป็นตำแหน่งท่ีพอดีทำให้เกิดโมเมนต์รอบชายหน้าเท่ากับท่ีเกิดจากการแจกแจง
ความดันและความเค้นเฉือนรอบวัตถุ  ตัวอย่างเช่นแรงจากการแจกแจงความดันและความเค้นเฉือน
รอบแพนอากาศในหัวข้อท่ีผ่านมา ตำแหน่งของแรง N   และ A  จะอยู่ตรงตำแหน่งท่ีพอดีทำให้เกิด
โมเมนต์ตามสมการ (1.34) ถ้าเรากำหนดให้แนวของแรง A ทับอยู่บนแนวคอร์ดตามรูป 1.13 แนว
ของแรง N   ต้องอยู่ท่ีตำแหน่งห่างจากชายหน้าเป็นระยะ xcp ไปตามแนวคอร์ดโดยท่ี                       
  LEM   =  ( ). .c px N −   

และ     . .c px  =   LEM

N


−


   (1.37) 

เครื่องหมายลบในสมการใช้เพื่อแสดงความสัมพันธ์ท่ีแรง N   ท่ีเป็นบวกจะทำให้เกิดโมเมนต์รอบชาย
หน้าท่ีเป็นลบและกลับกันสำหรับแรง N  ท่ีเป็นลบ 

       
         รูป 1.13   จุดศูนย์ความดัน (Anderson, 2016) 

            
 ในสมการ (1.37)  xc.p. เป็นตำแหน่งของจุดศูนย์ความดันตามนิยามท่ีกำหนด คือ ตำแหน่งท่ีแรง
ลัพธ์เนื่องจากความดันและความเค้นเฉือนเสมือนมากระทำ ณ จุดนี้ นั่นคือโมเมนต์รอบจุดนี้จะมีค่า
เป็น ศูนย์  ก ล่าวอีกอย่างคือ จุดศูนย์ความดัน คือจุด ท่ีโมเมน ต์ทางอากาศพลศาสตร์บนรูป 
ทรงมีค่าเป็นศูนย์ ขอให้สังเกตว่าเราเรียกตำแหน่ง xc.p. ว่าจุดศูนย์ความดันไม่ใช่จุดศูนย์แรงลัพธ์หรือ
เซ็นทรอย (centroid) และคำนวณโมเมนต์จากแรง N   เพียงแรงเดียวแต่ไม่พิจารณาโมเมนต์จากแรง 
A ท้ังนี้เนื่องจากเหตุผลท่ีอาจอธิบายได้ดังนี้ คือ โมเมนต์ LEM   ตามสมการ (1.27) เป็นโมเมนต์
เนื่องจากความดันและแรงเสียดทานผิวท่ีเกิดขึ้นรอบๆวัตถุ สำหรับรูปทรงลู่ลมเช่นแพนอากาศแรงท่ี
เกิดจากความดันจะมีค่ามากเมื่อเทียบกับแรงท่ีเกิดจากแรงเสียดทานผิว (กลับไปดูตัวอย่าง 1.2) และ
แรงเสียดทานผิวนี้เกิดจากการไหลของกระแสอากาศเรียดไปตามผิวท้ังด้านบนและด้านล่างจากชาย
หน้าไปชายหลังซึ่งทำให้ทิศทางของแรงเสียดทานผิวทั้งท่ีผิวด้านบนและด้านล่างจะทำจากชายหน้าไป
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ชายหลังเหมือนกัน (ดูรูป 1.4) โมเมนต์รอบชายหน้าท่ีเกิดจากแรงเสียดทานตามผิวบนจะเป็นโมเมนต์
ตามเข็มนาฬิกาส่วนโมเมนต์รอบชายหน้าท่ีเกิดจากแรงเสียดทานตามผิวล่างจะเป็นโมเมนต์ทวนเข็ม
นาฬิกาซึ่งจะหักล้างกัน โมเมนต์ท่ีเกิดขึ้นจากแรงเสียดทานผิวนี้ท่ีจริงมีค่าน้อยอยู่แล้วเพราะแรงเสียด
ทานมีค่าน้อยและแขนของโมเมนต์คือระยะจากแนวคอร์ดไปถึงผิวบนและผิวล่างมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับ
ความยาวคอร์ด เมื่อมาหักล้างกันไปอีกจะมีค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับโมเมนต์ท่ีเกิดจากความดัน   
ดังนั้นอาจประมาณว่าโมเมนต์รอบชายหน้าเป็นผลจากความดันโดยไม่มีผลจากแรงเสียดทานและแนว
ของแรง A จะอยู่ทับไปบนแนวคอร์ด ในกรณีท่ีมุมปะทะ  มีค่าไม่มาก (เช่นไม่เกิน 15) sin  0  
และ cos  1  ดังนั้นจากสมการ (1.17) L    N   และสมการ (1.37) จะเป็น 

       . .c px  =   LEM

L


−


   (1.38) 

ตามสมการ (1.37) และ (1.38) ตำแหน่งของ xc.p. จะเปล่ียนแปลงตามค่าของ N   หรือ L  และ
โมเมนต์รอบชายหน้าท่ีเพิ่มขึ้นหรือลดลงซึ่งเป็นเรื่องปกติเมื่อมุมปะทะเปล่ียนแปลง  สำหรับรูปทรง
แบบแพนอากาศ N   หรือ L  จะมีค่าเป็นบวก และมากพอสมควรเมื่อมุมปะทะเป็นบวก แต่เมื่อ
ค่อยๆลดมุมปะทะลงค่าของ N  หรือ L  จะลดลงตามจนถึงมุมปะทะอันหนึ่งค่าจะลดลงจนเป็นศูนย์ 
ถ้ามุมปะทะยังคงลดลงอีก N  หรือ L  จะเริ่มเพิ่มค่าขึ้นแต่ในทิศทางท่ีเป็นลบ ในขณะท่ีมุมปะทะ
เปล่ียนแปลงนี้โมเมนต์ LEM   อาจเปล่ียนแปลงไปด้วยหรือไม่ก็ได้แต่ท่ีสำคัญคือสมการ (1.37) และ 
(1.38) บอกเราว่าตำแหน่งของ xc.p. จะเล่ือนไปมาตามแนวคอร์ด และจะไปอยู่ท่ี ∞ หรือ –∞ เมื่อค่า
ของ N   หรือ L  เข้าสู่ศูนย์ ดังนั้นการใช้จุดศูนย์ความดัน (c.p.) เป็นตำแหน่งอ้างอิงสำหรับแรงลัพธ์
จึงไม่สะดวกในกรณีท่ีเราต้องพิจารณาแรงบนแพนอากาศท่ีมีมุมปะทะเปล่ียนแปลงได้ โชคดีท่ีเรามีวิธี
กำหนดระบบของแรงและโมเมนต์ท่ีเกิดจากความดันและความเค้นเฉือนโดยกำหนดตำแหน่งของแรง
ลัพธ์และโมเมนต์รอบจุดนั้นพร้อมๆกัน (เช่นท่ีทำในวิชากลศาสตร์) วิธีนี้เราจะใช้จุดใดเป็นจุดอ้างอิงก็
ได้ตราบเท่าท่ีโมเมนต์รอบจุดนั้นถูกกำหนดไว้ควบคู่กัน รูป1.14 แสดงการกำหนดแรงลัพธ์และ
โมเมนต์ลัพธ์สามแบบท่ีเป็นผลจากความดันและความเค้นเฉือนเดียวกันบนแพนอากาศอันหนึ่งและมี
ผลทางกลศาสตร์เหมือนกันทุกประการ 
 ในรูป1.14 ก แรงลัพธ์ N  และ A ถูกวางตำแหน่งไว้ที่ชายหน้าพร้อมกับโมเมนต์รอบชายหน้า 

LEM    ในรูป1.14 ข  แรงลัพธ์ N  และ A  ถูกวางตำแหน่งไว้ท่ี 1/4 ของคอร์ดพร้อมกับโมเมนต์รอบ 
1/4 คอร์ด 4/cM   ส่วนรูป1.14 ค แรงลัพธ์ N  และ A  ถูกวางตำแหน่งไว้ท่ี จุด c.p. ซึ่งมีโมเมนต์
รอบจุดนี้เป็นศูนย์ เนื่องจากระบบแรงในท้ังสามรูปเป็นของแรงลัพธ์อันเดียวกันจึงเป็นแรงท่ีเท่ากัน 
และมีความสัมพันธ์ระหว่างแรงและโมเมนต์แต่ละตัว คือ 
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      (ก) แรงลัพธ์ที่ชายหน้า            (ข) แรงลัพธ์ที่ 25% คอร์ด                (ค) แรงลัพธ์ที่จุด c.p. 

รูป 1.14   วิธีกำหนดแรงและโมเมนต์ลัพธ์บนแพนอากาศท่ีเท่ากัน (Anderson, 2016) 

     LEM   =  44 / . .c c p

c
L M x L  − + = −  (1.39) 

ในรูปสัมประสิทธิ์ความสัมพันธ์จะเป็น 

     mLE
c  =  

4

1

4

. .

/

c p

l m lc

x
c c c

c
− + = −  (1.40) 

ความสำคัญของสมการ (1.39) และ (1.40) จะเห็นกันในหัวข้อต่อๆ ไป 

ตัวอย่าง 1.4   การไหลไร้การอัดตัวความเร็วต่ำผ่านแพนอากาศ NACA 4412 ท่ีมุมปะทะ 4 ในการ
ทดลองอันหนึ่ง วัดค่า cl ได้เท่ากับ 0.85 และวัดค่า 

4/mc
c ได้เท่ากับ -0.09  จงหาตำแหน่งของจุด

ศูนย์ความดัน 

วิธีทำ  จากสมการ (1.40) . .c px

c
 =  4

1

4 /l

l

mc
c c

c

 
− 

   

 =  
l

4/cm

c

c

4

1
−  

 =  356.0    
85.0

09.0

4

1
=

−
−  

  ตำแหน่ง  c.p.  อยู่ท่ี 35.6% คอร์ดจากชายหน้า ตอบ  
 

1.7  การวิเคราะห์มิติและทฤษฎีบักก้ิงแฮมพาย (Dimensional analysis: The  
  Buckingham PI Theory)     
 เราได้กำหนดแรงและโมเมนต์ทางอากาศพลศาสตร์รวมท้ังสัมประสิทธิ์ของมันในหัวข้อ 1.5     
ท้ังยังเห็นแหล่งท่ีมาของแรงและโมเมนต์ท่ีได้จากการรวมผลของความดันและความเค้นเฉือนซึ่ง
เปล่ียนแปลงไปตามรูปแบบของการไหล แต่อะไรท่ีเป็นต้นตอท่ีทำให้เกิดการเปล่ียนแปลงนี้และ
รูปแบบความสัมพันธ์ของการเปล่ียนแปลงจะเป็นอย่างไร คำตอบของปัญหานี้อาจอธิบายได้โดยใช้การ
วิเคราะห์มิติซึ่งเป็นเนื้อหาท่ีเราจะศึกษากันในหัวข้อนี้ (Kuethe & Chow, 1997) 

 ลองพิจารณาแพนอากาศในหัวข้อท่ีผ่านมาคงจำได้ว่าแรงและโมเมนต์ L, D, M บนแพน
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อากาศเปล่ียนไปตามมุมปะทะ สัญชาตญาณของวิศวกรบอกเราว่าขนาดจริงของ L, D และ  M ท่ี
กระทำบนแพนอากาศนั้นคงไม่ได้ขึ้นกับมุมปะทะอย่างเดียว แต่จะขึ้นกับความเร็วและระยะสูงด้วย   

ท่ีจริงคาดหมายได้เลยว่าอย่างน้อยท่ีสุด L, D และ M จะเปล่ียนแปลงไปกับส่ิงต่างๆเหล่านี้ 
 ก.   ความเร็วของกระแสอิสระ V∞ 
 ข.   ความหนาแน่นของของไหล ∞ ซึ่งหมายถึงระยะสูง 
 ค.   ความหนืดของของไหล ∞ (เพราะแรงส่วนหนึ่งเกิดจากแรงเสียดทานท่ีผิว) 
 ง.   ขนาดของแพนอากาศซึ่งแทนด้วยพื้นท่ีอ้างอิงท่ีเลือกขึ้นมา เช่น ระยะคอร์ด c พื้นท่ีปีก S 
 จ.   รูปร่างของแพนอากาศ 
 ฉ.   การอัดตัว (Compressibility) ของของไหล ในหัวข้อ 1.2.4 ได้กล่าวถึงแล้วว่าผลกระทบ

ของการอัดตัวขึ้นอยู่กับจำนวนเลขมัคของกระแสอิสระ M∞ = V∞/a∞ แต่ V∞ มีอยู่ใน
รายการแล้ว เพระฉะนั้นจะถือว่า a∞ เป็นดัชนีของความอัดตัวได้ 

 อิทธิพลของข้อ ก. และ ข. มาจากความจริงท่ีแรงบนแพนอากาศน่าจะเป็นผลมาจากแรงปะทะ
ของกระแสลมซึ่งแน่นอนว่าคงขึ้นกับมวลและความเร็วของอากาศท่ีเข้าปะทะ ส่วนอิทธิพลของข้อ ค. 
นั้นเห็นได้จากความสัมพันธ์ของความหนืดและแรงเสียดทานผิวในหัวข้อ 1.2.5 ในข้อ ง. และ จ. ขนาด
รูปร่างของแพนอากาศมีผลต่อขนาดของแรงและโมเมนต์ท่ีเกิดขึ้นแน่นอน และสุดท้ายข้อ ฉ. การ
เปล่ียนแปลงความหนาแน่นย่อมมีผลต่อแรงลม เมื่อรวมกันเข้าพอจะสรุปได้ว่า 

 L  =  f (∞ ,V∞ , S , ∞ ,a∞) (1.41) 

สำหรับ D และ M ก็เขียนได้ทำนองเดียวกัน 
 สมการ (1.41) เป็นรูปความสัมพันธ์ท่ัวไปหรือพูดให้ตรงคือเหมือนไม่รู้อะไรเลยเพราะเราไม่
ทราบว่าฟังก์ช่ัน f  มีรูปแบบอย่างไร โดยหลักการแล้วเรามองหารูปแบบของฟังก์ช่ัน f หรือการ
เปล่ียนแปลงแรงยกของแพนอากาศท่ีมุมปะทะหนึ่งได้ด้วยการทดลองในอุโมงค์ลมหลายๆ ครั้ง 
เพียงแต่ว่าข้อมูลจากการทดลองจะมีจำนวนมหาศาล  ต้องใช้เวลาและความพยายามอย่างมากในการ
ทดลอง เช่น เราอาจต้องทดลองกับแพนอากาศแบบเดียวกันหลายๆ ขนาด แพนอากาศแต่ละขนาด

ต้องทำการทดลองโดยแปรค่า ∞ ,V∞ ,  ∞ และ a∞ ไปทีละตัวขณะท่ีตัวอื่นคงท่ีและทำเช่นนี้ไป
เรื่อยๆจนครบทุกตัวแปร  ข้อมูลการทดลองจำนวนมากต้องนำมาแปลความหมาย  เขียนกราฟหา

ความสัมพันธ์ท่ีเกี่ยวพันกันท้ังหมด แทนท่ีจะทำเช่นนี้เราอาจต้ังคำถามขึ้นมาว่า ∞ ,V∞ , S , ∞ 

และ a∞ ในสมการ (1.41) สามารถจัดรวมกลุ่มให้มีตัวแปรน้อยลงได้หรือไม่ คำตอบคือ “ได้” และ
เทคนิคท่ีใช้จัดรวมกลุ่มเป็นตัวอย่างง่ายๆของวิธีทางทฤษฎี ท่ัวไปท่ีเรียกว่า การวิเคราะห์มิติ  
(Dimensional analysis) 
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 การวิเคราะห์มิติมีพื้นฐานอยู่บนความจริงท่ีว่า ปริมาณทางฟิสิกส์มีมิติของตัวเอง เช่น มิติของ
ความเร็วมีมิติคือระยะทางต่อเวลา มิติของความหนาแน่นคือมวลต่อหน่วยปริมาตร และปริมาณทาง
ฟิสิกส์จะบวกลบกันหรือเทียบเท่ากันได้ก็ต่อเมื่อมีมิติเหมือนกัน เช่น สมการ 1 m = 1 sec ไม่มี
ความหมายในทางฟิสิกส์ในขณะท่ีสมการ 1 m = 100 cm มีความหมายท่ีสมบูรณ์ ดังนั้นสำหรับ
สมการใดๆในรูป  +  +  =  ตัวแปร  ,  ,  และ  จะต้องมีมิติเดียวกันและสมการอาจทำ
ให้อยู่ในรูปไร้มิติได้โดยการหารตลอดด้วยตัวแปรตัวใดตัวหนึ่ง เช่น 

                  1=



+




+



  

ดังนั้นสมการ (1.41) จะลดรูปลงได้ตามหลักการนี้ 
ทฤษฎีบักกิ้งแฮมพาย (Buckingham pi theorem) 
  ให้ K เป็นจำนวนมิติพื้นฐาน*ท่ีจำเป็นในการอธิบายตัวแปรและให้ P1, P2, P3,…, PN 
เป็นตัวแปร N ตัวที่ใช้อธิบายความสัมพันธ์ในสมการ 
     f1(P1, P2, P3,…, PN) = 0     (1.42) 
ความสัมพันธ์ตามสมการ (1.42) สามารถจัดใหม่เป็นความสัมพันธ์ของกลุ่มตัวแปรไร้มิติ (N 
– K) กลุ่มเรียกกลุ่มตัวแปรพาย (Pi group) 

     f2(1, 2, 3,…, N-K) = 0    (1.43) 

เมื่อกลุ่มตัวแปรไร้มิติ  แต่ละชุดเป็นผลคูณหารของตัวแปรหลัก K ตัวบวกตัวแปรอื่นอีก
หนึ่งตัว ถ้าให้  P1, P2, P3,…, PK เป็นตัวแปรท่ีเลือกขึ้นมา จะได้ว่า   

     1 = f3(P1, P2, P3,…, PK, PK+1)  

     2 = f4(P1, P2, P3,…, PK, PK+2)  
      :  

            N-K = fN-K(P1, P2, P3,…, PK, PN)        (1.44) 
  โดยท่ีตัวเลือก P1, P2, P3,…, PK ควรเป็นตัวแปรท่ีมีมิติครอบคลุมมิติ K ตัวท่ีเป็นมิติ

พื้นฐานของปัญหา และตัวแปรตาม เช่น L ในสมการ (1.41) ควรปรากฏอยู่ในชุด  เพียง
ชุดเดียว (* มิติพื้นฐานหมายถึงมิติหลักท่ีใช้ในการวัดปริมาณทางฟิสิกส์ได้แก่ มวล ความยาว 
เวลา อุณหภูมิ ฯลฯ  ในวิชากลศาสตร์ของไหลปริมาณต่างๆมีมิติท่ีแสดงได้ด้วยการประกอบ
กันของ มวล (mass, M) ความยาว (length, L) และ เวลา (time, T) เสมอ ดังนั้น K = 3) 

  ใช้ทฤษฎีบักกิงแฮมพายพิจารณาสมการ (1.41) เพื่อจัดกลุ่มตัวแปร เขียนสมการ (1.41) ใหม่ให้
อยู่ในรูปสมการ (1.42) ได้ 

  f(L, ∞ ,V∞ , S , ∞ ,a∞)  =  0 (1.45) 
สมการ (1.45) ประกอบด้วยตัวแปร 6 ตัวนั่นคือ N = 6 ตัวแปรแต่ละตัวมีมิติดังต่อไปนี้ 
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      ตัวแปร      มิติ 

  แรงยก   L     MLT-2    
  ความหนาแน่น ∞     ML-3 
   ความเร็ว  V∞      LT-1 
   พื้นท่ีอ้างอิง  S      L2 
   ความหนืด  ∞      ML-1T-1 
   ความเร็วเสียง  a∞     LT-1 
 
 ตัวแปรท้ังหกมีมิติท่ีแสดงได้ด้วยมิติพื้นฐานสามตัวคือ มวล ระยะทาง และเวลา ดังนั้น K = 3  
ความสัมพันธ์ตามสมการ (1.45) จะจัดใหม่เป็นความสัมพันธ์ของกลุ่มตัวแปร N – K = 3 กลุ่มเป็น 

 f2(1, 2, 3) =  0 (1.46) 

จากสมการ (1.44) เมื่อเลือกตัวแปร ∞,V∞,S เป็นตัวแปรหลักจะได้กลุ่มตัวแปรแต่ละกลุ่ม คือ 

  1 = f3 (∞ ,V∞ , S , L )  (1.47a) 

  2 = f4 (∞ ,V∞ , S , ∞ )  (1.47b) 

  3 = f5 (∞ ,V∞ , S , a∞ ) (1.47c) 

พิจารณากลุ่มตัวแปร 1 ซึ่งประกอบข้ึนจากตัวแปร ∞,V∞, S และ L สมมติว่ามีรูปฟังก์ช่ัน 
 LSV dba

1 =   (1.48) 

เมื่อ a, b, d เป็นค่าตัวเลขคงท่ีใดๆ แต่ 1 เป็นกลุ่มตัวแปรไร้มิติดังนั้นความจริงทางกายภาพบอกเรา
ว่าไม่ว่าค่าของ a, b, d จะเป็นเท่าใดด้านขวามือของสมการ (1.48) ต้องไม่มีมิติด้วย นั่นคือ 
    12d2b1a30 ]MLT[]L[]LT[]ML[  ]MLT[ −−−=  (1.49) 
สำหรับ  M   0  =  a + 1    (1.50a) 
สำหรับ  L          0  =  – 3a + b + 2d  + 1  (1.50b) 
สำหรับ  T                               0  =  – b – 2  (1.50c) 
แก้สมการ (1.50) ได้ค่า  a = –1, b = –2, d = –1 เพราะฉะนั้น 

  
SV

L
  SVL  

2

121
1



−−


−





==  (1.51) 

ในชุดตัวแปร  
SV

L

21




=   S แทนพื้นท่ีอ้างอิงใดๆ สำหรับแพนอากาศเราจะแทนพื้นท่ีอ้างอิงนี้

ด้วย c  1 (หัวข้อ 1.5) และหารด้วย 1/2 เพื่อความเหมาะสมจะได้รูปของ 1 ใหม่เป็น 
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cV

2

1

L
  

2
1




=  (1.52) 

เราได้นิยามความดันพลวัต q∞  มีค่าเท่ากับ 2V
2

1
   เพราะฉะนั้น 1 คือ cl ตามนิยามท่ีเรา

กำหนดไว้แล้วในหัวข้อ 1.5 นั่นเอง จึงได้จากสมการว่า 

    L = q∞ (c  1)  cl 
       แรงยก  = ความดันพลวัต   พื้นท่ีปีก   สัมประสิทธิ์แรงยก 
 สมการ (1.51) และ (1.52) ท่ีเริ่มต้นจากแนวคิดง่ายๆเรื่องมิติทางฟิสิกส์และดูไม่ค่อยเป็น
ประโยชน์ในตอนแรกได้ผ่านขั้นตอนจนให้สมการรูปง่ายๆซึ่งบรรจุข่าวสารสำคัญไว้ ท่ีจริงสมการ  
(1.51) และ (1.52) เป็นความสัมพันธ์ที่สำคัญท่ีสุดอันหนึ่งในอากาศพลศาสตร์ประยุกต์ สมการนี้บอก
ว่าแรงยกเป็นปฏิภาคโดยตรงกับความดันพลวัต (ฉะนั้นจึงเป็นปฏิภาคโดยตรงกับความเร็วกำลังสอง) 
 ทำนองเดียวกันหาชุดตัวแปร 2  หาได้จาก 
   = dba

2 SV  (1.53) 
เทียบมิติ 111d2b1a30 ]TML[]L[]LT[]ML[]MLT[ −−−−=  (1.54) 
สำหรับ  M   0 =  a + 1 (1.55a) 
สำหรับ  L  0 =  – 3a + b + 2d – 1 (1.55b) 
สำหรับ  T   0 =  – b – 1  (1.55c) 
แก้สมการ (1.55) ได้ค่า  a = –1, b = –1, d = –1/2 เพราะฉะนัน้  

   
2/12

SV






=  (1.56) 

 ในชุดตัวแปร 2 มิติของ S คือ L2 เพราะฉะนั้นมิติของ S1/2  ก็คือ L หรือความยาวนั่นเอง (พื้นท่ี 

= ด้านด้าน) สำหรับแพนอากาศเราเลือกความยาวคอร์ด c แทนความยาวนี้และกลับเศษเป็นส่วน
เพื่อความเหมาะสมจะได้รูปของ 2 เป็น 

   







=

cV
  2  (1.57) 

ตัวแปร 2 ท่ีได้คงคุ้นตาว่าในวิชากลศาสตร์ของไหลเป็นค่าท่ีเรียกว่าค่าตัวเลขเรย์โนลด์ (Reynolds 
number) แทนด้วยสัญลักษณ์ Re ความสำคัญของตัวเลขชุดนี้ในทางกายภาพเป็นตัววัดอัตราส่วน
ระหว่างแรงเฉื่อย (Inertia force) กับแรงหนืด (Viscous force) ของกระแสอิสระซึ่งจะได้เห็นกัน

ต่อไป สำหรับ 3 จาก      
 = aSV  dba

3  (1.58) 
เทียบมิติ                   11d2b1a30 ]LT[]L[]LT[]ML[  ]MLT[ −−−=  (1.59) 
สำหรับ  M             0 =  a (1.60a) 
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สำหรับ  L              0 =  – 3a + b + 2d + 1 (1.60b) 
สำหรับ  T             0 =  – b – 1  (1.60c) 
แก้สมการ (1.60) ได้ค่า  a = 0, b = –1, d = 0 เพราะฉะนัน้  

  


=
V

a
  3  (1.61) 

 ชุดตัวแปร 3 คือส่วนกลับของอัตราส่วนระหว่างความเร็วกระแสอิสระกับค่าความเร็วเสียงของ

กระแสอิสระหรือตัวเลขมัค (Mach number) นั่นเองเพราะฉะนั้นจะได้ 3  เป็น 

  


=
a

V
  3  (1.62) 

นำผลท่ีได้จากสมการ (1.52), (1.57), (1.62) แทนในสมการ (1.46) จะได้ 

                      0    )
a

V
,

cV
,

cV
2

1

L
(f

2
=



















 

หรือ                     0    )MRe,,c(f l =  
จัดรูปใหม่เป็น      )M(Re,f  cl =  (1.63) 
 ในสมการ (1.63) แรงยกท่ีเป็นฟังก์ช่ันของตัวแปร 5 ตัวลดรูปลงเหลือเพียงความสัมพันธ์ของ
สัมประสิทธิ์แรงยกกับกลุ่มตัวแปรไร้มิติ 2 กลุ่ม  นั่นคือการวิเคราะห์มิติลดจำนวนตัวแปรท่ีต้องถูก
พิจารณาในกรณีนี้จาก 5 ตัวลงเหลือเพียง 2  ตอนนี้ถ้าเราต้องทำการทดลองเพื่อหาความสัมพันธ์ของ
แรงยกบนแพนอากาศท่ีมุมปะทะอันหนึ่ง  เราก็เพียงแต่ทำการทดลองวัดค่าแรงยกเพื่อนำมาคำนวณ
ค่าสัมประสิทธิ์โดยแปรค่าของ Re และ M∞ เพียง 2 ตัวไม่ใช่ 5 ตัวตามความสัมพันธ์เดิมซึ่งประหยัด
ท้ังเวลาและแรงงาน การหาความสัมพันธ์ตัวแปรท้ังสามก็ง่ายกว่า ท่ีสำคัญกว่านั้นคือ  Re และ M∞ 
เป็นกลุ่มตัวแปรไร้มิติท่ีเรียกว่าตัวแปรความคล้ายคลึง (Similarity parameters) ซึ่งเป็นตัวแปรท่ี
กำกับการไหลและจะได้กล่าวถึงในหัวข้อต่อไป 
 สำหรับแรงต้านและโมเมนต์บนแพนอากาศการวิเคราะห์มิติทำนองเดียวกันจะให้ความสัมพันธ์ 
    )M(Re,fcd =  (1.64) 
และ  )M(Re,fcm =  (1.65) 
 นอกจากนี้ถ้าเราพิจารณาการเปล่ียนแปลงของมุมปะทะร่วมด้วยความสัมพันธ์ตามสมการ
(1.63), (1.64) และ (1.65) จะเขียนใหม่ได้ว่า 
    ),M(Re,fcl =   (1.66) 
   ),M(Re,fcd =   (1.67) 
และ  ),M(Re,fcm =   (1.68) 
 สำหรับปัญหาท่ีมีความเกี่ยวพันกับเทอร์โมไดนามิกส์และการถ่ายเทความร้อนร่วมด้วยเช่นการ
ไหลท่ีมีการอัดตัว (Compressible flow) การไหลหนืด (Viscous flow)  ตัวแปรท่ีเพิ่มขึ้น เช่น 
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อุณหภูม ิความร้อนจำเพาะ สัมประสิทธิ์การถ่ายเทความร้อน และอื่นๆ จะเป็นตัวแปรท่ีต้องอธิบายมิติ
โดยใช้มิติพื้นฐานนอกเหนือจากท่ีได้กล่าวมาแล้ว เช่น อุณหภูมิสมบูรณ์ การวิเคราะห์มิติจะทำให้เราได้
กลุ่มตัวแปรไร้มิติอื่นๆท่ีกำกับความคล้ายคลึงของการไหล  กลุ่มตัวแปรพวกนี้จะแสดงความสำคัญเมื่อ
เราทำการศึกษาเรื่องท่ีเกี่ยวข้อง ในขั้นนี้เฉพาะ Re และ M∞ เท่านั้นท่ีถือเป็นตัวแปรสำคัญท่ีบงการ
การไหลสำหรับการพิจารณาของเรา 
 

1.8   ความคล้ายคลึงของการไหล (Flow similarity) 
   สำหรับวัตถุสองช้ินท่ีจมอยู่ในกระแสของไหลท่ีต่างกันสองชนิดผลท่ีเกิดขึ้นบนวัตถุท้ังสองจะมีความ
คล้ายคลึงกันทางพลศาสตร์ (Dynamic similarity)  (Kuethe & Chow, 1997) เมื่อ  
 1.  รูปแบบของเส้นกระแส (Streamline) เป็นรูปแบบเดียวกัน 

 2.  การแจกแจงของอัตราส่วนของตัวแปรการไหล เช่น 
 p

p
,

V

V และอื่นๆในบริเวณรอบวัตถุ

ท้ังสองเป็นแบบเดียวกันเมื่อเทียบจากตำแหน่งท่ีสัมพันธ์กัน 
 3.  สัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์เป็นอย่างเดียวกัน 
 จริงๆ แล้วผลข้อ 3 เกิดตามมาจากข้อ 2 เพราะว่าการแจกแจงตัวแปรการไหลท่ีเป็นแบบ
เดียวกันจะทำให้การแจกแจงความดันและความเค้นเฉือนรอบวัตถุท้ังสองเป็นแบบเดียวกันด้วย  
ดังนั้นสัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์ท่ีได้จากความดันและความเค้นเฉือนย่อมเป็นอย่างเดียวกัน 
 ความคล้ายคลึงทางพลศาสตร์ด้านบนจะเกิดขึ้นได้อย่างไรเป็นคำถามท่ีมีคำตอบส่วนหนึ่งจาก
การวิเคราะห์มิติในหัวข้อท่ีผ่านมา และอาจสรุปได้ว่าการไหลผ่านวัตถุสองช้ินของกระแสของไหลสอง
ชนิดท่ีต่างกันจะคล้ายคลึงกันทางพลศาสตร์ ถ้า 
 ก.  รูปร่างของวัตถุท้ังสองช้ินและขอบเขตของการไหลเหมือนกันทางเรขาคณิต (Geometric 

similarity) 
       ข.   ตัวแปรความคล้ายคลึงของการไหลท้ังสองเท่ากัน 

ถึงตรงนี้ตัวแปรความคล้ายคลึงท่ีได้จากการวิเคราะห์มิติคือ Re และ M∞ ซึ่งสำหรับปัญหาส่วน
ใหญ่ตัวแปรท้ังสองจะเป็นตัวแปรท่ีมีอิทธิพลต่อการไหลมากกว่าตัวอื่น กล่าวได้ว่าการไหลผ่านวัตถุ
สองช้ินท่ีรูปร่างเหมือนกันของกระแสของไหลสองชนิดท่ีต่างกันจะคล้ายคลึงกันทางพลศาสตร์เมื่อการ
ไหลท้ังสองมีค่า Re และ M∞ เท่ากันและเมื่อเป็นเช่นนี้สัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์ท่ีเกิดบนวัตถุ
ท้ังสองช้ินจะมีค่าเท่ากันด้วย  อันนี้นี่เองคือกุญแจสำคัญของการทดลองหุ่นจำลอง (Model test) ใน
อุโมงค์ลม ซึ่งหุ่นจำลองของอากาศยานจะถูกนำมาทดสอบเพื่อวัดแรงยก แรงต้าน และโมเมนต์แทน
อากาศยานตัวจริง ค่าท่ีวัดได้จากการทดลองจะให้ค่าสัมประสิทธิ์เท่ากับของอากาศยานตัวจริงตราบ
เท่าท่ีค่า Re และ M∞ ของกระแสอากาศอิสระในอุโมงค์ลมเท่ากับของกระแสลมจริงของการบิน  
อย่างไรก็ตามข้อความท่ีกล่าวมายังไม่ถูกต้องเสียทีเดียวนักเพราะยังมีตัวแปรคล้ายคลึงตัวอื่นอีกท่ีอาจ
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ส่งผลต่อความคล้ายคลึงของการไหลซึ่งจะไม่กล่าวถึงในท่ีนี้  แต่ถึงอย่างไรการพยายามสร้างการไหล
ให้ได้ค่า Re และ M∞ ของการบินจริงหรือใกล้เคียงถือเป็นหลักของการทดลองในอุโมงค์ลม 

 
ตัวอย่าง 1.5  พิจารณาการไหลผ่านทรงกระบอกกลมสองลูก  ลูกใหญ่มีเส้นผ่าศูนย์กลางเป็นส่ีเท่าของ
ลูกเล็ก กระแสลมท่ีไหลผ่านทรงกระบอกลูกเล็กมีคุณสมบัติ  1 ,V1 , T1 กระแสลมท่ีไหลผ่าน
ทรงกระบอกลูกใหญ่มีคุณสมบัติ 2 ,V2 , T2  เมื่อ 2 =  1/4 , V2 = 2V1 และ T2= 4T1 สมมติให้ท้ัง 

 และ a แปรผันกับ T1/2  จงแสดงว่าการไหลท้ังสองคล้ายกันทางพลศาสตร์ 
วิธีทำ  ในข้อนี้โจทย์สมมติให้  T  และ Ta   ดังนั้น 
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    (i)      

และ      2
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T4

T

T

a

a

1

1
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2 ===    (ii)     

จาก   



 =
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M      

1

1
1

a
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M     =     และ      

2

2
2

a

V
M =  

แต่โจทย์กำหนดให้   V2 = 2V1 และ  จากสมการ (ii)    a2 = 2a1   

 
รูป 1.15   ตัวอย่าง 1.5 

 

ดังนั้น   
1

1

2

2

a2

V2

a

V
=  

เพราะฉะนั้น                                    M1 =  M2 
นั่นคือการไหลท้ังสองมีค่าเลขมัคเท่ากัน ตอบ 
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ต่อไปพิจารณาเลขเรย์โนลด์ของการไหลจาก  



=

Vc
Re  เมื่อ c  คือความยาวคอร์ดในท่ีนี้เท่ากับ

เส้นผ่าศูนย์กลาง d จะได้ 

     
1

111
1

dV
  Re




=  และ     

2

222
2

dV
  Re




=  

แต่โจทย์กำหนดให้  d2 = 4d1,  1 =  42  และ  จากสมการ (i)    2 = 21   

เพราะฉะนั้น   
2

222

2

222
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111 dV
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
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ดังนั้นการไหลท้ังสองมีค่าเลขเรย์โนลด์เท่ากัน ตอบ 
 
ตัวอย่าง 1.6   เครื่องโบอิ้ง 747 เดินทางด้วยความเร็ว 885 กม. /ชม. ท่ีความสูง 11,500 เมตร ซึ่งค่า
ความดันและอุณหภูมิเป็น  20,985 N/m2  และ 216.66 K หุ่นจำลองขนาด 1:50 ของอากาศยานลำ
นี้ถูกนำไปทดสอบในอุโมงค์ลมซึ่งมีอุณหภูมิ 238.88 K จงหาว่าต้องใช้ความเร็วและความดันกระแส
อากาศในการทดลองเท่าใดจึงจะทำให้สัมประสิทธิ์แรงยกและแรงต้านของหุ่นจำลองและอากาศยาน
ลำจริงเท่ากัน 
วิธีทำ   ใช้ตัวห้อย 1 และ 2 แทนอากาศยานจริงและหุ่นจำลอง  เพื่อให้ CL,1 = CL,2 และ CD,1 = CD,2 
ต้องจัดให้การไหลคล้ายคลึงกันทางพลศาสตร์นั่นคือต้องจัดให้  Re1 =  Re2 และ M∞1 = M∞2  
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  แทนใน (i) ได้ 

    
2

1




 =   

75.0

88.238

66.216

50

1

885

27.929























  

  =    0.0195 
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จากสมการ(1.3) ได้       
2

1

p

p   =  







=





88.238

66.216
0195.0

RT

RT

22

11  

เพราะฉะนั้น     p2  =   56.54 p1 =  56.54  20,985    N/m2 

                                                           = 1,186,520.98    N/m2    ตอบ 
ในการทดลองต้องใช้ความเร็วลม 929.27  กม./ชม. และความดันบรรยากาศ 1,186,520.98  N/m2   
 

1.9   กลศาสตร์ของไหลสถิตและแรงลอยตัว (Fluid Statics: Buoyancy Force)  
    วัตถุท่ีจมอยู่ในของไหลท่ีไม่มีการเคล่ือนท่ี (สภาวะอยู่นิ่ง, สถิต) ยังคงถูกแรงกระทำจากความดัน
ของของไหลรอบวัตถุแต่จะไม่มีแรงกระทำจากแรงเสียดทานผิว  ในวิชากลศาสตร์แรงกระทำต่อวัตถุท่ี
จมในของเหลวเรียกแรงลอยตัวมีขนาดเท่ากับน้ำหนักของเหลวท่ีถูกแทนท่ีด้วยปริมาตรของวัตถุ   
สำหรับในช้ันบรรยากาศแรงลอยตัวนี้จะเป็นไปตามหลักการอันเดียวกัน 

 
รูป 1.16   แรงบนส่วนย่อยของไหลในสภาพอยู่นิ่ง (Kuethe & Chow, 1997) 

 
 พิจารณาส่วนย่อยเล็กมากๆของของไหลท่ีอยู่นิ่งในรูป 1.16 ส่วนย่อยเป็นรูปลูกบาศก์มีด้านกว้าง 
dx, dy, dz  แรงกระทำบนส่วนย่อยมีสองส่วนคือ แรงเนื่องจากน้ำหนักของของไหลกับความดันท่ีกด
เข้ามารอบด้านจากของไหลท่ีอยู่ล้อมรอบ พิจารณาแรงในแนวดิ่งให้แรงดันบนผิวด้านล่างเป็น p จะได้

แรงกระทำบนผิวเป็น pdxdz บนด้านตรงข้ามความดันท่ีกระทำบนผิวเป็น dy
dy

dp
p + จะได้แรง

กระทำบนผิวเป็น dxdz)dy
dy

dp
p( +  ดังนั้นผลรวมของแรงจากความดันในแนวดิ่ง  

            +−= dxdz)dy
dy

dp
p(pdxdzFy  

            )dxdydz(
dy

dp
−=  

ให้  เป็นความหนาแน่นของของไหล ดังนั้นน้ำหนักของของไหลในส่วนย่อยจะเป็น 
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       น้ำหนัก  =  – g dxdydz 
เมื่อ g เป็นความเร่งจากแรงโน้มถ่วง ในสภาพสมดุลย์เมื่ออยู่นิ่งผลรวมของแรงจะเท่ากับศูนย์ 

เพราะฉะนั้น   0)dxdydz(g)dxdydz(
dy

dp
=−−   

   dp  =  −gdy (1.69) 
สมการ (1.69) เรียกว่าสมการไฮโดรสแตติก แสดงความสัมพันธ์ระหว่างการเปล่ียนแปลงความดันกับ
ความสูงในของไหลสถิต สมการ (1.69) สามารถใช้แสดงการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติของช้ันบรรยากาศ
เนื่องจากระยะสูงอย่างท่ีผ่านมาในหัวข้อ 1.3   
 สำหรับของเหลวซึ่งความหนาแน่นมีค่าเกือบคงท่ี ให้ตำแหน่ง 1 และ 2 เป็นตำแหน่งท่ีมีระยะสูง

ต่างกัน h ให้ความดันและความสูงของท้ังสองตำแหน่งเป็น p1, h1 และ p2, h2 อินทิเกรทสมการ 
(1.69) ระหว่าง 1 และ 2 ได้ 
                                      p2 – p1 = – g (h2 – h1 ) = – g h    
จัดใหม่เป็น                p2 + gh2  =  p1 + gh1 (1.70a) 
หรือ    p + gh   =  cont. (1.70b) 

 
รูป 1.17   การใช้มาโนมิเตอร์หลอดแก้วรูปตัว U วัดความดัน (Kuethe & Chow, 1997) 

 
 สมการ (1.70) เป็นสมการท่ีนำไปประยุกต์ใช้กับเครื่องมือวัดความดันโดยใช้หลอดแก้วรูปตัว U 
หรือ มาโนมิเตอร์หลอดแก้วในรูป 1.17 ในรูปสมมุติว่าการทดลองในอุโมงค์ลมต้องการทราบความดัน
จากจุด b บนวัตถุท่ีมีกระแสอากาศไหลผ่าน การวัดความดัน ณ จุด b ทำได้โดยเจาะรูเล็กๆตรง
ตำแหน่งท่ีต้องการวัดความดันแล้วต่อท่อความดันมายังปลายข้างหนึ่งของหลอดแก้วรูปตัว U ซึ่งบรรจุ
ของเหลวชนิดหนึ่งมีความหนาแน่น  ปลายอีกข้างของหลอดแก้วเปิดสู่บรรยากาศ ถ้าความดันท่ีจุด 
b เท่ากับความดันบรรยากาศ (ในขณะท่ียังไม่มีกระแสลมไหลผ่านจุด b) ระดับของเหลวในหลอดแก้ว
ท้ังสองข้างจะเท่ากัน แต่เมื่อมีการเปล่ียนแปลงความดันท่ีจุด b เมื่อมีกระแสลมผ่าน ระดับของเหลว
ในหลอดแก้วจะเปล่ียนแปลงอย่างเช่นตัวอย่างในรูป 1.17 ความดันท่ีจุด b ลดลงต่ำกว่าความดัน
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บรรยากาศ ( pa > pb ) ระดับของเหลวด้านท่ีต่อกับจุด b จะสูงขึ้นไปถึงตำแหน่ง  h1 ในรูป และ
ของเหลวในอีกด้านจะลดลงมาท่ีตำแหน่ง h2  ความต่างความดันระหว่าง pa  และ pb สามารถคำนวณ
ได้จากสมการ (1.70a)  
     pa + g h2  =  pb + gh1   
                pb   =  pa –  g (h1 – h2) 
                  pb   =  pa –  g h  (1.71) 
ในสมการ (1.71) เราทราบค่า pa , , g  ส่วน h ได้จากการวัดความสูงของของเหลวในหลอดแก้ว 
เพราะฉะนั้นก็สามารถคำนวณหา  pb ได้ การใช้หลักการนี้ยังนำไปใช้กับมาโนมิเตอร์แบบหลาย
หลอดแก้วได้อีกด้วย   

 
รูป 1.18  แรงลอยตัวของวัตถุในของไหล 

 
 ผลสำคัญอีกประการหนึ่งของความดันในของไหลท่ีอยู่นิ่งกับวัตถุคือแรงลอยตัว พิจารณาวัตถุท่ี

จมอยู่ในของไหลท่ีไม่เคล่ือนท่ี เพื่อให้ง่ายพิจารณาวัตถุรูปลูกบาศก์กว้าง L ลึก 1 สูง h ตามรูป 
1.18 แรงกระทำในแนวดิ่งเนื่องจากความดันตามผิวบนและล่างจะมีค่า 

     F  =  (p2 – p1) L (1) (1.72) 
ความต่างความดัน p2 – p1  หาได้โดยใช้สมการ (1.69)  

        −==−
2h

1h

2p

1p
12 gdydppp  

แทนลงในสมการ (1.72) จะได้ 

 −=
2h

1h

gdy)1(L    F  (1.73) 

อินทิเกรททางขวาของสมการ (1.73) มีค่าเท่ากับน้ำหนักของช้ันบางๆหนา dy มีพื้นท่ีหน้าตัด L(1) 
ของของไหลมาเรียงซ้อนกันจนเต็มปริมาตรของลูกบาศก์  ดังนั้น 
     F = น้ำหนักของของไหลท่ีมีปริมาตรเท่าวัตถุ           
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 นี่คือหลักการของอาคีมิดีสท่ีรู้จักกันดี ถึงแม้การพิสูจน์จะใช้การพิจารณาวัตถุรูปลูกบาศก์       
แต่หลักนี้สามารถนำไปใช้กับรูปทรงใดๆก็ได้ไม่จำกัด โดยท่ัวไปความหนาแน่นของของเหลวมีค่า
มากกว่าของก๊าซหลายร้อยเท่า เช่น น้ำมีค่า  เท่ากับ 1000 kg/m3 ส่วนอากาศมีค่า  เท่ากับ 1.23  
kg/m3 ดังนั้นแรงลอยตัวในของเหลวจะมากกว่าในก๊าซหลายพันเท่า พาหนะทางน้ำการพิจารณาแรง
ลอยตัวจึงมีความสำคัญมากในขณะท่ีสำหรับอากาศยานมักไม่คำนึงถึงแรงในส่วนนี้ยกเว้นกรณีพิเศษ
ของอากาศยานเบากว่าอากาศ เช่น เรือเหาะ บอลลูน ซึ่งลอยอยู่ได้ด้วยแรงลอยตัวโดยการใช้ก๊าซท่ี
เบากว่าอากาศเข้าแทนท่ีอากาศในปริมาตรขนาดใหญ่ 
 
ตัวอย่าง 1.7   ลูกบอลลูนขนาดเส้นผ่าศูนย์กลาง 30 ฟุต เมื่ออัดอากาศร้อนเข้าไปจนเต็มจะสามารถ
รับน้ำหนักบรรทุกได้ 800 ปอนด์ ซึ่งรวมน้ำหนักของอากาศร้อนไว้ด้วย  จงคำนวณหา  ก) อัตราเร่งใน
แนวด่ิงของลูกบอลลูนท่ีระดับน้ำทะเลในขณะเชือกยึดถูกปล่อย  ข) เพดานท่ีจะขึ้นไปสูงสุดของ
บอลลูน สมมติให้การเปล่ียนแปลงความหนาแน่นของอากาศในช้ันบรรยากาศกำหนดโดยสมการ      

 = 0.002377(1–7 10–6h)4.21  เมื่อ h เป็นระยะสูงวัดเป็นฟุตและ  วัดเป็น slug/ft3 
วิธีทำ   ก)  ท่ีระดับน้ำทะเล          h = 0 ฟุต   และ   = 0.002377 slug/ft3   

จากปริมาตรของลูกบอลลูน 3r
3

4
=   =  14,137 ft3  เพราะฉะนั้นคำนวณแรงลอยตัวได้จาก 

   แรงลอยตัว  = น้ำหนักอากาศท่ีถูกแทนท่ีด้วยปริมาตรของลูกบอลลูน 
            = g lbf 
เมื่อ g คือค่าความโน้มถ่วงเท่ากับ 32.2 ft/s2 และ  เป็นปริมาตรของลูกบอลลูน 
เพราะฉะนั้น  แรงลอยตัว    B = (32.2 ft/s2)(0.002377 slug/ft3)(14137 ft3) 
        = 1082 lbf 
แต่บอลลูนมีน้ำหนักรวม  800 lbf     เพราะฉะนัน้จากกฎของนิวตัน 
      F  = B – W = ma 
เมื่อ W คือน้ำหนัก และ m เป็นมวล จะได้ 

       a   =  
2.32/800

8001082

m

WB −
=

−  

 =  11.4  ft/s2    ตอบ 
            ข)  เพดานสูงสุดของลูกบอลลูนเกิดขึ้นท่ี  B = W = 800 lbf  แต่  B = g lbf  และ 
สมมุติให้ปริมาตรของลูกบอลลูนคงท่ีเพราะฉะนั้นความหนาแน่นของอากาศภายนอกลูกบอลลูนขณะ
อยู่ท่ีเพดานสูงสุดจะเท่ากับ 

     00176.0
)14137)(2.32(

800

g

B
==


=  slug/ft3 

แต่โจทย์กำหนด    = 0.002377(1–7 10–6h)4.21  เพราะฉะนั้นแก้สมการหา h ได้ 
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      =  0.00176 = 0.002377(1–7 10–6h)4.21   

   h  =  





















−

 −

21.4/1

6 002377.0

00176.0
1

107

1  

       =  9842   ฟุต     ตอบ 
 

1.10   การจำแนกชนิดของการไหล (Type of Flow)  
 การทำความเข้าใจการไหลจริงในธรรมชาติเป็นส่ิงท่ีเป็นไปได้ยาก โดยเฉพาะเมื่อเราต้องสร้าง
แบบจำลองทางคณิตศาสตร์เพื่อแสดงการเปล่ียนแปลงลักษณะต่างๆ  ของการไหลเนื่องจากมี
รายละเอียดเกี่ยวกับองค์ประกอบหรือตัวแปรท่ีเกี่ยวข้องเป็นจำนวนมาก ดังนั้นเพื่อให้สามารถทำ
ความเข้าใจธรรมชาติของการไหลให้ได้มากท่ีสุดเราจึงจำแนกการไหลออกเป็นแบบต่างๆตามลักษณะ
เด่นหรือลักษณะสำคัญท่ีมีผลต่อการไหลมากกว่าตัวอื่น  ถึงแม้ในความเป็นจริงลักษณะการไหลจะเป็น
การผสมผสานของผลท่ีเกิดจากองค์ประกอบท้ังหมดท่ีเกี่ยวข้องแต่เราจำเป็นต้องตัดผลจากตัวแปรท่ี
ไม่สำคัญออกและเลือกพิจารณาการไหลท่ีมีรายละเอียดน้อยลง ซึ่งเป็นผลให้การศึกษาวิชาอากาศ
พลศาสตร์แยกการพิจารณาการไหลท่ีมีลักษณะต่างจำนวนมากออกจากกัน ลักษณะการไหลท่ีสำคัญ
และมีความแตกต่างกันอาจจำแนกให้เห็นได้เป็นคู่ๆ (Anderson, 2016) ดังนี้ 

1.10.1  การไหลต่อเนื่องกับการไหลของโมเลกุลอิสระ (Continuum Flow VS  Free 
Molecule Flow) 

        กระแสอากาศท่ีไหลผ่านวัตถุ เช่น รูปทรงกระบอกประกอบด้วยโมเลกุลขนาดเล็กมาก
ท่ีเคล่ือนท่ีไปมาอย่างอิสระแบบสะเปะสะปะ ให้  เป็นระยะทางเฉล่ียท่ีแต่ละโมเลกุลเคล่ือนท่ีได้
ก่อนท่ีจะชนกับโมเลกุลอื่นเรียกว่า Mean free path ถ้า  ส้ันมากเมื่อเทียบกับมาตราส่วนของ
ทรงกระบอกเช่น เส้นผ่าศูนย์กลางแล้ว แสดงว่าจำนวนของโมเลกุลอากาศรอบทรงกระบอกมีจำนวน
มหาศาลจนกระแสอากาศท่ีมากระทบกับทรงกระบอกจะเสมือนเป็นตัวกลางท่ีมีเนื้อเดียวกันไม่ใช่การ
กระทบของโมเลกุลอิสระทีละโมเลกุลเพราะความถ่ีท่ีสูงและจำนวนของการระดมชนจากแต่ละโมเลกุล
บนทรงกระบอกเกิดขึ้นต่อเนื่องจนไม่สามารถแยกความแตกต่างของการชนแต่ละครั้งออกจากกันได้   
ในลักษณะนี้เราอาจพิจารณาอากาศเป็นตัวกลางท่ีเป็นเนื้อเดียวต่อเนื่องกันตลอดไม่มีช่องว่างระหว่าง
โมเลกุลก็ได้ และเราจัดให้การไหลในลักษณะนี้เป็นการไหลต่อเนื่อง  ลักษณะสำคัญของการไหล
ต่อเนื่องคือคุณสมบัติของการไหลใดๆ ท่ีถูกพิจารณาจะเป็นฟังก์ช่ันต่อเนื่องและพิจารณาโดยใช้
แคลคูลัสได้โดยตรง ในทางตรงข้ามถ้า   มีค่าในระดับ (order) เดียวกับเส้นผ่าศูนย์กลางของ
ทรงกระบอกแสดงว่าจำนวนของโมเลกุลอากาศรอบทรงกระบอกมีจำนวนไม่มาก กระแสอากาศท่ีมา
กระทบกับทรงกระบอกจะเกิดขึ้นเป็นจังหวะห่างกันไม่สม่ำเสมอและสามารถแยกความแตกต่างจาก
กันได้ ลักษณะคล้ายกับการยืนอยู่กลางสายฝนเม็ดฝนท่ีมากระทบตัวจะเกิดทีละเม็ดสลับไปมา เรา
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เรียกการไหลลักษณะนี้ว่า การไหลโมเลกุลอิสระ คุณสมบัติใดๆ ของการไหลโมเลกุลอิสระไม่สามารถ
พิจารณาโดยใช้แคลคูลัสได้เพราะเนื้ออากาศมีช่องว่างสลับกับโมเลกุลดังนั้นจึงต้องใช้การพิจารณาโดย
ใช้สถิติท่ีมีความสลับซับซ้อน ภายใต้อุณหภูมิและความดันปกติ เช่น ในช้ันบรรยากาศระดับล่างความ
หนาแน่นของอากาศมีเพียงพอทีเราสมมุติให้มันเป็นตัวกลางท่ีมีเนื้อต่อเนื่องได้แต่ในช้ันบรรยากาศ
สูงขึ้นไปถึงบริเวณขอบอวกาศความหนาแน่นของอากาศจะลดลงจนเราไม่สามารถสมมุติให้มันเป็น
ตัวกลางท่ีมีเนื้อต่อเนื่องได้อีกต่อไป ดังนั้นสำหรับปัญหาการบินท่ัวไปในช้ันบรรยากาศระดับล่างเรา
พิจารณาการไหลของกระแสอากาศเป็นแบบการไหลต่อเนื่อง แต่สำหรับปัญหาการบินในบรรยากาศ
ช้ันสูงหรือในอวกาศ เช่น การกลับสู่พื้นของกระสวยอวกาศต้องพิจารณาการไหลของกระแสอากาศ
เป็นแบบการไหลโมเลกุลอิสระ 

1.10.2   การไหลไร้ความหนืดกับการไหลหนืด (Inviscid VS Viscous  Flow) 
 ความหนืดของของไหลเป็นปรากฏการณ์ท่ีเกิดจากการเคล่ือนท่ีสะเปะสะปะของ
โมเลกุลอิสระท่ีพามวล โมเมนตัม และพลังงานจากบริเวณหนึ่งไปยังอีกบริเวณหนึ่ง การขนถ่ายระดับ
โมเลกุลนี้เองท่ีปรากฏให้เราเห็นเป็นการแพร่กระจายมวล ความหนืด (แรงเสียดทาน) และการถ่ายเท
ความร้อน การไหลจริงจะเกิดขึ้นพร้อมปรากฏการณ์เหล่านี้เสมอ คือ การไหลจะต้องมีแรงเสียดทาน
และการถ่ายเทความร้อนเกิดขึ้นร่วมด้วยเสมอ เราเรียกการไหลท่ีมีธรรมชาติอย่างนี้ว่าการไหลหนืด  
ในอุดมคติถ้าสามารถพิจารณาการไหลท่ีไม่ต้องเกี่ยวข้องกับแรงเสียดทานและการถ่ายเทความร้อนได้
ปัญหาท่ีซับซ้อนหลายอย่างจะถูกตัดท้ิงไปได้โดยพิจารณาของไหลเป็นของไหลในอุดมคติท่ีไม่มีความ
หนืด (Inviscid fluid) และเรียกการไหลชนิดนี้ว่าการไหลล่ืน/การไหลไร้ความหนืด (Houghton, E. L., 
& Carpenter, P. W., 2019)  ในธรรมชาติไม่มีการไหลใดท่ีเป็นการไหลไร้ความหนืดจริงเพราะถึงอย่างไร
ของไหลจะต้องมีความหนืด อย่างไรก็ตามมีหลายกรณีท่ีอิทธิพลของความหนืดและการถ่ายเท    
ความร้อนมีน้อยจนเราอาจใช้แบบจำลองของการไหลแบบไร้ความหนืดได้อย่างเหมาะสม ท่ีจริงแล้ว
กว่า 70% ของทฤษฎีอากาศพลศาสตร์เป็นการพิจารณาการไหลไร้ความหนืดซึ่งเราจะได้ศึกษาต่อไป 
 ในทางทฤษฎีการไหลจะเข้าสู่ลักษณะของการไหลไร้ความหนืดบนขีดจำกัดเมื่อ   

Re →  คงจำได้จากหัวข้อ 1.7 ว่า Re คือกลุ่มตัวแปรไร้มิติท่ีประกอบด้วย 


Vc  ดังนั้นขีดจำกัด

เกิดขึ้นเมื่อความหนืดซึ่งเป็นตัวหารของกลุ่มตัวแปรไร้มิติกลุ่มนี้มีค่าเข้าสู่ศูนย์หรือน้อยมากเทียบกับ
เศษ  อย่างไรก็ตามในทางปฏิบัติการไหลจำนวนมากท่ี Re  มีค่าสูงแต่ยังคงจำกัด (เช่น >105 ขึ้นไป) 
อาจสมมุติให้เป็นการไหลไร้ความหนืดได้ สำหรับการไหลลักษณะนี้อิทธิพลของความหนืด การถ่ายเท
ความร้อนและการแพร่กระจายมวลจะถูกจำกัดอยู่เฉพาะในบริเวณช้ันบางติดกับผิววัตถุท่ีกระแสไหล
ผ่านซึ่งเรียกว่าช้ันชิดผิว (Boundary layer) ส่วนการไหลท่ีอยู่นอกบริเวณนี้ออกไปจะเสมือนกับไหล
เฉียดขอบช้ันชิดผิวไปโดยไม่มีแรงเสียดทานและสมมุติให้เป็นการไหลไร้ความหนืดได้อย่างสมเหตุผล 
รูป 1.19 แสดงภาพการไหลผ่านวัตถุรูปทรงลู่ลม เช่น แพนอากาศ ท่ีแบ่งออกเป็นสองบริเวณ ช้ันชิด
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ผิวที่เกิดข้ึนในภาพจะบางลงเมื่อ Re สูงขึ้น การไหลนอกชั้นชิดผิวถูกทำให้เบี่ยงเบนไปจากผิววัตถุเพียง
เล็กน้อยหรือเสมือนกับไหลเฉียดไปตามผิว การพิจารณาการแจกแจงความดันโดยสมมุติให้การไหลไม่
มีความหนืดจึงให้ผลใกล้เคียงการไหลจริง การทำนายแรงยกซึ่งส่วนใหญ่เป็นผลจากความต่างความดัน
รอบแพนอากาศจึงอาจทำได้แน่นอนแม่นยำ และยังสามารถใช้ทำนายรูปแบบของเส้นกระแส 
(Streamline) รอบนอกแพนอากาศได้ อย่างไรก็ตามการสมมุติให้การไหลเป็นแบบไร้ความหนืดมี
ข้อจำกัดท่ีสำคัญยิ่งอันหนึ่งคือ ไม่สามารถใช้ทำนายความเค้นเฉือนบนผิววัตถุซึ่งเป็นส่วนสำคัญของ
การเกิดแรงต้านได้ 

 
รูป 1.19  ย่านการไหลในช้ันชิดผิวและการไหลไรค้วามหนืดนอกชั้นชิดผิว  

 
  ในอีกด้านหนึ่งยังมีการไหลท่ีความหนืดเป็นตัวการสำคัญต่อลักษณะการไหลโดยรวม
อย่างมาก เช่น ถ้าแพนอากาศในรูป 1.19 ถูกวางอยู่ท่ีมุมปะทะสูงในลักษณะขวางลม การไหลผ่าน
แพนอากาศลักษณะนี้ช้ันชิดผิวจะเกาะติดผิวแพนอากาศไปไม่ตลอดแต่มีแนวโน้มจะแยกตัวจากผิวบน
ของแพนอากาศและก่อตัวเป็นกลุ่มของอากาศอลวนท้ิงเป็นรอย  (Wake) ไปด้านหลังเป็นแนวกว้าง
อย่างเช่นท่ีแสดงในรูป 1.20 ด้านบนซึ่งเป็นลักษณะเฉพาะของแพนอากาศในอาการร่วงหล่น 
(Stalled)  การแยกตัวของช้ันชิดผิวเป็นลักษณะสำคัญเช่นเดียวกันสำหรับการไหลผ่านวัตถุท่ีมีรูปร่าง
ต้านลมอย่างเช่นทรงกระบอกกลมในรูป 1.20 ด้านล่าง ในตอนนี้การไหลจะไหลติดผิวทรงกระบอก
อ้อมผ่านด้านหน้าไปแต่จะแยกตัวจากผิวด้านหลังก่อตัวเป็นกลุ่มของอากาศอลวนท้ิงเป็นรอย (Wake) 
ไปด้านหลังเป็นแนวกว้างเกือบเท่าความกว้างของทรงกระบอก ตามตัวอย่างท่ีกล่าวความหนืดเป็น
ตัวการสำคัญต่อลักษณะการไหลและไม่มีทางท่ีจะใช้ทฤษฎีการไหลไร้ความหนืดทำนายการไหลได้
ถูกต้อง 

   
รูป 1.20  ตัวอย่างการไหลท่ีความหนืดมีผลสำคัญ (Anderson, 2016) 
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1.10.3   การไหลไม่อัดตัวกับการไหลอัดตัว ( Incompressible VS Compressible Flows) 
   การไหลท่ีความหนาแน่นของของไหลคงท่ีเรียกว่าการไหลไม่อัดตัว แต่ถ้ามีการ
เปล่ียนแปลงความหนาแน่นเกิดขึ้นจะเรียกว่าการไหลอัดตัว ของไหลทุกชนิดอัดตัวได้ไม่มากก็น้อย  
ของเหลวมีการเปล่ียนแปลงความหนาแน่นน้อยแม้ความดันจะเปล่ียนมาก จึงมักพิจารณาให้การไหล
ของของเหลวเป็นการไหลไม่อัดตัว สำหรับก๊าซแม้อัดตัวได้ง่ายแต่ถ้าความเร็วของการไหลต่ำกว่ามัค 
0.3  คือต่ำกว่าความเร็วเสียงมากผลของการอัดตัวจะเกิดขึ้นน้อย และสามารถสมมุติให้การไหลเป็น
แบบไม่มีการอัดตัวได้โดยไม่เกิดความคลาดเคล่ือนมาก สำหรับความเร็วการไหลท่ีสูงกว่านี้ผลของการ
อัดตัวจะเกิดขึ้นกับการแปรรูปพลังงานการไหลของก๊าซและต้องนำมาร่วมพิจารณา นอกจากนี้
ลักษณะเฉพาะของการไหลท่ีมีการอัดตัวร่วมด้วยยังเปล่ียนไปตามระดับความเร็วของการไหลอีกด้วย
ซึ่งจะกล่าวในหัวข้อต่อไป 

1.11   ย่านเลขมัค (Mach Number Regimes)  
 ในกระบวนวิธีจำแนกชนิดการไหลท้ังหมด ดูเหมือนว่าการอธิบายและแบ่งลักษณะการไหลโดย
ใช้เลขมัคแสดงย่านการไหลจะมีความชัดเจนและเข้าใจง่ายสำหรับบุคคลท่ัวไป ถ้าให้ M เป็นค่าเลขมัค
เฉพาะตำบลของจุดใดๆในสนามของการไหล ดังนั้นโดยนิยามจะได้ว่า ณ จุดนั้นการไหลถือเป็น  
  ต่ำกว่าความเร็วเสียง   Subsonic เมื่อ  M  น้อยกว่า  1 
   ความเร็วเสียง      Sonic  เมื่อ  M  เท่ากับ     1 
  สูงกว่าความเร็วเสียง      Supersonic  เมื่อ  M  มากกว่า   1 
 พิจารณาการไหลท้ังบริเวณพร้อมกันจะพบว่าอาจจำแนกออกได้เป็นส่ีย่านความเร็วเมื่อใช้
เลขมัคเป็นตัวบ่งช้ี คือ 
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รูป 1.21   การไหลในย่านเลขมัคต่าง ๆ (Anderson, 2016) 

 
 1.11.1  การไหลความเร็วต่ำกว่าเสียง (M < 1 ท่ัวทั้งบริเวณ)   
  การไหลถูกกำหนดให้เป็นการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียงเมื่อค่าเลขมัคต่ำกว่า 1 ทุกจุด
ในสนามการไหล ลักษณะการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียงนั้นเส้นกระแสจะมีลักษณะต่อเนื่องไม่มีรอยหัก
จากการเปล่ียนแปลงความเร็วอย่างทันทีทันใดตามท่ีแสดงในรูป 1.21ก การท่ีทุกจุดในการไหลมี
ความเร็วต่ำกว่าความเร็วเสียงการรบกวนการไหลท่ีเกิดขึ้น ณ จุดใดๆ(การเปล่ียนมุมปะทะหรือการ
กระดกส่วนของชายหลังขึ้นทันทีทันใด)จะถูกถ่ายทอดไปท้ังเหนือลมและใต้ลมในรูปของคล่ืนความดัน
ซึ่งแพร่กระจายไปด้วยความเร็วเสียงและรับรู้ได้ท่ัวท้ังบริเวณ  สังเกตว่าถึงแม้ค่าเลขมัคของกระแส
อิสระจะน้อยกว่า 1 แต่ไม่ ได้เป็นการรับประกันว่าการไหลท้ังบริเวณจะต่ำกว่าความเร็วเสียง 
เนื่องจากบริเวณรอบวัตถุท่ีกระแสต้องอ้อมไปความเร็วจะเพิ่มขึ้น  ถ้าค่าเลขมัคของกระแสอิสระมีค่า
ใกล้ 1 มากก็เป็นไปได้ท่ีจะมีบางบริเวณรอบวัตถุท่ีความเร็วกระแสจะมีค่า M > 1 จากเหตุผลนี้จึงเป็น
กฎเกณฑ์เบื้องต้นว่าสำหรับการไหลผ่านวัตถุท่ีมีรูปร่างลู่ลมค่าเลขมัคของกระแสอิสระน้อยกว่า
ประมาณ 0.8 จะยืนยันการไหลท่ีเป็นการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียง และสำหรับวัตถุท่ีรูปร่างต้านลมค่า
เลขมัคของกระแสอิสระต้องต่ำลงอีก 
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 1.11.2   การไหลทรานโซนิก (ย่านผสมระหว่าง M < 1 และ  M > 1)   
  อย่างท่ีกล่าวแล้วในหัวข้อแรกว่าถ้า M เข้าใกล้  1 กระแสอาจมีค่า M > 1 ท่ีบางจุด
รอบวัตถุตามท่ีแสดงในรูป 1.21ข ท่ีมีการไหลความเร็วเหนือเสียงท้ังด้านบนและด้านล่างของแพน
อากาศในบริเวณท่ีเริ่มจากเส้นประและส้ินสุดตรงคล่ืนกระแทกบางๆซึ่งการไหลจะกลับเป็นความเร็ว
ต่ำกว่าเสียงตามเดิม  ในรูป 1.21ค ถ้า M มีค่ามากกว่า 1 เล็กน้อยคล่ืนกระแทก (Shock wave) รูป
คันธนูจะก่อตัวขึ้นด้านหน้าวัตถุห่างออกมาเล็กน้อย ด้านหลังคล่ืนกระแทกนี้การไหลจะลดความเร็วลง
จนต่ำกว่าเสียงแล้วจึงค่อยเพิ่มความเร็วขึ้นจนมีความเร็วเหนือเสียงเมื่อไหลไปตามผิววัตถุและจะมี
คล่ืนกระแทกก่อตัวขึ้นท่ีชายหลังตามปกติจะมีรูปร่างคล้ายเส้นโค้ง สนามการไหลในรูป 1.21ข และ 
1.21ค มีลักษณะสำคัญคือมีการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียงและความเร็วเหนือเสียงผสมกันและถูกกำกับ
โดยคุณสมบัติของการไหลท้ังสองชนิด  เรียกว่าการไหลย่านทรานโซนิก (Transonic flow) มักเกิดขึ้น
เมื่อ M ของกระแสอิสระมีค่าระหว่าง 0.8 ถึง 1.2 
 1.11.3   การไหลความเร็วเหนือเสียง ( M > 1 ทุกบริเวณ )   
  การไหลถือว่าเป็นการไหลความเร็วเหนือเสียงถ้าทุกจุดในการไหลค่า M > 1 และมี
ลักษณะสำคัญของการไหลคือการเกิดคล่ืนกระแทกท่ีเป็นแนวท่ีคุณสมบัติของการไหลมีการ
เปล่ียนแปลงอย่างฉับพลันและไม่ต่อเนื่อง (รวมถึงเส้นกระแสด้วยซึ่งต่างจากการไหลความเร็วต่ำกว่า
เสียงท่ีการเปล่ียนแปลงและเส้นกระแสจะมีความต่อเนื่อง) ตามท่ีแสดงในรูป 1.21ง ซึ่งเป็นการไหล
ความเร็วเหนือเสียงผ่านรูปล่ิม การไหลเป็นความเร็วเหนือเสียงท้ังด้านหน้าและด้านหลังของคล่ืน
กระแทกท่ีก่อตัวและเอนจากชายหน้าของล่ิม  ในรูปยังแสดงแนวท่ีเรียกว่าแนวขยายตัว (Expansion 
fan) ด้านท้ายของล่ิมซึ่งเป็นแนวท่ีความการไหลเร่งความเร็วและเป็นเรื่องปกติในการไหลความเร็ว
เหนือเสียง (สำหรับเกณฑ์  M > 1.2 ในรูป 1.21ง เพื่อให้การไหลเป็นความเร็วเหนือเสียงทุกจุดเป็น
เพียงกฎเกณฑ์ท่ัวไป ตัวอย่างเช่น ในรูป 1.21ง ถ้ามุมของล่ิมเพิ่มมากขึ้นจนเป็นมุมท่ีป้านพอคล่ืน
กระแทกท่ีก่อตัวจากชายหน้าของล่ิมจะเริ่มแยกตัวออกมากลายเป็นคล่ืนกระแทกรูปคันธนูอย่างท่ีเกิด
ในรูป 1.21ค และมีบริเวณการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียงเกิดขึ้นท่ีด้านหลัง ดังนั้นการไหลความเร็ว
เหนือเสียงจะถูกทำลายลงเมื่อมุมของล่ิมใหญ่เกินกว่าค่าหนึ่งสำหรับค่า M ค่าหนึ่งเสมอ  ปรากฏการณ์
นี้เกิดขึ้นได้สำหรับ M > 1 ทุกค่า เพียงแต่จะเกิดขึ้นสำหรับมุมท่ีใหญ่ขึ้นเมื่อ M เพิ่มขึ้น  เหตุผลนี้
แสดงให้เห็นว่าการกำหนด M > 1.2  ในรูป 1.21ง เป็นหลักง่ายๆ และไม่ควรยึดถือจริงจังนัก) ในการ
ไหลความเร็วเหนือเสียงเนื่องจากความเร็วทุกจุดสูงกว่าความเร็วเสียงการรบกวนการไหลใดๆท่ีเกิดขึ้น
ไม่สามารถส่งสัญญาณทวนกระแสลมขึ้นไปได้ จึงทำให้เกิดความแตกต่างกันโดยส้ินเชิงระหว่างการ
ไหลความเร็วเหนือเสียงและการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียง และเป็นเหตุผลพื้นฐานของการเกิดการก่อ
ตัวของคล่ืนกระแทกในการไหลความเร็วเหนือเสียงแต่ไม่เกิดขึ้นในการไหลความเร็วต่ำกว่าเสียง 
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 1.11.4   การไหลความเร็วสูงกว่าความเร็วเสียงมาก ( M > 5 )  
  ย้อนกลับไปดูล่ิมในรูป 1.21ง สำหรับมุมล่ิมค่าหนึ่งเมื่อค่า M เพิ่มมากขึ้นคล่ืน
กระแทกท่ีชายหน้าของล่ิมจะเอนเข้าหาผิวล่ิมมากขึ้นและความแรงของการกระแทกจะเพิ่มขึ้นจน
นำไปสู่ย่านท่ีมีอุณหภูมิสูงระหว่างคล่ืนและผิววัตถุเรียกว่าช้ันการกระแทก (Shock layer) ถ้า M สูง
พอช้ันนี้จะบางมากจนคล่ืนกระแทกและผิวอยู่ใกล้กันจนเกิดปฏิสัมพันธ์ขึ้นระหว่างคล่ืนกระแทกและ
ช้ันชิดผิว นอกจากนี้อุณหภูมิท่ีสูงมากยังทำให้เกิดปฏิกิริยาเคมีในอากาศ และโมเลกุลของไนโตรเจน
และอ๊อกซิเจนจะถูกทำให้แตกตัว เมื่อ M สูงจนผลของแรงหนืดและปฏิกิริยาเคมีของอากาศมี
ความสำคัญต่อการไหลเราจะถือว่าการไหลเข้าสู่ย่านความเร็วสูงกว่าความเร็วเสียงมาก ซึ่งโดยท่ัวไป
มักกำหนดท่ีค่า M ของกระแสอิสระมากกว่า 5 
 โดยสรุปการแบ่งการไหลตามหัวข้อ 1.10 และ 1.11 เป็นความพยายามท่ีจะจัดการศึกษาการ
ไหลไปตามลักษณะสำคัญของการไหลแต่ละแบบ เนื้อหาของการศึกษาการไหลเหล่านี้จะครอบคลุม
การศึกษาอากาศพลศาสตร์เกือบท้ังหมดท่ีมีการประยุกต์ใช้กันในปัจจุบัน 
 

1.12   อากาศพลศาสตร์ประยุกต์ 
 ก่อนจบบทท่ี 1 ไป เพื่อสร้างความเข้าใจถึงความสำคัญของพื้นฐานในหัวข้อต่างๆ ท่ีได้กล่าว
มาแล้วว่าจะเข้าไปเกี่ยวข้องสัมพันธ์กับส่ิงท่ีเป็นความสนใจจริงๆ ของเราในวิชาอากาศพลศาสตร์
อย่างไร จะได้ยกตัวอย่างอากาศพลศาสตร์ประยุกต์ในส่วนท่ีเกี่ยวกับสัมประสิทธิ์ของแรงมาเป็น
ตัวอย่างพอสังเขป เมื่อพูดถึงอากาศพลศาสตร์ประยุกต์ตามปกติบอกถึงการประยุกต์เอาพื้นฐานของ
อากาศพลศาสตร์ไปใช้คาดคะเนหรือประเมินคุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของรูปทรงอากาศ
พลศาสตร์ท่ีใช้งานจริง (Bertin & Cummings, 2025) เช่น อากาศยาน ขีปนาวุธ หรือยานขนส่งอวกาศ 
ท่ีเคล่ือนท่ีในช้ันบรรยากาศ ลักษณะสำคัญท่ีพูดถึงคงไม่พ้นสัมประสิทธิ์ของแรงยก แรงต้านและ
โมเมนต์ ซึ่งเป็นเหมือนภาษาท่ีใช้ส่ือกันในอากาศพลศาสตร์ประยุกต์นั่นเอง สัมประสิทธิ์เหล่านี้ได้
อธิบายไว้ในหัวข้อ 1.5 และใช้เป็นตัวช้ีคุณสมบัติของรูปทรงต่างๆ ขอยกตัวอย่างท่ีเราอาจเคยพบใน
โฆษณารถยนต์ยี่ห้อต่างๆ ท้ังของยุโรป และญี่ปุ่น ว่ามีสัมประสิทธิ์แรงต้านอากาศต่ำซึ่งส่วนใหญ่อยู่
ระหว่าง 0.2 ถึง 0.5 โฆษณาพยายามช้ีให้เห็นความลู่ลมของรถยนต์ยี่ห้อนั้นๆ  สำหรับคนท่ัวไปคำ
โฆษณานี้ฟังดูมีเหตุผลดีเพราะตัวเลข 0.3 ถึง 0.5 มีค่าน้อยน่าจะหมายถึงแรงต้านอากาศท่ีต่ำ แต่
สำหรับนักอากาศพลศาสตร์คำโฆษณานี้สมเหตุผลจริงหรือ บางคนอาจต้ังคำถามขึ้นว่าค่าสัมประสิทธิ์
แรงต้าน 0.2 ถึง 0.5 น้อยจริงหรือ (ตัวอย่างเช่น เราควรคาดหวังค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านให้ต่ำขนาด 

10−5 หรือว่าสูงขนาด 1000 ค่าใดท่ีสมเหตุสมผล) เมื่อเปรียบเทียบกับสัมประสิทธิ์แรงต้านของรูปร่าง
แบบอื่นๆ มันมีค่าน้อยหรือมากแตกต่างกันอย่างไร หรือมันทำให้เกิดแรงต้านบนรถยนต์จริงๆ เท่าไร 
น้อยจริงหรือไม่ และค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านนี้คงท่ีหรือไม่คงท่ีอย่างไร คำถามเหล่านี้มีคำตอบเบ้ืองต้น
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อยู่ในรูป 1.22 ซึ่งเป็นข้อมูลท่ีหาได้ท่ัวไปในตำรากลศาสตร์ของไหลเกือบทุกเล่ม ส่วนใหญ่เป็นผลการ
ทดสอบในอุโมงค์ลมหลายๆ ครั้งนำมาประมวลผลกัน 
 การวิเคราะห์มิติในหัวข้อ 1.7 ช้ีให้เห็นว่า CD = f(Re,M) แต่ในรูป 1.22 ค่า CD เป็นของการ
ไหลความเร็วต่ำท่ีไม่ต้องคำนึงถึงการอัดตัว  ดังนั้นจึงไม่คำนึงถึงผลของการเปล่ียนแปลง M (สำหรับ
ในทางปฏิบัติ การไหลท่ีไม่มีการอัดตัวถือได้ว่า M = 0) ด้วยเหตุนี้สำหรับการไหลท่ีความเร็วต่ำค่า CD 
ของรูปทรงท่ีมุมปะทะอันหนึ่งจึงเป็นฟังก์ช่ันของ Re  เท่านั้น ในรูป 1.22 ค่า Re แสดงอยู่ทางซ้าย
ของแต่ละรูปและค่า CD  แสดงอยู่ทางขวา รูป 1.22ก แสดงการไหลผ่านแผ่นเรียบสูง d ยาวไม่จำกัด
วางขวางต้ังฉากกับทิศทางกระแสอิสระซึ่งเป็นลักษณะท่ีทำให้เกิดแรงต้านท่ีเป็นไปได้มากท่ีสุดเทียบ

กับการวางลักษณะอื่น และค่าสัมประสิทธิ์แรงต้าน 
Sq

D
CD



=  = 2.0 เมื่อ S เป็นพื้นท่ีหน้าตัดขวางลม

และ q∞ เป็นความดันพลวัต ค่าเลขเรย์โนลด์คิดจากความกว้างของแผ่นเรียบ 







=

dV
Re  = 105       

รูป 1.22 ข และ 1.22 ค แสดงการไหลผ่านทรงกระบอกกลมเส้นผ่าศูนย์กลาง d  และรูปทรงกระบอก
หน้าตัดหยดน้ำลู่ลมหนา d  ท่ีค่าเลขเรย์โนลด์เดียวกัน ค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านของทรงกระบอกกลม 
CD  = 1.2 น้อยกว่าของแผ่นเรียบเกือบครึ่งและพบต่อไปว่าค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านของรูปหยดน้ำลด
น้อยลงอีกเหลือเพียง CD  = 0.12 ต่ำกว่าทรงกระบอกกลม 10 เท่า และต่ำกว่าของแผ่นเรียบเกือบ 20 
เท่า สังเกตว่าสนามการไหลท้ังสามรูปในรูป 1.22 ก ข ค แสดงส่วนการไหลอลวนท้ิงเป็นรอย (Wake) 
ไปด้านหลัง การไหลอลวนนี้เป็นผลของการแยกตัวของช้ันชิดผิวท่ีได้กล่าวแล้วในหัวข้อก่อน กระแส
อลวนในรอยเป็นกลุ่มอากาศท่ีไหลตลบวกวนไปมาด้วยพลังงานต่ำ  ในรูปเห็นได้ชัดว่าความกว้างของ
รอยท่ีท้ิงไปด้านหลังจะลดลงจากรูป 1.22 ก ข และ ค ตามลำดับพร้อมกับค่า CD  ท่ีลดลงเช่นกัน 
ความสัมพันธ์นี้ไม่ใช่เรื่องบังเอิญแต่มีส่วนเกี่ยวข้องกันโดยตรงซึ่งจะได้อธิบายกันต่อไป แต่ตอนนี้ขอให้
สังเกตว่ารูปทรงท่ีลู่ลมมีผลทำให้รอยด้านหลังแคบเล็กกว่าและสัมประสิทธิ์แรงต้านต่ำกว่า 
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รูป 1.22  สัมประสิทธิ์แรงต้านอากาศ CD บนรูปทรงต่างๆ (Anderson, 2016) 

 
 ในรูป 1.22 ง เป็นการไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีมีเส้นผ่าศูนย์กลางเพียง 0.1d  ดังนั้นค่า 
Re จึงลดลงเหลือ 104 เมื่อพิจารณาจากค่า V∞, ∞ และ ∞ เดียวกันกับรูป1.22 ก ข และ ค ในรูปนี้
ค่า CD  ยังคงเท่ากับ 1.2 อย่างไรก็ตามเนื่องจากแรงต้าน D =  q∞SCD  และพื้นท่ี S ในรูป1.22 ง เป็น
เพียง1ใน 10 ของรูป ข ดังนั้นแรงต้านบนทรงกระบอกกลมในรูป1.22 ง จึงมีค่าเพียง 1 ใน 10 ของ
ทรงกระบอกกลมในรูป1.22 ข เช่นกัน แต่เมื่อเปรียบเทียบกับรูปทรงลู่ลมในรูป  1.22 ค  ซึ่งมี
พื้นท่ีหน้าตัด S = d(1) คำนวณแรงต้านได้ D = q∞SCD   = 0.12q∞d และคำนวณแรงต้านทรงกระบอกกลมใน
รูป1.22 ง ท่ีมีพื้นท่ีหน้าตัด S = 0.1d(1) ได้ D = q∞SCD  = 1.2q∞(0.1d) = 0.12q∞d  จะพบว่าแรงต้าน
เท่ากัน ขอย้ำอีกครั้งว่าแรงต้านบนทรงกระบอกกลมรัศมี 0.1d มีค่าเท่ากับแรงต้านบนรูปทรงลู่ลมท่ีมี
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พื้นท่ีหน้าตัดขวางลมใหญ่กว่าถึง 10 เท่า การเปรียบเทียบนี้ทำให้เห็นความสำคัญของการลู่ลมในทาง
อากาศพลศาสตร์ได้เป็นอย่างดี  
 ข้อสังเกตสุดท้ายสำหรับค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านบนรูปทรงต่างๆอยู่ท่ีรูป 1.22จ  ซึ่งเป็นการ
ไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีค่าเลขเรย์โนลด์ Re เพิ่มเป็น 107 ในรูปนี้ค่าสัมประสิทธิ์แรงต้าน CD  
ลดลงเหลือเท่ากับ  0.6 ซึ่งเป็นเพียงครึ่งหนึ่ งของทรงกระบอกในรูป 1.22 ข และ ง ทำไมค่า
สัมประสิทธิ์แรงต้านของทรงกระบอกจึงลดลงมากขนาดนั้นเมื่อค่า Re เพิ่มขึ้น คำตอบในเรื่องนี้อาจ
สังเกตได้จากรอยกระแสอลวนด้านท้ายของทรงกระบอกในรูป 1.22 ข และ จ ท่ีมีความกว้างของรอย
ต่างกันจนเห็นได้ชัดหรืออาจกล่าวได้ว่ารูปแบบของการไหลรอบๆ ทรงกระบอกในรูป 1.22 ข และ จ 
เปล่ียนไปเมื่อค่า Re เพิ่มขึ้น เราจะเข้าใจเหตุผลของเรื่องนี้ได้ชัดเจนเมื่อได้ศึกษาอากาศพลศาสตร์ของ
การไหลหนืดต่อไป อย่างไรก็ตามควรต้องตระหนักด้วยว่าถึงแม้ค่า CD ของทรงกระบอกในรูป1.22 จ 
จะน้อยกว่า CD ของทรงกระบอกในรูป 1.22 ข แต่แรงต้านจริงบนทรงกระบอกในรูป 1.22 จ จะ
มากกว่าแรงต้านบนทรงกระบอกในรูป 1.22 ข หลายเท่า ผลลัพธ์อันนี้นักศึกษาสามารถคำนวณได้
จากค่า CD และ Re ของทรงกระบอกท้ังสอง         
 จากข้อมูลต่างๆ ในย่อหน้าท่ีผ่านมาคงทำให้เราเห็นแล้วว่าค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านบนรูปทรง
ต่างขึ้นอยู่กับรูปร่างของวัตถุ และค่า Re ท่ีสำคัญคือค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านบนรูปทรงต่างๆ จะมีค่าไม่
คงท่ีสามารถเปล่ียนแปลงได้หรือพูดให้เข้าใจง่ายคือค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านบนรูป 
ทรงต่างๆ ขึ้นอยู่กับสภาพการไหลรอบๆ ตัววัตถุ และ เช่ือมโยงไปถึงแรงต้านบนวัตถุผ่านสมการ
1.28b   ถึงตอนนี้ขอให้สังเกตว่า CD ท่ีอ้างอิงพื้นท่ีหน้าตัดขวางลมของรูปทรงอากาศพลศาสตร์ในรูป 
1.22 มีค่าอยู่ระหว่างย่านท่ีสูงได้ถึง 2 และลงไปต่ำได้ถึง 0.12 ค่านี้คือค่า CD โดยท่ัวไปของ รูปทรง
ทางอากาศพลศาสตร์ต่างๆ  
 ข้อสังเกตอีกข้อหนึ่งคือค่าของเลขเรย์โนลด์ในรูป 1.22 ซึ่งถ้าพิจารณาทรงกระบอกกลมรัศมี 
1 m ในกระแสลมท่ีระดับน้ำทะเลมาตรฐานความเร็ว 45 m/s (ประมาณ 160 กม./ชม.) กรณีนี้ค่า

ของเลขเรย์โนลด์ประมาณ 3.09  106 กว่าสามล้านเล็กน้อย ค่าของเลขเรย์โนลด์ในระดับเป็นล้าน
เป็นค่าท่ัวไปสำหรับอากาศพลศาสตร์ประยุกต์ท่ีเกี่ยวกับการบิน ดังนั้นค่าของเลขเรย์โนลด์ในรูป 1.22  
จึงเป็นย่านท่ีเหมาะสมในการนำมาเปรียบเทียบกับปัญหาจริงทางปฏิบัติ 
 เมื่อพิจารณาลึกลงไปอีกถึงกลไกการเกิดแรงต้านบนรูปทรงในรูป 1.22 เพราะมุมปะทะเป็น
ศูนย์เราอาจใช้สมการ 1.23 คำนวณแรงต้านท่ีเกิดขึ้นได้        
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รูป 1.23  แสดงการเปรียบเทียบระหว่างแรงต้านจากความดันและแรงต้านจากแรงเสียดทานผิว 

                  (Anderson, 2016) 
 พิจารณาสมการแรงต้านท่ีประกอบขึ้นจากส่วนท่ีเกิดจากความดันรอบผิววัตถุและส่วนท่ีเกิด
จากแรงเสียดทานผิว 

     D =  +++−=
TE

LE
llluu

TE

LE
u dS)cossinp(dS)cossinp(A  (1.23) 

         แรงต้านจากความดัน    แรงต้านจากแรงเสียดทานผิว 

การแบ่งแรงต้านโดยรวมออกเป็นสองส่วนบ่อยครั้งช่วยให้การพิจารณาสะดวกขึ้น ยกตัวอย่างเช่นใน
รูป 1.23 แรงต้านบนรูปทรงต่างๆ ในรูป 1.22 ถูกนำมาแยกออกเป็นสองส่วนเปรียบเทียบกันระหว่าง
แรงต้านจากความดันและแรงต้านจากแรงเสียดทานท่ีผิวด้วยกราฟแท่งทางขวามือของรูป ส่วนท่ีแรเงา
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แสดงแรงต้านจากแรงเสียดทานท่ีผิว ส่วนท่ีไม่ระบายสีแสดงแรงต้านจากความดัน โดยท่ีความ
หนาแน่นและความหนืดของกระแสอิสระมีค่าเท่ากันจากรูป 1.23 ก ถึง จ ส่วนความเร็วเปล่ียนไปตาม
ความจำเป็นเพื่อให้ได้ค่าเลขเรย์โนลด์ตามท่ีแสดง นั่นคือความเร็วกระแสอิสระในรูป 1.23 ก ข ค และ 
จ  จะสูงกว่าในรูป 1.23 ง เพราะว่าแรงต้านคำนวณจากสมการ1.28b ตามท่ีแสดงมาแล้ว แรงต้านใน
รูป 1.23 จ จึงมีค่าสูงมากเมื่อเทียบกับรูป 1.23  ข ส่วนแรงต้านในรูป 1.23 ค จะเท่ากับแรงต้านในรูป 
1.23 ง ตามท่ีได้เคยกล่าวมาแล้ว แต่ท่ีสำคัญและน่าสังเกตในรูปนี้คือสัดส่วนระหว่างแรงต้านของจาก
ความดันและแรงต้านจากแรงเสียดทานผิว แผ่นเรียบและทรงกระบอกในรูป  1.23 ก ข ง และ จ   
แรงต้านจะมาจากความดันเป็นส่วนใหญ่ในขณะท่ีแรงต้านบนรูปทรงลู่ลมเกือบท้ังหมดมาจากแรงเสียด
ทานผิว การเปรียบเทียบนี้นำเราไปสู่ข้อสรุปนิยามของรูปร่างท่ัวไปทางอากาศพลศาสตร์ดังต่อไปนี้       
 
      รูปทรงต้านลม (Blunt body)   =   รูปทรงท่ีแรงต้านส่วนใหญ่มาจากความดัน 
 รูปทรงลู่ลม (Streamlined body)  =   รูปทรงท่ีแรงต้านส่วนใหญ่มาจากแรงเสียดทานผิว 
 
 ในรูปแผ่นเรียบวางขวางลมและทรงกระบอกแสดงลักษณะท่ีชัดเจนของรูปทรงต้านลม  แรง
ต้านจากความดันท่ีมีค่าสูงของรูปทรงต้านลมมาจากบริเวณด้านหลังของการไหลท่ีกระแสอากาศ
แยกตัวออกจากผิว ส่วนเหตุผลท่ีว่าทำไมการแยกตัวจากผิวถึงก่อให้เกิดแรงต้านจะได้กล่าวในบท
ต่อๆไป และเพราะว่าแรงต้านจากความดันเป็นผลมาจากการแยกตัวจากผิวจึงเรียกแรงต้านส่วนนี้ว่า 
“แรงต้านจากความดันเนื่องจากการไหลแยกตัว” (Pressure drag due to flow separation) หรือ
บ่อยครั้งถูกเรียกว่า “Form drag” 

 
รูป 1.24   แสดงการเปล่ียนแปลงสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานผิวสำหรับการไหลแบบ 

                         ลามินาร์และเทอร์บูเลนท์บนแผ่นเรียบกับค่า Re ท่ีอิงกับความยาวแผ่น 
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 ทีนี้ลองมาสำรวจแรงต้านบนแผ่นเรียบท่ีวางขนานการไหลของกระแสอิสระตามรูป  1.24 ใน
กรณีนี้แรงต้านมาจากแรงเสียดทานผิวท้ังหมดไม่มีความดันมาเกี่ยวข้องเลย ถ้าสัมประสิทธิ์ของแรง
เสียดทานผิวเป็น 

     
)1(cq

D

Sq

D
cf



==  

เมื่อ c คือความยาวคอร์ดและ S คือพื้นท่ีอ้างอิงคิดจากพื้นท่ีรูปส่ีเหล่ียม(planform area) หรือพื้นท่ี
เมื่อมองมาจากด้านบนแผ่นเรียบ เส้นกราฟในรูปแสดงให้เห็นว่า 
 (1)  cf มีการเปล่ียนแปลงอย่างชัดเจนเมื่อ Re เปล่ียน โดย cf ลดลงเมื่อ Re เพิ่มขึ้น 
 (2)  ค่า cf  บนแผ่นเรียบขึ้นอยู่กับลักษณะของการไหลเหนือแผ่นเรียบซึ่งมีอยู่สองแบบ คือ  

ลามินาร์ และ เทอร์บูเลนท์ ถ้าลักษณะการไหลเหนือแผ่นเรียบเป็นแบบเทอร์บูเลนท์ ค่า 
cf จะสูงกว่า cf ของการไหลท่ีเป็นแบบลามินาร์ท่ี Re เดียวกัน (การไหลแบบลามินาร์และ
เทอร์บูเลนท์จะศึกษาในบทต่อไป) 

  (3)  ขนาดของ cf จะมีค่าอยู่ระหว่าง 0.001 ถึง 0.01 ในช่วงค่า Re ท่ีกว้าง ค่าของ cf จะเห็น
ว่าน้อยเมื่อเทียบกับค่า CD ของรูปทรงในรูป 1.22    

  แผ่นเรียบไม่เหมาะสมท่ีจะนำมาใช้ในงานอากาศพลศาสตร์(เช่นใช้เป็นหน้าตัดของปีกเพื่อ
สร้างแรงยก)ในทางปฏิบัติแม้จะมีค่า cf ต่ำก็ตาม เพราะคงนึกภาพได้ว่าเมื่อเริ่มมีมุมปะทะ (เพื่อ 
 

 
รูป 1.25  แสดงการแปรค่าของสัมประสิทธิ์แรงต้านของแพนอากาศ NACA 63 – 210  

                           (Abbott & von Doenhoff, 1959) 
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สร้างแรงยก) สภาพในรูป 1.22 ก จะเกิดขึ้นนอกจากนี้แผ่นเรียบยังไม่มีปริมาตรท่ีจะบรรจุโครงสร้างไว้
ภายใน แต่ถ้าเราพิจารณารูปทรงท่ีมีความหนาบ้างแต่ลู่ลมคล้ายรูป 1.22 ค เช่น หน้าตัดแพนอากาศ 
NACA 63 – 210  ตามรูป 1.25 การเปล่ียนแปลงของสัมประสิทธิ์แรงต้านกับสัมประสิทธิ์แรงยก 
(หรือมุมปะทะ) ของ NACA 63 – 210 แสดงเป็นกราฟ  ในท่ีนี้ cd กำหนดโดย 

      
cq

D
cd




=  

เมื่อ D คือแรงต้านต่อหน่วยความยาวปีก (Span) และ c คือความยาวคอร์ด จากกราฟค่าต่ำสุดของ 

cd  ประมาณ 0.0045 และมีลักษณะเป็นรูปตะกร้าในช่วงกลางซึ่งตรงกับมุมปะทะประมาณ 0- 2 
แพนอากาศ NACA 63 – 210 อยู่ในตระกูลท่ีเรียกว่า “laminar flow airfoil” คือตระกูลท่ีรูปร่าง
แพนอากาศออกแบบมาให้กระแสอากาศไหลเรียดผิวไปแบบลามินาร์ ลักษณะการไหลนี้จะเสียไปเมื่อ

มุมปะทะเปล่ียนจาก 0 ไปมากๆ (แพนอากาศเริ่มต้ังขวางลม) สังเกตว่าในกราฟค่า cd จะเพิ่มขึ้น
ทันทีทันใดเมื่อมุมปะทะเพิ่มขึ้นหรือลดลงจนถึงค่าหนึ่ง เพราะว่าการไหลเรียดผิวเปล่ียนจาก  

ลามินาร์เป็นเทอร์บูเลนท์ ขอให้ สังเกตว่าผลการทดลองทำท่ีค่า Re ประมาณ  3  9  106   
เหมือนกับรูปทรงลู่ลมในรูป 1.22 ค ท่ีแรงต้านส่วนใหญ่เป็นแรงต้านจากแรงเสียดทานผิว แต่เมื่อมุม
ปะทะเพิ่มขึ้นการไหลแยกตัวจากผิวบนของแพนอากาศจะเริ่มปรากฏทำให้แรงต้านจากความดัน
(Form drag) เริ่มเพิ่มขึ้น อันนี้เองท่ีทำให้ cd เพิ่มขึ้นเมื่อมุมปะทะเพิ่มขึ้น  
 

                                                                                          
    

รูป 1.26  ส่วนย่อยของแรงต้านจากแหล่งต่างๆ ของเครื่องบิน P-35 (Anderson, 2016) 
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 ลองพิจารณาเครื่องบินท้ังลำในรูป 1.26 ในรูปเป็นเครื่อง P-35 ซึ่งเป็นเครื่องบินขับไล่ในช่วง
ก่อนสงครามโลกครั้งท่ีสองแสดงรายละเอียดของแรงต้านจากส่วนย่อยท่ีเพิ่มขึ้นทีละส่วนจากรูปแรกท่ี
เป็นรูปร่างหมดจรดในการออกแบบข้ันต้นซึ่งทุกส่วนมีความลู่ลมจะเห็นว่าค่า CD (วัดท่ีมุมปะทะท่ีมีค่า 

CL 0.15) มีค่าต่ำเพียง 0.0166 โดยท่ี CD =
Sq

D



  เมื่อ D คือแรงต้าน และ S เป็นพื้นท่ีปีก(Wing 

planform area) แรงต้านท่ีเพิ่มขึ้นทีละส่วนในรูป 2 ถึง 18 สำหรับส่วนประกอบของ อากาศยานเพื่อ
การบินจริงแสดงในตารางด้านข้าง สังเกตว่า CD  มีค่าเพิ่มขึ้นถึง 65% จากเดิมจนมีค่าถึง 0.0275 ซึ่ง
เป็นค่าปกติของอากาศยานแบบนี้ 

 
ภาพ 3 วิว ของเครื่องบินฝึกไอพ่น Northrop T-38 

 
รูป 1.27  ผลของเลขมัคกับสัมประสิทธิ์แรงต้านของเครื่องบิน T-38 (Anderson, 2016) 
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 ถึงตรงนี้ค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านของรูปทรงต่างๆ รวมทั้งอากาศยาน ได้นำมายกเป็นตัวอย่างให้
เห็นในย่านความเร็วต่ำกว่าเสียง ในบางตัวอย่างเราได้แสดงผลของ Re ท่ีมีต่อ CD แต่อิทธิพลของ
เลขมัค M ท่ีมีต่อ CD ยังไม่ได้กล่าวถึงเลย ถ้าความเร็วกระแสอิสระสูงจนผลกระทบจากการอัดตัว
เกิดขึ้นมากจะเกิดอะไรขึ้นกับ CD  เราศึกษาเรื่องนี้ได้จากรูป 1.27 ในรูปเป็นภาพของอากาศยาน    
T-38A และกราฟสัมประสิทธิ์แรงต้านกับเลขมัคในช่วงจากความเร็วต่ำถึงความเร็วเหนือเสียง   
อากาศยานอยู่ในมุมปะทะท่ีให้แรงยกเป็นศูนย์ ดังนั้นจึงเรียก CD ท่ีวัดได้ว่าสัมประสิทธิ์แรงต้านท่ีแรง
ยกเป็นศูนย์ (Zero-lift drag coefficient) สังเกตว่า CD เกือบคงท่ีจาก M 0.1 ถึงประมาณ M 0.86 
หลังจากนั้นค่า CD จะเพิ่มข้ึนทันที ซึ่งเป็นผลมาจากการก่อตัวของคล่ืนกระแทกและแรงต้านจากคล่ืน 
(Wave drag) และเป็นผลท่ีเกิดกับอากาศยานทุกลำเมื่อบินใกล้ความเร็วเสียง จะเห็นว่าค่า CD        
ท่ีความเร็วต่ำไม่มีผลกระทบของ M มาเกี่ยวข้อง แต่เมื่อเข้าสู่ย่านความเร็วเสียง M จะเป็นตัวแปร
สำคัญท่ีมีผลต่อการเกิดแรงต้าน กราฟค่า CD ในช่วงความเร็วต่ำอยู่ท่ีประมาณ 0.015 ซึ่งต่ำกว่า P-35 
มาก ซึ่งเป็นผลจากรูปร่างท่ีลู่ลมกว่ามากนั่นเอง 
 

 
รูป 1.28   การแปรค่าสัมประสิทธิ์แรงยกกับมุมปะทะของ NACA 63 – 210 
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 ลองเปล่ียนความสนใจไปท่ีสัมประสิทธิ์แรงยกบ้างว่าโดยท่ัวไปจะมีลักษณะเป็นอย่างไรเราลอง
พิจารณาการเปล่ียนแปลงสัมประสิทธิ์แรงยกกับมุมปะทะในรูป 1.28 ซึ่งเป็นของแพนอากาศชนิด
เดียวกับข้อมูลแรงต้านในรูป 1.25  ในกราฟจะเห็นว่า cl เปล่ียนแปลงเป็นเส้นตรงกับมุมปะทะ   
จนถึงค่าสูงสุดท่ี  ประมาณ 14 หลังจากนั้นจะตกลงอย่างชัดเจน  ทำไม cl จึงมีการเปล่ียนแปลง

เป็นเส้นตรง  อะไรเป็นสาเหตุของการตกลงอย่างฉับพลันของโค้งแรงยกท่ีมุม 14 คำถามเหล่านี้จะมี
คำตอบในบทต่อๆไป  สำหรับความมุ่งหมายในตอนนี้เพียงแต่ต้องการให้สังเกตค่าของ cl ท่ีมีค่าจาก

ประมาณ –1 ท่ีมุมปะทะ –12  ถึงค่าสูงสุด 1.5  ท่ีมุมปะทะ 14 ทำให้สำหรับแพนอากาศ NACA 
63 – 210 สัดส่วนของค่า cl จะสูงกว่าค่า cd  เป็นร้อยเท่า ซึ่งเป็นลักษณะพื้นฐานสำคัญทางอากาศ
พลศาสตร์ของรูปแพนอากาศท่ัวไป  อัตราส่วนแรงยกต่อแรงต้าน (lift to drag ratio) ท่ีเรียก
อัตราส่วน L/D นี้มีส่วนสัมพันธ์โดยตรงกับสมรรถนะการบินของอากาศยานหลายด้าน หรือกล่าวได้ว่า
ค่า L/D สูงขึ้นเท่าใดสมรรถนะจะดีขึ้นเท่านั้น  สำหรับแพนอากาศท่ีหน้าท่ีหลักคือการสร้างแรงยกโดย
ทำให้เกิดแรงต้านต่ำท่ีสุดเท่าท่ีจะเป็นได้ ค่านี้จะต้องสูง ตัวอย่างเช่นกราฟแรงยกและแรงต้านของ

แพนอากาศ NACA 63-210 ในรูป1.25 และ 1.28 ท่ีมุมปะทะ 4  cl มีค่าประมาณ 0.6 และ cd มี
ค่าประมาณ 0.0046 ทำให้ค่า L/D สูงถึง 130 ซึ่งจะเห็นกันต่อไปว่าสูงกว่าของอากาศยานมาก 
 

 
รูป 1.29   การแปรค่าสัมประสิทธิ์แรงยกกับมุมปะทะของ บ. T-38 ท่ีมุมแฟลบต่างกัน 3 มุม 

                        (Bertin & Cummings, 2025) 
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 สำหรับอากาศยานท้ังลำรูป 1.29 แสดงกราฟการเปล่ียนแปลงของ CL กับมุมปะทะ  ของ
เครื่องบิน T-38 ในรูป1.27 ในกราฟมีเส้นโค้งสามเส้นแต่ละเส้นแสดงการเปล่ียนแปลงค่า CL เมื่อใช้
มุมแฟลบต่างกัน (แฟลบ,flap, ส่วนปลายของปีกหรือแพนอากาศซึ่งเมื่อหักลงเป็นมุมจะทำให้แรงยก
เพิ่มข้ึน)  สังเกตว่าท่ีมุมปะทะอันหนึ่งการเพิ่มมุมแฟลบทำให้แรงยกเพิ่มขึ้น  ค่าของ CL ในรูป1.29 มี
ค่าใกล้เคียงของแพนอากาศคืออยู่ท่ีประมาณ 1 แต่ค่า L/D สูงสุดของ T-38 จะมีค่าเพียงประมาณ 10 
ต่ำกว่าแพนอากาศมาก เพราะว่าส่วนอื่นของอากาศยานนอกจากปีกเช่น ลำตัว กะเปาะเครื่องยนต์ 
ฯลฯ ซึ่งมีหน้าท่ีอื่น ๆ ท่ีไม่ใช่การสร้างแรงยก และแน่นอนว่าส่วนต่างๆ เหล่านี้จะทำให้เกิดแรงยก 
เพียงเล็กน้อย แต่เป็นส่วนท่ีทำให้เกิดแรงต้านเพิ่มขึ้นอย่างมาก  นอกจากนี้ปีกอากาศยานจะพบกับ
แรงต้านจากความดันท่ีสูงกว่าของแพนอากาศมากเนื่องจากผลของกระแสอากาศวกวนท่ีปลายปีกท่ี
เรียก “แรงต้านเหนี่ยวนำ” และสำหรับปีกท่ีส้ัน กว้าง อย่างของ T-38 แรงต้านเหนี่ยวนำนี้จะยิ่งมีค่า
สูง(บทท่ี 5 เราจะพูดถึงแรงต้านเหนี่ยวนำโดยละเอียด) ผลคือ L/D ของ T-38 จะมีค่าต่ำ ซึ่งเป็น
เช่นเดียวกันกับอากาศยานท่ัวไป  ตัวอย่างเช่น สำหรับเครื่องบินท้ิงระเบิด B-52 ค่า L/D จะอยู่ท่ี
ประมาณ 21.5 ถึงแม้จะสูงพอสมควร แต่ก็น้อยมากเมื่อเทียบกับค่า L/D ของแพนอากาศ 
 

 
รูป 1.30   การแปรค่าสัมประสิทธิ์โมเมนต์กับมุมปะทะของ NACA 63 - 210 

                              (Abbott & von Doenhoff,1959) 
 นอกจากสัมประสิทธิ์ของแรงยกและแรงต้านแล้วลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ท่ีสำคัญอีก
อย่างหนึ่งของรูปทรงต่างๆ ก็คือการเปล่ียนแปลงของสัมประสิทธิ์โมเมนต์ ในรูป 1.30 สัมประสิทธิ์
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โมเมนต์ท่ี 1/4 คอร์ด ,cm,c/4, ของแพนอากาศ NACA 63 - 210 ถูกนำมาแสดงคู่กับมุมปะทะ โดยการ
วาดกราฟ สังเกตว่าค่า cm,c/4  เป็นลบเล็กน้อยนั่นคือเป็นโมเมนต์ท่ีพยายามบิดให้มุมปะทะของแพน

อากาศลดลง หรือปักหัวลง และมีค่าอยู่ในระดับ  −0.035 ซึ่ง cm ท่ีเป็นลบเล็กน้อยเป็นลักษณะท่ัวไป
ของแพนอากาศท่ีมีความโก่งเป็นบวก ขอให้สังเกตด้วยว่าต่างจากสัมประสิทธิ์ของแรงยกและแรงต้าน
ท่ีมีการเปล่ียนแปลงกับมุมปะทะ สัมประสิทธิ์โมเมนต์ท่ี 1/4 คอร์ด ของ NACA 63 - 210 จะมีค่า
เกือบคงท่ีตลอดช่วงมุมปะทะท่ีแสดงในกราฟ  คำถามท่ีน่าสนใจคือลักษณะพิเศษนี้จะเกิดขึ้นกับ
รูปทรงอื่นหรือไม่ หรือจะเกิดขึ้นกับตำแหน่งวัดโมเมนต์อื่นหรือเปล่า ถือว่าค่าสัมประสิทธิ์ −0.035 
น้อยมากจนอาจไม่ส่งผลใดๆ ทางอากาศพลศาสตร์ได้ไหม  
 จะเห็นว่าการพิจารณาสัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์ท่ีผ่านมามีคำถามเกิดขึ้นมากมาย 
คำตอบของคำถามเหล่านี้ยังไม่อาจอธิบายให้ละเอียดได้ในขั้นนี้ แต่เนื้อหาในบทต่อไปจะได้เพิ่มข้อมูล
ท่ีใช้อธิบายคำถามเหล่านี้ขึ้นทีละขั้นตอน ขอให้จดจำถึงค่าสัมประสิทธิ์ต่างๆ ท่ีได้อภิปรายมา ส่ิงนี้จะ
เป็นพื้นฐานท่ีดีสำหรับเนื้อของในบทต่อๆ ไป 
 นอกจากนี้ ความรู้ท่ีได้รับในบทนี้ และบทต่อ ๆ ไป ยังสามารถนำไปต่อยอดการวิจัย หรือ
นำไปประยุกต์ใช้ในด้านต่างๆ โดยผู้เรียบเรียงได้นำความรู้ในศาสตร์นี้ ไปทำวิจัยเพื่อเป็นประโยชน์ต่อ
กองทัพอากาศ และประเทศ ไม่ว่าจะเป็น งานวิจัยการวิเคราะห์หาค่าคุณลักษณะเฉพาะทางอากาศ
พลศาสตร์ของอากาศยานไร้คนขับพลังงานแสงอาทิตย์สมรรถนะสูง เพดานบินต่ำ M Solar-X โดยใช้
อุโมงค์ลมความเร็วต่ำกว่าเสียง (กนก และคณะ, 2569), การวิเคราะห์หาค่าคุณลักษณะเฉพาะทาง
อากาศพลศาสตร์ของอากาศยานไร้คนขับขนาดเล็กแบบไร้หาง โดยใช้อุโมงค์ลมความเร็วต่ำกว่าเสียง 
(วันชัย , กนก และ คมกริช, 2561), และ การออกแบบและวิเคราะห์คุณลักษณะทางอากาศ
พลศาสตร์ของอากาศยานไร้คนขับยุทธวิธีระยะประชิด  (วันชัย, กนก และคณะ, 2563) ซึ ่ง
งานวิจัยดังกล่าว เป็นส่วนหนึ่งของการนำไปสู่การผลิตอากาศยานไร้คนขับที่ได้มาตรฐาน และเป็น
การขับเคลื่อนเทคโนโลยีป้องกันประเทศ ตามยุทธศาสตร์กองทัพอากาศ 20 ปี (พ.ศ.2561 – 2580) 
ฉบับปรับปรุง พ.ศ.2568 เพื่อการพึ่งพาตนเอง 
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แบบฝึกหัดบทที่ 1 
 
1.   จงคำนวณความหนาแน่นของอากาศขณะไหลผ่านปีกอากาศยานตรงจุดท่ีความดันและอุณหภูมิ

เป็น 1.9  104 N/m2 และ 203 K 
2.   ในอุโมงค์ลมความเร็วเหนือเสียงวัดค่าความดันและความหนาแน่นอากาศบริเวณส่วนทดลองได้  

1058 lb/ft2 และ 1.23  10-3  slug/ft3 จงคำนวณอุณหภูมิของอากาศ 

3.   แผ่นเรียบกว้างมากความยาวคอร์ด c และต้ังอยู่ท่ีมุมปะทะ  กับกระแสลมความเร็วเหนือเสียง 
พบว่าความดันอากาศตามผิวบนและผิวล่างมีค่าคงท่ี  Pu(S) = C1 และ Pl(S) = C2 เมื่อ C1และ C2

เป็นค่าคงท่ีและ  C2 > C1  ถ้าไม่คิดแรงเฉือน จงคำนวณตำแหน่งของจุดศูนย์ความดัน 

4.   แผ่นเรียบบางความยาวคอร์ด 1 m ทำมุมปะทะ 10 กับกระแสลมความเร็วเหนือเสียง ถ้าความดันและ

ค ว าม เค รี ย ด เฉื อ น ต าม ผิ วบ น แ ล ะ ผิ ว ล่ า ง เป็ น  Pu = 4  104 (x – 1)2 + 5.4  104 ;  

Pl = 2  104 (x – 1)2 + 1.73  105 ;  u = 288 x  −0.2 ; l = 731 x  −0.2  เมื่ อ x เป็นระยะวัดจาก 

ชายหน้าลงมาตามแผ่นเป็นเมตร และ P กับ  เป็น N/m2 จงคำนวณแรงต้ังฉากและแรง      
ตามแกน แรงยกและแรงต้าน โมเมนต์รอบชายหน้าและโมเมนต์รอบ 1/4 คอร์ด ต่อความกว้าง
แผ่น 1 หน่วย และคำนวณหาตำแหน่งจุดศูนย์ความดัน      

5.  แพนอากาศมีมุมปะทะ 12 มีสัมประสิทธิ์แรงต้ังฉากและแรงตามแกน 1.2 และ 0.03 ตามลำดับ  
จงคำนวณสัมประสิทธิ์แรงยกและแรงต้าน 

6.  การทดลองแพนอากาศ NACA 2412  ในอุโมงค์ลมได้ผลเป็นแรงและโมเมนต์รอบ 1/4 คอร์ดท่ี 

มุมปะทะต่างดังข้อมูลข้างล่าง จงเขียนกราฟแสดงการเปล่ียนแปลงของ xcp/c กับ  

      cl   cd     cm,c/4 
 –2 0.05 0.006    –0.042 
   0 0.25 0.006    –0.040 
   2 0.44 0.006    –0.038 
   4 0.64 0.007    –0.036 
   6 0.85 0.0075  –0.036 
   8 1.08 0.0092  –0.036 
 10 1.26 0.0115  –0.034 
 12 1.43 0.015    –0.03 
 14 1.56 0.0186  –0.025 
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7.  แรงต้านบนท้องเรือ (Hull) ขึ้นอยู่กับขนาดความสูงของคล่ืนท่ีเกิดจากท้องเรือ พลังงานศักย์ของคล่ืนท่ี
เกิดขึ้นเปล่ียนแปลงกับความโน้มถ่วง g ของโลกดังนั้นจึงอาจกล่าวได้ว่าแรงต้านจากคล่ืน (Wave 

drag) บนท้องเรือ D = f(, V, c, g)  เมื่อ c เป็นสัดส่วนอ้างอิงของท้องเรือ เช่น ความกว้างสุดของ

ท้องเรือ ถ้ากำหนดสัมประสิทธิ์แรงต้าน 
2D

cq

D
C



=  และกำหนดตัวแปรความคล้ายคลึง 

(Similarity) เรียก Froude Number 
gc

V
Fr =  จงใช้ทฤษฎีบักกิ้งแฮมพายพิสูจน์ว่า CD = f(Fr)  

8.  คล่ืนกระแทก (Shock wave) บนอากาศยานความเร็วเหนือเสียงทำให้เกิดแรงต้าน Supersonic wave, 

Dw กำหนดให้ 
Sq

D
C w

w,D


=  เมื่อ S เป็นพื้นท่ีอ้างอิง ในการบินความเร็วเหนือเสียงการไหลถูกกำกับ

บางส่วนจากคุณสมบัติทางเทอร์โมไดนามิกส์ เช่น ความร้อนจำเพาะท่ีความดันคงท่ี cp และความร้อน

จำเพาะท่ีปริมาตรคงท่ี cv กำหนดสัดส่วน 
v

p

c

c
=   ให้ใช้การวิเคราะห์มิติแสดงว่า CD = f(M, ) 

9.  พิจารณาการไหลผ่านแพนอากาศสองอันท่ีมีรูปทรงคล้ายคลึงกัน (Geometric similarity)    แพน
อากาศอันหนึ่งมีขนาดเป็นสองเท่าของอีกอันหนึ่ง การไหลผ่านแพนอากาศอันเล็กมีคุณสมบัติ

กระแสอิสระเป็น T = 200 K   = 1.23 kg/m3  V = 100 m/s การไหลผ่านแพนอากาศ  

อันใหญ่มีคุณสมบัติกระแสอิสระเป็น T = 800 K   = 1.739 kg/m3 V = 200 m/s จงแสดง
ว่าการไหลท้ังสองคล้ายคลึงกันทางพลศาสตร์ 

10. เครื่องบิน Lear jet ทำการบินด้วยความเร็ว 250 m/s ท่ีความสูง 10 km คุณสมบัติกระแสอิสระ
เป็น T= 233 K   = 0.414 kg/m3  แบบจำลองขนาด 1:5 ของเครื่องชนิดนี้ถูกนำมาทดสอบใน

อุโมงค์ลมซึ่งภายในส่วนทดลอง (Test section) มีความดันบรรยากาศ 1.01 105 N/m2 จง
คำนวณความเร็ว อุณหภูมิ และความหนาแน่น ของกระแสอากาศในส่วนทดลองของอุโมงค์ลมท่ี
จำเป็นในการทดลองท่ีทำให้สัมประสิทธิ์แรงยกและแรงต้านเป็นค่าเดียวกับการบินจริง 

11. มาโนมิเตอร์หลอดแก้วบรรจุปรอทเพื่อใช้วัดความดันจากจุดบนปีกของหุ่นจำลองอากาศยาน    
ในอุโมงค์ลมโดยปลายข้างหนึ่งต่อกับจุดท่ีจะวัดความดัน ปลายอีกข้างเปิดสู่บรรยากาศซึ่งมีความ

ดันและความหนาแน่น 1.01 105 N/m2 และ 1.36  104 kg/m3 ถ้าระดับปรอทต่างกัน 20 
cm โดยข้างท่ีต่อกับปีกสูงกว่า จงหาค่าความดันท่ีปีก 

12. พิจารณาทรงกระบอกกลมวางขวางการไหลแบบ Hypersonic ให้  เป็นมุมของรัศมี ท่ีวัด
ระหว่างชายหน้าถึงจุดใดๆบนผิว การแจกแจงความดันรอบทรงกระบอกกำหนดโดยสมการ 

    cp = 2 cos2  สำหรับ  0    /2   และ   3/2    2  

   และ  cp = 0     สำหรับ  /2    3/2  
  จงคำนวณสัมประสิทธิ์แรงต้านสำหรับทรงกระบอก โดยใช้พื้นท่ีหน้าตัดขวางลมเป็นพื้นท่ีอ้างอิง 



 
 

บทที่ 2 
หลักการพื้นฐานและสมการ 

2.1  ความนำ 
 เหมือนกับท่ีช่างไม้ฝีมือดีต้องมีเครื่องมือท่ีดีและรู้จักใช้เครื่องเหล่านั้นอย่างเหมาะสมนักอากาศ
พลศาสตร์ท่ีดีก็ต้องการเครื่องมือทางอากาศพลศาสตร์ท่ีดีและต้องรู้จักใช้เครื่องมือเหล่านี้ประยุกต์กับ
งานด้านต่างๆอย่างถูกต้องเช่นกัน เครื่องมือทางอากาศพลศาสตร์ท่ีว่านี้สร้างขึ้นจากกฎพื้นฐานของ
ธรรมชาติและสมการทางคณิตศาสตร์ซึ่งส่วนใหญ่ได้เคยศึกษามาแล้วจากวิชากลศาสตร์ของไหล    
เนื้อหาในบทนี้จึงเกี่ยวข้องกับการพัฒนาแนวคิดและสมการท่ีมีความสำคัญยิ่งกับการศึกษาการไหลใน
แง่อากาศพลศาสตร์ท่ีจะต้องนำไปใช้ในการวิเคราะห์และทำความเข้าใจปัญหา ในการศึกษาแนวคิด
และสมการต่างๆเพื่อนำมาใช้สร้างเครื่องมือนี้นักเรียนอาจเกิดความประหลาดใจและสงสัยว่า
เครื่องมือท่ีสร้างขึ้นจะมีประโยชน์อะไรและจะนำไปใช้งานอย่างไรจึงจะให้คำตอบท่ีสมเหตุสมผล
ในทางปฏิบัติ  จึงอยากเน้นไว้ก่อนว่าในบทนี้เราเพียงแต่ใช้กฎเกณฑ์และสมการมาสร้างเครื่องมือทาง
อากาศพลศาสตร์ซึ่งแต่ละตัวดูจะมีเนื้อหาไม่ปะติดปะต่อกัน แต่ว่าแต่ละตัวจะมีความสำคัญสำหรับ
การวิเคราะห์และการทำความเข้าใจปัญหาท่ีจะนำมาพิจารณาถกแถลงในบทต่อไปแน่นอน ดังนั้นจึง
ขอให้นักเรียนจดจำทำความเข้าใจเครื่องมือแต่ละตัวไว้ก่อนเพื่อนำมาใช้ได้ในภายหลัง  เนื่องจาก
อากาศพลศาสตร์เกี่ยวข้องกับปริมาณหลายตัวท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง เช่น แรง และความเร็ว  
ปริมาณพวกนี้เป็นปริมาณเวคเตอร์ ดังนั้นคณิตศาสตร์ท่ีนำมาใช้ในอากาศพลศาสตร์จะง่ายขึ้นเมื่อ
แสดงในรูปของเวคเตอร์ ความสัมพันธ์พื้นฐานของเวคเตอร์ท่ีสำคัญ คือพีชคณิตของเวคเตอร์ (Vector 
algebra) และ แคลคูลัสของเวคเตอร์ (Vector calculus) ควรศึกษาทบทวนรายละเอียดจากตำรา
คณิตศาสตร์ของเวคเตอร์เพราะการศึกษาแนวคิดและสมการท่ีจะกล่าวถึงต่อไปจำเป็นต้องอาศัย
ความสัมพันธ์ของเวคเตอร์เหล่านี้เป็นอย่างมากเพื่อให้เกิดความเข้าใจ  

2.2 ทบทวนพีชคณิตของเวคเตอร์ (Review of Vector Algebra) 
 ปริมาณเวคเตอร์ A  ใดๆ มีขนาดและทิศทางท่ีแทนด้วยเส้นลูกศรในรูป 2.1ก ขนาดของ A คือ 
A


 เป็นปริมาณสเกลาร์ (Scalar) ท่ีแทนด้วยความยาวของเส้นลูกศร หน่วยเวคเตอร์ (Unit vector) 

n̂  กำหนดโดย ˆ A
n

A
=



  เป็นเวคเตอร์ท่ีมีขนาดหนึ่งหน่วยและมีทิศทางช้ีไปทางเดียวกับ A   
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รูป 2.1   แผนภูมิเวคเตอร์ (Anderson, 2016) 

 
 ถ้าให้ B  เป็นเวคเตอร์อีกตัวหนึ่งผลรวมของเวคเตอร์ A  และ B  จะได้เป็นเวคเตอร์ C


   

   A B C+ =
 

 (2.1) 
ซึ่งสร้างขึ้นโดยใช้กฎส่ีเหล่ียมด้านขนานหรือการต่อปลายลูกศรของ A

 กับโคนของ B
  ตามท่ีแสดงใน

รูป2.1ข ต่อไปพิจารณาเวคเตอร์ B


−  ซึ่งมีขนาดเท่ากับ B
  แต่มีทิศทางตรงข้ามกัน (ในรูปจะเป็น

ลูกศรท่ีปลายช้ีไปในทิศตรงข้ามกัน) ผลลบของเวคเตอร์ A  และ B
  จะได้เวคเตอร์ D

  
      DBA


=−  (2.2) 

ซึ่งสร้างโดยการต่อปลายลูกศรของ A
  กับโคนของ B


−  ตามรูป 2.1ค 

 การคูณกันของปริมาณเวคเตอร์มีสองแบบ สำหรับปริมาณเวคเตอร์ท่ีคูณกันแล้วผลคูณเป็น
ปริมาณสเกลาร์ เช่น เวคเตอร์ของแรงคูณเวคเตอร์ของระยะทางทำให้เกิดงาน เรียกการคูณสเกลาร์
(Scalar product) พิจารณาเวคเตอร์ A

  และ B
  ท่ีทำมุมกัน  ตามรูป2.1ง ผลคูณสเกลาร์ ของ A

  
และ B

  จะเป็น 
       = cosBABA


        (2.3) 

เมื่อ  คือมุมระหว่างเวคเตอร์ท้ังสอง สำหรับปริมาณเวคเตอร์ท่ีคูณกันแล้วผลคูณเป็นปริมาณ
เวคเตอร์ เช่น เวคเตอร์ของแรงคูณเวคเตอร์ของระยะแขนโมเมนต์  (Moment arm) ทำให้เกิด
เวคเตอร์โมเมนต์เรียกการคูณแบบนี้ว่าการคูณเวคเตอร์ (Vector product, cross product) ผลคูณ
เวคเตอร์ ของ A

  และ B
  จะเป็น 

       Gê)sinBA(BA


==        (2.4) 
เมื่อ  คือมุมระหว่างเวคเตอร์ท้ังสอง ผลลัพธ์ท่ีได้ G


 จะเป็นเวคเตอร์ท่ีต้ังฉากกับระนาบท่ีบรรจุ A

  
และ B

  และมีทิศทางเป็นไปตามกฎมือขวา (ทำนิ้วหัวแม่มือ นิ้วชี้ และนิ้วกลางของมือขวาให้ต้ังฉาก
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กัน แทนเวคเตอร์ A
  ด้วยนิ้วหัวแม่มือ แทนเวคเตอร์  B

  ด้วยนิ้วช้ี นิ้วกลางจะเป็นทิศทางของ
เวคเตอร์ G


) ตามรูป 2.2 จ 

 การบวก ลบ และคูณเวคเตอร์โดยการแทนเวคเตอร์ด้วยเส้นลูกศรท่ีกล่าวมาไม่สะดวกในทาง
ปฏิบัติโดยเฉพาะเมื่อต้องใช้อธิบายการไหลสามมิติ  ทางคณิตศาสตร์จึงนิยมเขียนเวคเตอร์ในรูป
ผลบวกของเวคเตอร์ส่วนย่อย (Component) ตามกำหนดพิกัดฉากได้แก่ พิกัดคาร์ทีเชียน พิกัด
ทรงกระบอก และพิกัดทรงกลมในพิกัดคาร์ทีเชียน (Cartesian coordinate) เวคเตอร์แต่ละตัวจะถูก

แตกออกตามแกนต้ังฉากสามแกน x  y และ z  ให้ ĵ,î  และ k̂ เป็นหน่วยเวคเตอร์ตามแกนท้ังสาม
ตามลำดับ ถ้า A

  เป็นเวคเตอร์ใดๆ ในพิกัดคาร์ทีเชียนจะได้ 
      k̂AĵAîAA zyx ++=


 

เมื่อ Ax, Ay และ Az  คือขนาดของเวคเตอร์ย่อยตามแกน x,y และ z ตามลำดับ ในพิกัดทรงกระบอก
(Cylindrical coordinate) เวคเตอร์แต่ละตัวจะถูกแตกออกตามแนวรัศมี (r) และต้ังฉากกับรัศมี ()
ในระนาบ xy และตามแกน z ให้ ê,êr  และ zê เป็นหน่วยเวคเตอร์ตามแนวท้ังสามตามลำดับ     
ถ้า A

  เป็นเวคเตอร์ใดๆในพิกัดทรงกระบอกจะได้ 

      zzrr êAêAêAA ++= 


 

เมื่อ Ar, A  และ Az  คือขนาดของเวคเตอร์ย่อยตามแกน r,  และ z ตามลำดับ ในพิกัดทรงกลม
(Spherical coordinate) เวคเตอร์แต่ละตัวจะถูกแตกออกตามแนวรัศมี (r) ต้ังฉากกับรัศมีในระนาบ 
rz () และแนวตั้งฉากกับรัศมีในระนาบ xy () ให้ ê,êr  และ ê  เป็นหน่วยเวคเตอร์ตามแนวทั้ง
สามตามลำดับ ถ้า A

 เป็นเวคเตอร์ใดๆในพิกัดทรงกระบอกจะได้ 

       ++= êAêAêAA rr

  
เมื่อ Ar, A  และ A  คือขนาดของเวคเตอร์ย่อยตามแกน r,  และ   ตามลำดับ    
 ในรูปนี้การคูณเวคเตอร์สองตัวใดๆ ท่ีเขียนในพิกัดเดียวกันสามารถทำได้สะดวกโดยใช้
ความสัมพันธ์ตามสมการ (2.3) มาช่วยจะได้ว่า ในพิกัดคาร์ทีเชียน    
    1k̂k̂ĵĵîî ===    และ    0îk̂k̂ĵĵî ===  
และจากสมการ (2.4) จะได้ 

0k̂k̂ĵĵîî ===   
k̂ĵî =  ;  îk̂ĵ =  ;  ĵîk̂ =   

       îĵk̂ −=  ;  k̂îĵ −=  ;  ĵk̂î −=  
ดังนั้นผลคูณของเวคเตอร์ A

  และ B
  จะเป็น  

           BA

  = zzyyxx BABABA ++         (2.5) 

และ             BA


  =  )BABA(k̂)BABA(ĵ)BABA(î xyyxzxxzyzzy −+−+−   



 66 

หรือ                                  BA


  =    
zyx

zyx

BBB

AAA

k̂ĵî

        (2.6) 

 สำหรับในพิกัดทรงกระบอกและพิกัดทรงกลมจะได้ผลลัพธ์ทำนองเดียวกันแต่จะมีรายละเอียดท่ี
แตกต่างไปเนื่องจากหน่วยเวคเตอร์ ê,êr , zê  และ ê  จะมีทิศทางหมุนเปล่ียนไปมาได้ ผู้เรียน
สามารถทบทวนรายละเอียดของเรื่องนี้ได้จากตำราคณิตศาสตร์ 
 

2.3   คุณสมบัติของสนาม (Field Properties) 
 คุณสมบัติของการไหลท่ีสำคัญและเป็นท่ีสนใจได้แก่ ความดัน อุณหภูมิ ความหนาแน่น และ
ความเร็วท่ีจริงแล้วเป็นคุณสมบัติของอนุภาคอากาศท่ีไหลเคล่ือนท่ีไปในบริเวณท่ีเรามุ่งความสนใจ 
เช่นรอบแพนอากาศ ในวิชากลศาสตร์การอธิบายคุณสมบัติเหล่านี้ทำได้ในสองแง่ คือ หนึ่งในแง่ เป็น
คุณสมบัติของสนาม (Field properties) คือการอธิบายค่าของความดัน อุณหภูมิ และอื่นๆ ท่ีแต่ละ
จุดในบริเวณของการไหลไปพร้อมๆ กันทีเดียวในแต่ละช่วงเวลา (Anderson, 2016) กล่าวอีกอย่างคือ 
การอธิบายคุณสมบัติในรูปฟังก์ช่ันของตำแหน่งในสนามการไหลและเวลา กับสองในแง่เป็นคุณสมบัติ
ของอนุภาคของไหล (Fluid particle properties) คืออธิบายค่าคุณสมบัติของอนุภาคเล็ก ๆ ท่ี
จำเพาะเจาะจงอันหนึ่งท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหล ณ เวลาใดๆ 
 การทราบคุณสมบัติของการไหลในแง่การอธิบายในลักษณะแรกเป็นท่ีต้องการสำหรับปัญหา
อากากาศพลศาสตร์เพราะคงจำได้จากบทที่ 1 ว่าความดันกับแรงเฉือนรอบผิววัตถุท่ีกระแสอากาศ
ไหลผ่านสามารถนำมาคำนวณแรงและโมเมนต์อากาศพลศาสตร์ท่ีเกิดข้ึนได้ ดังนั้นการทราบความดัน
ท่ีกดอยู่โดยรอบผิววัตถุทั้งหมดและความเร็วของกระแสอากาศรอบวัตถุท่ีสัมพันธ์กับแรงเฉือนบน
ผิววัตถุในขณะเดียวกันจึงเป็นคำตอบของปัญหาการเกิดแรงบนวัตถุ เราจึงต้องการทราบความดัน
และความเร็วของกระแสอากาศของจุดทุกจุดบนผิววัตถุพร้อมกัน กล่าวอีกอย่างคือเราต้องการทราบ
ความดันและความเร็ว(รวมถึงอุณหภูมิและคุณสมบัติอื่นๆ) ในรูปท่ีเป็นฟังก์ช่ันของตำแหน่งและเวลา 
อย่างไรก็ตามเนื่องจากการเปล่ียนแปลงของคุณสมบัติใดๆ ในสนามการไหลจะมีการเปล่ียนแปลงอยู่
ภายใต้กฎเกณฑ์ทางฟิสิกส์พื้นฐาน 3 ข้อ และกฎท้ัง 3 ข้อจะใช้ได้เฉพาะกับคุณสมบัติของมวลท่ี
จำเพาะเจาะจงชุดหนึ่งเสมอ (มวลจำนวนนี้คือ“ระบบ”ในวิชาเทอร์โมไดนามิกส์) กล่าวคือในขณะท่ี
อนุภาคของไหลท่ีมีมวลแน่นอนอนุภาคหนึ่งเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหลเนื่องจากอนุภาคของของไหล
ประกอบขึ้นด้วยมวลของของไหลท่ีแน่นอนจำนวนหนึ่งเพราะฉะนั้นขณะท่ีเคล่ือนท่ีไปมันจะต้อง (1) มี
มวลคงท่ี (Conservation of mass, กฎความถาวรของมวล) (2) การเปล่ียนแปลงความเร็วจะเป็นผล
จากแรงภายนอกท่ีมากระทำ (Conservation of momentum, กฎความถาวรของโมเมนตัมหรือกฎ
การเคล่ือนท่ีของนิวตัน)  และ (3) อัตราการเปล่ียนแปลงระดับของพลังงานภายใน จะขึ้นอยู่กับการ
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ถ่ายเทความร้อนและงานจากส่ิงแวดล้อม (Conservation of  Energy, กฎความถาวรของพลังงานหรือ
กฎข้อท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์) กฎท้ังสามแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความดัน ความเร็ว อุณหภูมิ 
ฯลฯ ของอนุภาคของไหลขณะเคล่ือนท่ีออกมาเป็นสมการ แต่ดังที่กล่าวแล้วว่าการอธิบายคุณสมบัติ
ในแง่คุณสมบัต ิของอนุภาคของไหลไม่เป็นที ่สนใจและไม่สะดวกที ่จะนำไปใช้ในงานอากาศ
พลศาสตร์และเราต้องการการอธิบายคุณสมบัติในแง่คุณสมบัติของสนามมากกว่า ดังนั้นเราจะต้อง
พยายามโยงคุณสมบัติของอนุภาคเข้ากับคุณสมบัติของสนามให้ได้ เพื่อสร้างความสัมพันธ์ของ
คุณสมบัติของสนามโดยใช้กฎพื้นฐานท้ังสาม รายละเอียดเรื่องนี้จะได้กล่าวถึงต่อไป 
 

2.4   สนามของสเกลาร์ และสนามของเวกเตอร์ (Scalar & Vector Fields) 
 ปริมาณสเกลาร์ท่ีถูกกำหนดให้เป็นฟังก์ช่ันของตำแหน่งและเวลา เรียกว่าสนามของสเกลาร์ 
(Scalar field) คุณสมบัติ เช่น ความดัน อุณหภูมิ และความหนาแน่น เป็นปริมาณสเกลาร์ ดังนั้น 
  p = p (x, y, z, t) 
   =  (x, y, z, t) 
  T = T (x, y, z, t) 
เป็นสนามสเกลาร์ของความดัน ความหนาแน่น และอุณหภูมิ เช่นเดียวกันปริมาณเวคเตอร์ท่ีถูก
กำหนดให้เป็นฟังก์ช่ันของตำแหน่งและเวลาเรียกว่าสนามของเวคเตอร์ (Vector field) ตัวอย่างเช่น
เวคเตอร์ความเร็ว    

k̂VĵVîV  V zyx ++=


  
เมื่อ         Vx = Vx(x, y, z, t)   

 Vy = Vy(x, y, z, t)   
 Vz =  Vz(x, y, z, t)   

เป็นสนามของเวคเตอร์ความเร็วในกรอบคาร์ทีเชียน (Cartesian space) สังเกตว่าสนามของเวคเตอร์
ความเร็วกำหนดได้ด้วยสนามสเกลาร์ของส่วนย่อย (Component) ของความเร็ว 3 สนามทับซ้อนกัน  
และในตัวอย่างข้างบนคุณสมบัติเป็นฟังก์ช่ันของพิกัดคาร์ทีเชียน (Cartesian coordinate) หรือพิกัด 
x, y, z แต่ความสัมพันธ์แบบเดียวกันในพิกัดทรงกระบอก (Cylindrical coordinate) หรือพิกัด r, , 
z  และพิกัดทรงกลม (Spherical coordinate) หรือพิกัด r,, ก็อาจใช้ได้เช่นกัน 
       สังเกตว่าสนามของความเร็วกำหนดด้วยค่าของขนาดและทิศทางท่ีแต่ละจุดในการไหลซึ่ง
ต่างจากสนามของสเกลาร์ ถ้านิยามให้เส้นกระแส (Streamline) เป็นเส้นโค้งซึ่งจุดทุกจุดบนเส้นมี     
แนวสัมผัสเส้นโค้งอยู่ในทิศทางเดียวกันกับเวคเตอร์ของความเร็วท่ีจุดนั้น เราอาจจะใช้เส้นกระแส
สร้างภาพการไหลตามท่ีแสดงในรูป 2.2 และอธิบายสนามของความเร็วได้โดยใช้สมการเส้นกระแสกับ 
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รูป 2.2   เวคเตอร์ของความเร็วและเส้นกระแส (Anderson, 2016) 

ขนาดของความเร็วที่แต่ละจุดมาประกอบกัน ให้ค่าสมบูรณ์ของความเร็ว V


แสดงด้วยสัญลักษณ์ V


 
และสมการเส้นกระแสแสดงด้วยรอยตัดของพื้นผิวสองพื้นผิว(นักเรียนทบทวนเรื่องนี้ได้จากตำรา
คณิตศาสตร์) เราอาจอธิบายสนามความเร็วได้โดยชุดสมการ 
    V


  =  f (x, y, z)  ;  f1 (x, y, z) =  0  ;   f2 (x, y, z)  =  0 

ในปัญหาสองมิติความสัมพันธ์ลดลงเหลือเพียงสมการสองสมการท่ีใช้อธิบายลักษณะสนามของ
ความเร็วได้ ดังจะเห็นจากตัวอย่างต่อไปนี้ 
             
ตัวอย่าง 2.1   ในเนื้อของวิชาอากาศพลศาสตร์มีหลายครั้งท่ีข้อมูลของเส้นกระแส (Streamline) 
และขนาดของความเร็วเป็นส่ิงท่ีถูกกำหนด  แต่ในการคำนวณต้องการทราบส่วนย่อย (Component) 
ของความเร็วท่ีเป็นฟังก์ช่ันของพิกัดจุดเพื่อนำไปใช้จึงต้องคำนวณแปลงค่าข้อมูลจากแบบแรก   ใน

การไหลสองมิติการแปลงค่ากระทำโดยหลักความจริงว่าอัตราส่วนส่วนย่อยของความเร็ว 
u

v  จะ

เท่ากับความชันของเส้นกระแสท่ีทุกจุดในสนามการไหล และขนาดของความเร็วจะเท่ากับ 22  v u +   
ข้อมูลนี้ให้สมการสองสมการบนตัวแปรไม่ทราบค่าสองตัว คือ 

     
u

v
    

dx

dy
=  และ   V


 =  22  v u +  

และอาจนำไปใช้หาความเร็ว u และ v ในรูปฟังก์ชั่นของ x,y ได้ ตัวอย่างเช่น  สมมติว่าเส้น
กระแสเป็นเส้นรอบวงของวงกลมและขนาดของความเร็วมีค่าคงท่ีบนเส้นกระแสแต่ละเส้นตามรูป
2.3  จงหาว่าส่วนย่อยความเร็ว u และ v มีค่าเป็นฟังก์ช่ันของ x, y  อย่างไร 
วิธีทำ   กำหนดให้เส้นกระแสเป็นเส้นรอบวงของวงกลมดังนั้นสมการของเส้นกระแสจะเป็น 
        x2 + y2 = constant       (i)    
กำหนดให้ขนาดของความเร็วคงท่ีบนเส้นกระแสแต่ละเส้น ดังนั้นจะได้ 
                  V


 =  f (x2 + y2)      (ii) 

จากสมการ(i)          
dx

dy  = 
u

v
    

y

x
=−  

จากความสัมพันธ์เวคเตอร์                  22  v uV +=

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  จากสมการ (ii) 
2

u

v
  1u 








+   =  f (x2 + y2) 

แทนค่า 
y

x
−  สำหรับ 

u

v  ในสมการและแก้สมการหาค่า u    

จะได้     u  =  + 
22

22

y  x

)y  (x f y

+

+    =  + 
r

f(r) y   ตอบ                    

เมื่อ x2 + y2 = r2  ทำนองเดียวกัน                          

      v  =  – 
22

22

y  x

)y  (x f x

+

+    =  – 
r

f(r) x   ตอบ                   

 
 
 
 
 
                        
  

รูป 2.3  ตัวอย่าง 2.1 (Anderson, 2016) 
 
 ในสมการของ u และ v ท่ีเป็นคำตอบ r คือขนาดของรัศมีในพิกัดเชิงมุม (Polar coordinate) 
ซึ่งมีค่าคงท่ีบนวงกลมแต่ละวง u และ v ถูกกำหนดให้มีเครื่องหมายตรงข้ามกันเพื่อให้สอดคล้องกับ

ความสัมพันธ์ 
u

v  = – 
y

x  และจะกำหนดให้ ตัวใดเป็นลบก็ได้เพราะ ทิศทางของความเร็ว V


         

( ĵvîu + ) จะกำหนดโดยค่าของ f(r)  ซึ่งอาจเป็นบวกหรือลบก็ได้ ถ้า f(r) เป็นบวกค่าของ u และ v 
จะเป็นตามสมการ ถ้า f(r) เป็นลบค่าของ u และ v จะเป็นตรงข้ามกับสมการ แต่ไม่ว่าจะเป็น
กรณีใดก็ตามคำตอบจะเป็นไปตามข้อกำหนดของการไหล คือ เส้นกระแส (Streamline) เป็นวงกลม
และ ขนาดของความเร็วมีค่าคงท่ีบนเส้นกระแสแต่ละเส้น 
หมายเหตุ ใน ตัวอย่างนี้ ถ้าพิ จารณาคำตอบในพิกัด เชิงมุม  (Polar coordinate) ท่ี ส่วนย่อย
(Component) ของความเร็วจะอยู่ในแนวรัศมีและต้ังฉากกับรัศมี  Vr  และ V  แล้วการพิจารณาจะ
ง่ายกว่าในพิกัดคาร์ทีเชียนมาก เส้นกระแสจะกำหนดด้วยสมการ r = cont. และทิศทางของความเร็ว
จะอยู่ในแนวเส้นสัมผัสกับเส้นกระแส (ในท่ีนี้คือเส้นรอบวงวงกลม) เสมอ ดังนั้นส่วนย่อยของความเร็ว
ในแนวรัศมี Vr ซึ่งต้ังฉากกับเส้นรอบวงจะมีค่าเป็นศูนย์ ความเร็วจึงกำหนดโดยสมการ Vr = 0 และ V =  
f(r) และส่วนย่อยของความเร็ว u กับ v ในคำตอบข้างบนจะเป็นส่วนย่อยของ V  ในทิศทาง x กับ y 
นั่นเอง 
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2.5   เกรเดียนของสนามสเกลาร์ (Gradient of Scalar Field) 
 คุณสมบัติของสนามสเกลาร์ เช่น ความดัน อุณหภูมิ และอื่น ๆ  ถ้าไม่เปล่ียนแปลงไปกับเวลา          
เราถือว่าอยู่ในสภาวะคงตัว (Steady) พิจารณาสนามสเกลาร์ 
                         p  =  p (x, y, z)  
เกรเดียนของ p (แทนด้วย p

 ) ณ จุดใดในบริเวณท่ีพิจารณา เป็นเวคเตอร์ท่ี 
       ก)  ขนาดของมันเป็นค่าสูงสุดของการเปล่ียนแปลงของ p ต่อหน่วยระยะทาง ณ จุดนั้น 
      ข)  ทิศทางเป็นทิศทางของเวคเตอร์ท่ีแสดงการเปล่ียนแปลงสูงสุด ณ จุดนั้น 
 

                  
                                            (ก)                                            (ข) 

รูป 2.4  (ก) เส้นเท่าและเส้นเกรเดียนของสนามสเกลาร์    (ข) Directional derivative 
               (Anderson, 2016) 
 
 ลองพิจารณาสนามความดันสองมิติในรูป 2.4 ก เป็นตัวอย่าง ในรูปเส้นทึบเป็นเส้นความดันคงท่ี
คือเส้นท่ีลากต่อจุดท่ีมีค่าความดันเท่ากันในสนาม เส้นอย่างนี้ เรียกว่าเส้นเท่า  (Isoline) ต่อไป
พิจารณาจุด (x,y) ใดๆในรูป 2.4 ก ถ้าเราขยับจากจุดนี้ไป p จะมีค่าเปล่ียนแปลงเนื่องจากเรา
เคล่ือนท่ีออกจากจุดเดิมไปสู่ตำแหน่งใหม่ในสนาม การเปล่ียนแปลงค่าของ p ต่อระยะทางไปใน
ทิศทางต่างๆจะไม่เท่ากัน และจะต้องมีทิศทางใดทิศทางหนึ่งจากจุดนี้ ท่ีการเปล่ียนแปลงของ p ต่อ
หน่วยระยะทางจะมีค่าสูงสุด เรานิยามให้ทิศทางนี้เป็นทิศทางของเกรเดียนของ p ซึ่งแสดงในรูป   
ขนาดของ p

  คืออัตราการเปล่ียนแปลงของ p ไปในทิศทางนั้น ท้ังขนาดและทิศทางของ p
  จะ

เปล่ียนไปตามตำแหน่งในบริเวณ เส้นท่ีลากในบริเวณโดยมี p
  อยู่ในแนวเส้นสัมผัสทุกจุดเรียกเส้น

เกรเดียน (Gradient line) แสดงเป็นเส้นประในรูป เส้นเกรเดียนและเส้นเท่าจะตัดกันเป็นมุมฉากทุก
จุดในบริเวณเสมอ (จะพิสูจน์ให้เห็นต่อไป) 
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 พิจารณา p
  ณ จุดใดๆ (x,y) ตามท่ีแสดงในรูป 2.4 ข เลือกทิศทาง s ใดๆออกจากจุด และ n̂

เป็นหน่วยเวคเตอร์ในทิศทาง s อัตราการเปล่ียนแปลงของ p ไปในทิศทาง s จะเป็น 

        n̂p
ds

dp
=


               (2.7) 

ในสมการ(2.7) dp/ds เรียกว่า “Directional derivative” ในทิศทาง s สังเกตว่าจากสมการ (2.7) 
อัตราการเปล่ียนแปลงของ p ในทิศทางใดๆ จะเป็นส่วนย่อยของเวคเตอร์ p

  ในทิศทางนั้น 
 อธิบายการเปล่ียนแปลง p จากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่ งโดยใช้การกระจายอนุกรมของ 
เทย์เลอร์ (Taylor’s serie expansion) ให้  pA และ pB  เป็นค่าของ p ท่ีจุด A และจุด B ในสนาม 
จะได้ 
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 ให้จุด B เข้าใกล้จุด A จนเกือบทับกัน ดังนั้น (pB – pA) เข้าสู่ค่า dp , (xB – xA) เข้าสู่ค่า dx , 
(yB – yA) เข้าสู่ค่า dy และ(zB – zA) เข้าสู่ค่า dz ในขีดจำกัดนี้ เทอมท่ี 4 ขึ้นไปในอนุกรมมีค่าน้อย
และตัดท้ิงได้ เพราะฉะนั้น 

     dz
z

  dy
y

  dx
x

dp
ppp








+








+








=











            (2.8) 

 สมการ (2.8) สามารถขยายต่อไปโดยใช้นิยามของ“Directional derivative” ซึ่งแสดงอัตรา
การเปล่ียนแปลงของ p เทียบต่อระยะทางไปในทิศทางหนึ่ง เรากำหนดทิศทางการเปล่ียนแปลงของ 
p ในช่ัวขณะหนึ่งๆ ให้อยู่ในแนวสัมผัสกับเส้นโค้งอันหนึ่ง ณ จุดท่ีกำหนด ให้ s เป็นตัวแปรแสดง
ระยะทางท่ีวัดไปตามเส้นโค้งท่ีกำหนดจากจุดอ้างอิง  ดังนั้นพิกัดจุด (x, y, z) และ ค่าความแตกต่าง
น้อยๆ (Differentials) dx, dy, dz ณ จุดใด ๆ บนโค้ง s จะเป็น 

     x = x(s) และ  dx  =  








ds

dx ds            (2.9a) 

     y = y(s) และ  dy  = 








ds

dy ds            (2.9b) 

     z = z (s) และ  dz  = 








ds

dz ds       (2.9c) 

 แทนสมการ  (2.9) ในสมการ  (2.8) จะ ได้การเป ล่ียนแปลงของ p ไปตาม เส้น โค้ง  s            
(การเปล่ียนแปลงของ p ในแนวสัมผัสกับโค้ง) 
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 ในรูป 2.5 ก เส้นโค้ง s แสดงร่วม กับเส้นเท่า (Isoline) ซึ่งคือแนวเส้นโค้งท่ี p มีค่าคงท่ี และ
เส้น เกรเดียน  (Gradient line) ซึ่ งแสดงแนวท่ี  p มีการเป ล่ียนแปลง สูงสุด  จากรูป  2.5 ก            
การเปล่ียนแปลงตามเส้นโค้ง s ของ x และ y  คือ 

     =  cos    
ds

dx  และ      = sin     
ds

dy  

ดังนั้น    








+= sin   

y
    cos  

xds

dp pp        (2.11) 

 จะเห็นจากรูป 2.5 ก ว่าค่าของ p ท่ีกระจายอยู่ในระนาบสองมิติถูกกำหนดด้วยชุดของเส้นเท่า
หรือชุดของเส้นเกรเดียน หาความสัมพันธ์ระหว่างแนวท้ังสองจะได้ ในรูป 2.5 ก ท่ีจุด A เส้นโค้ง s  

สัมผัสกับแนว p1 คงท่ี ดังนั้นท่ีจุดนี้  
ds

dp  =  0 ให้  i  แทนทิศทางตามแนวเส้นสัมผัสท่ีจุด A จาก

สมการ (2.11) จะได้ว่า 

      
y / p

x / p
itan




−=         (2.12) 

 ทำนองเดียวกันให้ g  แสดงทิศทางของแนวเส้นสัมผัสโค้งท่ีจุด B ซึ่งแนวเส้นโค้งสัมผัสกับเส้น

เกรเดียน ดังนั้น 
ds

dp  จะมีค่าสูงสุดท่ีจุดนี้ ค่า g  จึงเป็นค่ามุม  ซึ่งอนุพันธ์ของสมการ (2.11) 

เทียบต่อ   เป็นศูนย์ 

                 








 ds

dp

d

d  =  0  = gg  cos  
y

   sin   
x

pp










+−  

                      gtan  =  
x / p

y / p



        (2.13) 

 

              
                               (ก)                                                                       (ข) 

รูป 2.5  เกรเดียนเวคเตอร์ (Anderson, 2016) 
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 จะเห็นว่าทางขวาของสมการ (2.13) เป็นลบส่วนกลับของสมการ (2.12)  จึงสรุปได้ว่า ทุกจุดใน
สนาม ค่าความชันของแนวสัมผัสของเส้นเท่ากับเส้นเกรเดียนจะต้ังฉากกัน เพราะฉะนั้นเส้น เกรเดียน 
กับเส้นเท่าจะต้ังฉากกันท่ีทุกจุดในสนาม 
 สังเกตว่าการเปล่ียนแปลง p ต่อระยะทางในแนวเส้นเกรเดียนมีค่าสูงสุดดังนั้น 

     gg sin   
y
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xds

dp pp
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
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+=


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       (2.14) 

จากสมการ (2.14) และรูป 2.5 ข จะได้    
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นั่นคือการเปล่ียนแปลงสูงสุดของ p จะมีค่า 
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 และมีทิศทางท่ีกำหนดโดยหน่วยเวคเตอร์ (Unit vector)    

      n̂  =  
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       (2.16) 

 ดังนั้นสำหรับสเกลาร์ฟังก์ช่ัน p (x, y)  เวคเตอร์ท่ีได้จากผลบวกของอัตราการเปล่ียนแปลงของ 

p ไปในทิศทาง x และ  y , ĵ 
y

p
  î 

x

p




+



  , จะเป็นเวคเตอร์ท่ีมีขนาดเท่ากับอัตราการเปล่ียน แปลงต่อ

ระยะทางของ p สูงสุด และช้ีไปในทิศทางของการเปล่ียนแปลงสูงสุด (หรือสัมผัสกับเส้นเกรเดียน)
เรียกเวคเตอร์นี้ว่า เกรเดียนของ p (grad p, p

 ) สังเกตว่า 
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 จะได้ 

                                        grad p = p
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ผลสรุปท่ีได้จะเป็นจริงเช่นกันในบริเวณ 3 มิติ ดังนั้นเกรเดียนของ p 
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ในพิกัดคาร์ทีเชียน เมื่อ k̂ 
z

  ĵ 
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  î 
x 


+




+




=


  เราอาจแทน p ด้วยสนามสเกลาร์ใดๆ เช่น 

สนามของอุณหภูมิหรือสนามของความหนาแน่นก็ได้ เช่น 

   T
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z

T
  ĵ 
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T
  î 

x

T


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+




+


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จะเป็นเวคเตอร์ท่ีช้ีไปในทิศทางท่ีอุณหภูมิมีการเปล่ียนแปลงต่อระยะทางสูงสุด และมีขนาดเท่ากับ
อัตราการเปล่ียนแปลงสูงสุดนั้นและเป็นไปในทำนองเดียวกันสำหรับสเกลาร์ฟังก์ช่ันอื่นๆ 
  ในการพิจารณาท่ีผ่านมาเราใช้พิกัดคาทีเชียน คือ  p = p (x, y, z)  แต่การกำหนดตำแหน่งใน
สนามเราอาจใช้พิกัดทรงกระบอกหรือพิกัดทรงกลมก็ได้ ดังนั้นเกรเดียนของคุณสมบัติ (p, T, ) อาจ
แสดงในพิกัดทรงกระบอก p = p(r,, z) 
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   (2.18) 

และในพิกัดทรงกลม   p = p(r, , ) 
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2.6   ไดเวอเจนส์ของสนามเวคเตอร์ (Divergence of a Vector Field) 
 สนามของเวคเตอร์ท่ีสำคัญในการศึกษาการไหลก็คือสนามของความเร็ว สนามของเวคเตอร์ต่าง
จากสนามสเกลาร์ในแง่ท่ีค่าของเวคเตอร์ (ในท่ีนี้คือความเร็ว) ณ จุดใดๆ ในการไหลมีท้ังขนาดและ
ทิศทาง  การเปล่ียนแปลงของสนามเวคเตอร์จึงขึ้นอยู่กับการเปล่ียนแปลงขนาดและทิศทางอย่างใด
อย่างหนึ่งหรือท้ังสองอย่างประกอบกัน ให้ V


เป็นเวคเตอร์ของความเร็วซึ่งเขียนในรูปส่วนย่อย

(Component) ในพิกัดคาร์ทีเชียน 
 V


 =  k̂  w ĵ  v î u ++  (2.20) 

เมื่อ u, v, w  เป็นความเร็วย่อยตามแกน x, y และ z การกำหนดสนามของความเร็วทำได้โดยกำหนด 
u, v, w เป็นฟังก์ช่ันของ x, y, z และ t จะเห็นว่าการเปล่ียนแปลงของความเร็ว V


 ในสนามท่ีเกิด

จาก 

   V
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  =  
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v
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
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+




+



    (2.21) 

มีความหมายคนละอย่างกับเกรเดียนของความดัน  สมการ (2.21) แสดงค่า V

  เรียกไดเวอเจนส์ 

(divergence) ของสนามความเร็ว เราจะพิสูจน์ให้เห็นว่าค่า V

 จะเท่ากับอัตราการเปล่ียนแปลง

ของปริมาตรเทียบต่อปริมาตรเดิมของอนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหล (Flow field) ใน
หัวข้อต่อไป 
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 ในสมการ (2.21) ไดเวอเจนส์ของความเร็วอยู่ในพิกัด x, y, z สำหรับในพิกัดทรงกระบอก และ
พิกัดทรงกลมไดเวอเจนส์ของความเร็วจะเป็น 

      V

  =   ( )

z

V
  

V
 

r

1
  

r

V r
 

r

1 zr




+




+



        (2.22) 

เมื่อ Vr , V  และ Vz  เป็นส่วนของความเร็วในแนว r, , z ของพิกัดทรงกระบอก และ 

    V

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
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1
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2
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  (2.23) 

เมื่อ Vr , V  และ V  เป็นส่วนของความเร็วในแนว r, ,  ของพิกัดทรงกลม 

2.7   เคอร์ของสนามเวคเตอร์ (Curl of a Vector Field) 
 การเปล่ียนแปลงของสนามความเร็วนอกจากในรูปไดเวอเจนส์ของความเร็ว V


  อย่างใน

หัวข้อ 2.5 แล้ว ยังอาจพิจารณาการเปล่ียนแปลงท่ีเป็นรูปของการคูณกันแบบเวคเตอร์ 
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 เรียก V


 ว่าเคอร์ (Curl) ของสนามความเร็ว จะเห็นว่าไดเวอเจนส์เป็นการเปล่ียนแปลงของ
สนามความเร็วท่ีมีค่าเป็นสเกลาร์ ส่วนเคอร์เป็นการเปล่ียนแปลงของสนามความเร็วท่ีแสดงค่าเป็น
เวคเตอร์ จะพิสูจน์ต่อไปให้เห็นว่าเคอร์ของความเร็ว, V


 , จะมีค่าเป็นสองเท่าของความเร็วเชิงมุม

แต่ละจุดของสนามการไหล ในสมการ (2.24) เคอร์ของความเร็วอยู่ในพิกัด x, y, z สำหรับในพิกัด
ทรงกระบอก 
    V


 = zzrr êVêVêV ++   

เคอร์ของสนามความเร็วจะเป็น  
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ในพิกัดทรงกลม     V


  =  ++ êVêVêV rr  
เคอร์ของสนามความเร็วจะเป็น 

      V

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2.8   ความหมายของอนุพันธ ์(Derivative) ของสนามความเร็วในทางกายภาพ 
 การเปล่ียนแปลงของสนามความเร็วท้ังไดเวอเจนส์และเคอร์ในพิกัดคาร์ทีเชียนจะเกี่ยวข้องกับ
อนุพันธ์ (Derivative) หรือเกรเดียนของความเร็ว u, v และ w เทียบกับ x, y, z  ในรูปของเกรเดียน
ของความเร็วย่อย (Houghton & Carpenter, 2019) 

       

z

u

z

v

z

u

y

w

y

v

y

u
x

w

x

v

x

u








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
























 

อนุพันธ์ท้ัง 9 ตัวท่ีปรากฏอยู่ในไดเวอเจนส์และเคอร์มีความหมายทางกายภาพ ดังนี้ 
 2.8.1  ความหมายของไดเวอเจนส์ของสนามความเร็ว 
 พิจารณาอนุภาคของไหล (Fluid particle) รูปส่ีเหล่ียมลูกบาศก์ขนาด dxdydz  ท่ีมีด้าน
ขนานกับแกน x ,y ,z เคล่ือนท่ีอยู่ในสนามความเร็วที่เกรเดียนของความเร็วย่อยทุกตัวเป็นศูนย์ยกเว้น 

x

u



 , 
y

v



  และ 
z

w



  ให้ u, v, w เป็นความเร็วตามแกน x ,y ,z  ของจุด A  ตามท่ีแสดงในรูป 2.6        

               
                           (ก)                                          (ข) 

 
(ค) 

รูป 2.6  แสดงอัตราการเพิ่มความยาวด้านต่อหน่วยเวลา (Houghton & Carpenter, 2019) 
 พิจารณาด้านของอนุภาคท่ีต้ังฉากกับแกน x ในรูป2.6 ก หน้าด้านซ้ายของลูกบาศก์ท่ีทับ
อยู่บนแกน y จะเคล่ือนท่ีไปทางขวาในทิศทางตามแกน x ด้วยความเร็ว u เสมอกันท้ังหน้า ส่วนหน้า
ด้านขวาของลูกบาศก์อยู่ท่ีระยะห่างออกมาตามแกน x เป็นระยะ dx จะเคล่ือนท่ีไปทางขวาในทิศทาง
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ตามแกน x ด้วยความเร็ว u + 
x

u



 dx ทำให้ในช่วงเวลา dt ส้ันๆ ลูกบาศก์จะเคล่ือนท่ีในลักษณะท่ี

ความยาวของด้านท่ีขนานกับแกน x ซึ่งมีความยาวเดิม dx จะยืดออกเป็น dx + 
x

u



 dx dt (หรือหด

ส้ันลงถ้า 
x

u



  เป็นลบ) ทำนองเดียวกันด้านของลูกบาศก์ท่ีขนานกับแกน y จะยาวขึ้นจาก dy เป็น  

dy +
y

v



 dy dt และด้านของลูกบาศก์ท่ีขนานกับแกน z จะยาวขึ้นจาก dz เป็น dz + 
z

w



 dz dt 

เพราะฉะนั้นอนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีในสนามความเร็วท่ีมีเกรเดียน 
x

u



 , 
y

v



  และ 
z

w



  จะมีการ

เเปล่ียนแปลงปริมาตรขณะกำลังเคล่ือนท่ีผ่านออกจากจุดใด ๆ ในสนามท่ีหาได้จาก 
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พิจารณาทางขวาของสมการเทอมแรกของเศษมีผลคูณเป็น   
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ในขีดจำกัด dt → 0  เทอมหลังเทอมท่ี 4 จะมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับส่ีเทอมแรก เพราะฉะนั้น                                                                         
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จะได้  
dt

d
 

dxdydz

1   = 
z
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v
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u


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+




+



    =   V
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  

แต่   dxdydz    =     ดังนั้น 

   V

  = 
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1 


         (2.27) 

 นั่นคือ ไดเวอเจนส์ของความเร็วแสดงอัตราการเปล่ียนแปลงปริมาตรเทียบต่อปริมาตรเดิม
ของอนุภาคของไหล ณ จุดใด ๆ ในสนามของการไหลขณะท่ีอนุภาคของไหลกำลังเคล่ือนท่ีออกจากจุด
นั้น ท่ีสำคัญคือสนามความเร็วท่ี V


  =  0 แสดงว่าอนุภาคของไหลเคล่ือนท่ีอยู่ในสนามในลักษณะ

ท่ีเมื่อเคล่ือนท่ีจากจุดหนึ่งไปอีกจุดหนึ่งปริมาตรของมันไม่เปล่ียนแปลง ดังนั้นความหนาแน่นของ



 78 

อนุภาคจะคงท่ี กล่าวอีกอย่างคือสนามความเร็วท่ีมีค่าไดเวอเจนส์เป็นศูนย์เป็นสนามความเร็วของการ
ไหลท่ีมีค่าความหนาแน่นคงท่ีหรือเป็นการไหลท่ีไม่มีการอัดตัว (Incompressible flow) นั่นเอง 
ตัวอย่าง 2.2   สนามของการไหลอันหนึ่งกำหนดด้วยสนามความเร็วแบบ 2 มิติ  u = x3 sin y ;  
v = 3x2 cos y จงแสดงว่าการไหลเป็นแบบไร้การอัดตัว 
วิธีทำ จากสมการท่ี (2.20) การไหลไร้การอัดตัวแสดงด้วยความเร็ว V


  =  0 

 ในสองมิติ  V

  = 

y

v
  

x

u




+



  

    = 3 2(x sin  y)  (3x cos  y)
x y

 
+

 
 

    =  3x2 sin y − 3x2 sin y 
    =     0 
                  เพราะฉะนั้นการไหลเป็นแบบไร้การอัดตัว  ตอบ 
 
 2.8.2  ความหมายของเคอร์ (Curl) ของสนามความเร็ว ความเร็วเชิงมุม และวอร์ทิซิต้ี 
  พิจารณาอนุภาคของไหลรูปลูกบาศก์ขนาด dxdydz  ท่ีเคล่ือนท่ีอยู่ในสนามความเร็วที่

เกรเดียนของความเร็วย่อยทุกตัวเป็นศูนย์ยกเว้น 
y

u



  และ 
x

v



  พิจารณาด้าน AB และ AC ในรูป 2.7 

ก  จุด A มีความเร็ว u, v  ตามแกน x และแกน y  จุด B อยู่ห่างจากจุด A เป็นระยะ dy ตามแกน y 

เคล่ือนท่ีไปทางขวาตามแกน x ด้วยความเร็ว u + 
y

u



 dy  และเคล่ือนท่ีไปตามแกน y ด้วยความเร็ว 

v จุด D อยู่ห่างจากจุด A เป็นระยะ dx ตามแกน x เคล่ือนท่ีไปทางขวาตามแกน x ด้วยความเร็ว u   

และเคล่ือนท่ีไปตามแกน y ด้วยความเร็ว v + 
x

v



 dx ดังนั้นในช่วงเวลาส้ันๆ dt ด้าน AB จะเคล่ือนท่ี

ไปเป็น ABและด้าน AD จะเคล่ือนท่ีไปเป็น AD เช่นเดียวกันเส้นทแยงมุม AC จะเคล่ือนท่ีไปเป็น AC   

 
                 (ก)               (ข)         (ค) 
รูป 2.7  แสดงอัตราการหมุนรอบแกน xyz ต่อหน่วยเวลาของด้านแต่ละด้าน  (Anderson, 2016) 
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จะเห็นว่าในสนามการไหลนี้ด้าน AB และ AC จะไม่เปล่ียนแปลงความยาวแต่จะเบนไปจากแนวเดิม

จนทำให้มุม BAD ซึ่งเป็นมุมฉากเปล่ียนไปเป็นมุม BAD   จากรูป 2.7 ก      

    BB   =   
y

u



 dy dt        และ      DD   =   
x

v



 dx dt    

เพราะฉะนั้น มุม       BAB  =  
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tan 1 −       dt
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
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เมื่อ  tan         สำหรับมุม   ท่ีมีค่าน้อย 

        นั่นคือในช่วงเวลา dt  ด้าน AB จะหมุนตามเข็มนาฬิกาไปรอบแกน z  เป็นมุม dt
y

u





และ ด้าน AD จะหมุนทวนเข็มนาฬิกาไปรอบแกน z  เป็นมุม  dt
x

v



  เพราะฉะนั้นความเร็วเชิงมุม

รอบแกน z ของด้าน AB  และ AD  คือ 

    
y

u
    

dt
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


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
=       และ    

x

v
    

dt

DDA
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


=


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เครื่องหมายลบของ AB ใช้เพื่อให้สอดคล้องกับการหมุนตามเข็มนาฬิกาของด้าน AB โดยใช้นิยาม
ความเร็วเชิงมุมในระนาบ xy  ของอนุภาคเป็นค่าเฉล่ียของความเร็วเชิงมุมของด้าน AB และ ด้าน AD  
ดังนั้น 

       z = )(
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1
ADAB +   

       z = )
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v
(

2

1




−
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        (2.28) 

 ถ้าเราหาค่าความเร็วเชิงมุมของเส้นทแยงมุม  AC โดยใช้ความสัมพันธ์เรขาคณิตใน 
รูป2.7 ก  เพื่อความสะดวกพิจารณาให้ด้าน AB  =  AD (ในตอนแรกอนุภาคมีด้านเป็นส่ีเหล่ียมจัตุรัส) 

จะได้มุม CAD  =  
2

1  BAD  =  45 

     มุม BAD   =     90 –  BAB –  DAD    2 . CA D    
ดังนั้น    มุม CAC    = CAD – CAD   =   CAD + DAD – CAD 

    =    
2

1  BAD + DAD – CAD 

          = 
2

1  (90o – BAB – DAD) + DAD – CAD 

          = 
2

1  (90o – 
y

u



 dt – 
x

v



 dt) + 
x

v



 dt – 45o 

เพราะฉะนั้นในช่วงเวลา dt ด้านทแยงมุม AC จะหมุนไปรอบแกน z เป็นมุม 

    CAC   = dt)
y

u

x

v
(

2

1




−



  
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นั่นคือความเร็วเชิงมุมของด้าน AC = 
2

1  (
x

v



  – 
y

u



 )  เท่ากับความเร็วเชิงมุมเฉล่ียระหว่างด้าน AB 

กับ AD บนระนาบ xy (สมการ 2.28) จึงอาจสรุปว่าความเร็วเชิงมุมของด้านทแยงมุมคือความเร็ว
เชิงมุมของอนุภาคของไหลขณะท่ีเคล่ือนท่ีผ่านจุดใดๆ ในสนามการไหลรอบแกน z   

  ขอให้สังเกตกรณีพิเศษในรูป 2.7 ข เมื่อ 
y

u



  = –
x

v



  อัตราการหมุนรอบแกน z ของ 

อนุภาคจะเท่ากับ 
x

v



  (หรือ –
y

u



 ) อนุภาคจะหมุนรอบแกน z โดยท่ีด้านท่ีทำมุมฉากกันอยู่เดิมจะมี

มุมระหว่างกันคงท่ี แต่ในรูป 2.7 ค  ค่า 
y

u



  =  
x

v



  ด้าน AB และ AD จะลู่เข้าหากันด้วยอัตรา

เท่ากัน ความเร็วเชิงมุมของด้าน AC จะเป็นศูนย์นั่นคืออนุภาคของไหลเคล่ือนท่ีโดยไม่มีการหมุน แต่มี
การบิดเบี้ยวของรูปร่างเกิดขึ้น เราเรียกการท่ีด้านท่ีทำมุมฉากกันของอนุภาคมีแนวโน้มท่ีจะโย้เข้าหา
กัน (หรือออกจากกัน) ว่ามีอัตราแปรรูปหรืออัตราการเกิดความเครียด (Rate of strain) เพราะฉะนั้น
ในรูป 2.7 ข อนุภาคจะเคล่ือนท่ีโดยมีการหมุนแต่ไม่มีการแปรรูป แต่ในรูป2.7 ค อนุภาคเคล่ือนท่ีโดย
มีการแปรรูปแต่ไม่มีการหมุน จะเห็นว่าความเร็วเชิงมุมของเส้นทแยงมุมจะแทนความเร็วเชิงมุมของ
อนุภาคนั่นเอง ทำนองเดียวกันความเร็วเชิงมุมของอนุภาคของไหลรอบแกน x และ y จะกำหนดโดย

อนุพันธ์ 
y

w



 , 
z

v



 , 
z

u



 และ 
x

w



  เป็น 

          x =     )
z

v

y

w
(

2

1




−



         (2.29) 

          y =     )
x

w

z

u
(

2

1




−



         (2.30) 

ให ้ k̂  ĵ  î  zyx ++=
  เปน็เวคเตอรข์องความเร็วเชิงมุมของอนุภาคของไหล จะได้ความสัมพันธ์ของ

สนามความเร็วกับความเร็วเชิงมุม 

          V


  =   k̂)
y

u

x

v
(ĵ)

x

w

z

u
(î)

z

v

y

w
(




−




+




−




+




−



  

        


 =    


2            (2.31) 
เราเรียกเคอร์ของสนามความเร็ว V


  ว่าวอร์ทิซิต้ีเวคเตอร์ (Vorticity vector) ใช้สัญญลักษณ์ 


  

(อ่านว่า “ซี”, Xi) เป็นเวคเตอร์ท่ีมีค่าเป็นสองเท่าของความเร็วเชิงมุมในสนามการไหล 
 ท่ีกล่าวมาท้ังหมดนำไปสู่ข้อสรุปสำคัญ 2 ประการคือ 

 1.  ถ้า V


   0 ท่ีทุกจุดในการไหล เราเรียกการไหลว่าเป็นแบบมีการหมุน ซึ่งแสดงให้
เห็นว่าอนุภาคของไหลมีความเร็วเชิงมุม รูป2.8 แสดงลักษณะการไหลแบบมีการหมุน 
(Rotational flow) บนเส้นกระแสท่ีต่างกันสองเส้น 

 2.  ถ้า V


  = 0 ท่ีทุกจุดในการไหล เราเรียกการไหลว่าเป็นแบบไร้การหมุน ซึ่งแสดง      
ให้เห็นว่าอนุภาคของไหลเล่ือนไหลไปในสนามการไหล โดยไม่มีความเร็วเชิงมุม หรือการ
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เคล่ือนท่ีเป็นแบบไร้การหมุนโดยส้ินเชิง (Pure translation) รูป2.9 แสดงลักษณะการ
ไหลแบบไม่มีการหมุน (Irrotational flow) บนเส้นกระแสท่ีต่างกันสองเส้น 

                
รูป 2.8  การไหลแบบมีการหมุนในแบบต่าง ๆ 

 

 
รูป 2.9  การไหลไร้การหมุนในแบบต่าง ๆ (Anderson, 2016) 

ตัวอย่าง 2.3   จงคำนวณวอร์ทิซิต้ีเวคเตอร์ของสนามความเร็ว  u = 
22 yx

y

+
  ;  v = 

22 yx

x

+

−  

วิธีทำ จาก     


 =  V


  

     = 

0
yx

x

yx

y

zyx

k̂ĵî

2222 +

−

+











  

 

    =     








+

+−+
−

+

+−+
+−−−

22

22

22

22

yx

)x2(x)1)(yx(

yx

)x2(x)1)(yx(
k̂00ĵ00î  

    =     0      k̂ 0  ĵ 0  î 0 =++  
เพราะฉะนั้นสนามการไหลเป็นแบบไร้การหมุน (Irrotational) ทุกจุดยกเว้นท่ี  x2 + y2 = 0 ตอบ 
 
 2.8.3  อัตราการแปรรูป (Strain Rate) 
 อนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีในสนามความเร็วจะพบการแปรรูปเนื่องจากการท่ีแต่ละส่วน
ของอนุภาคเคล่ือนท่ีด้วยความเร็วที่ต่างกัน ในวิชากลศาสตร์เราพิจารณาการแปรรูปเป็นสองแบบคือ
การยืดออกหรือหดเข้าของความยาวด้านซึ่งทำให้เกิดการเปล่ียนแปลงปริมาตรเรียกความเค้นต้ังฉาก
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(Normal strain) กับการบิดเบี้ยวของรูปร่างจากการลู่เข้าหากันของด้านท่ีประกบทำมุมกันเรียกว่า

ความเค้นเฉือน (Shear strain) ความเค้นต้ังฉากจะเกี่ยวข้องกับเกรเดียน 
x

u



 , 
y

v



  และ 
z

w



 ตามท่ี

แสดงให้เห็นแล้วในหัวข้อ 2.7.1 สำหรับความเค้นเฉือนถ้ากลับไปดูหัวข้อ 2.7.2 คงพอสรุปได้ว่าอัตรา
การบิดเบี้ยวเข้าหากันของด้านท่ีประกบกัน (รูป2.7 ค) แสดงอัตราความเค้นเฉือน (Rate of shear 

strain) ของอนุภาคของไหลและต้องเกี่ยวข้องกับเกรเดียน 
y

u



 , 
z

u



 ,
x

v



 , 
z

v



 , 
x

w



 และ 
y

w



      

พิจารณารูป 2.7 ค บนระนาบ xy อัตราการเกิดความเค้นเฉือนระหว่างด้าน AB และ AD จะเท่ากับ

อัตราท่ีด้านท้ังสองหมุนเข้าหาซึ่งเท่ากับ 
y

u



  + 
x

v



  ให้  xy เป็นอัตราการเกิดความเค้นเฉือนบน

ระนาบ xy จะได้ 

                                                  xy  =  
y

u



  + 
x

v



  

ให้ xy เป็นแรงเค้นเฉือนท่ีทำบนหน้าต้ังฉากกับแกน x และ yx เป็นแรงเค้นเฉือนท่ีทำบนหน้าต้ังฉาก
กับแกน y ตามรูป 2.10 พิจารณาโมเมนต์รอบจุด A จะได้ 

                             yxdxdydz – xydxdydz  =  Iz z         (2.32) 
   เมื่อ z  คือ ความเร่งเชิงมุมรอบแกน z 

ของอนุภาค Iz คือโมเมนต์เฉื่อย(moment 
of inertia) รอบแกน z แต่ 

                   Iz =  dxdydz 2
zk     

เมื่อ kz คือ radius of gyration รอบจุด A 
ในระนาบ xy ของอนุภาคของไหลและ  kz 
จะมี ค่ าอยู่ ใน ลำ ดับ ขอ ง dx ห รื อ  dy     
ดังนั้นอาจสรุปได้ว่าค่าของ Iz จะแปรผันกับ 
d(dx)2 เพ ร า ะ ฉ ะ นั้ น เท อ ม ท า ง  

           รูป 2.10  ความเค้นเฉือน                            ขวาของสมการ (2.32)จะมีลำดับของขนาด 
    น้อยกว่าเทอมทางซ้ายถึงสองลำดับ เมื่อให้
ขนาดของอนุภาคของไหลเข้าสู่ศูนย์ (เล็กมากจนเป็นจุด) เทอมทางขวาซึ่งเป็น dx5 จะเข้าสู่ศูนย์เร็ว
กว่าเทอมทางซ้ายซึ่งเป็นเทอม dx3 ดังนั้นสำหรับการประมาณขั้นต้นสมการ (2.32) จะเป็น 

      yxdxdydz – xydxdydz  =  0 

นั่นคือความเค้นเฉือนบนอนุภาค yx จะเท่ากับ xy เสมอ จากนิยามของความหนืดในหัวข้อ1.2.5 
สมการ (1.7)  และจากรูป 2.10 จะเห็นว่าความเครียดเฉือนบนระนาบ xy ต้องเป็นผลจากแรงเฉือน 
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xy และ yx นั่นคือ xy = yx  xy และค่าคงท่ีของการแปรผันเท่ากับสัมประสิทธิ์ความหนืด   
ดังนั้นอาจสรุปได้ว่า 

  xy  = yx =  (
y

u



  + 
x

v



 )  (2.33) 

ทำนองเดียวกันความเค้นเฉือน yz , zy , xz และ zx จะทำให้เกิดความเครียดเฉือนบนหน้าท่ี
เหลือของอนุภาคเช่นเดียวกัน คือ 

บนระนาบ yz yz =  
y

w



  + 
z

v



  

  yz  =  zy  =   (
y

w



  + 
z

v



 )   (2.34) 

และบนระนาบ xz xz  =  
z

u



  + 
x

w



  

  xz  =  zx  =   (
z

u



 +
x

w



 )   (2.35) 

 
2.9  อนุพันธ์สับสแตนเชียล (Substantial Derivative) 

 
รูป 2.11  อนุพันธ์สับสแตนเชียล (Anderson, 2016) 

 
 พิจารณาอนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีในสนามการไหลท่ีกำหนดด้วยสนามความเร็ว 
     V


 = k̂  w ĵ  v îu  ++  

เมื่อ u = u (x,y,z,t) ;  v = v (x,y,z,t)  และ w = w (x,y,z,t) เป็นส่วนย่อยของความเร็วตามแกน x,  
y และ z  ให้ความหนาแน่นของสนามกำหนดโดย 
     =  (x,y,z,t) 
และให้ความหนาแน่นของอนุภาคของไหลอันหนึ่งท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามเป็น 
    =  (t) 
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เมื่อเวลา t1 อนุภาคของไหลอยู่ท่ีตำแหน่ง 1 ในรูป 2.11 และมีความหนาแน่น 
 1(t1)  =  (x1,y1,z1,t1)      
ในท่ีนี้ 1 คือความหนาแน่นของอนุภาคของไหล ณ เวลา t1 หรือเมื่ออนุภาคอยู่ท่ีตำแหน่ง (x1,y1,z1) 
ณ ตำแหน่งนี้และเวลานี้ความหนาแน่นของสนาม  (x1,y1,z1,t1) คือความหนาแน่นของอนุภาคท่ีเรา
พิจารณานั่นเองเพราะตำแหน่งทับกันพอดี ต่อมาเมื่อเวลา  t2  อนุภาคเคล่ือนท่ีไปสู่จุด 2 ในรูป 2.11  
ณ ตำแหน่งใหม่นี้ความหนาแน่นของอนุภาคเปล่ียนไปเป็น 

   2(t2) =  (x2,y2,z2,t2) 
ดังนั้นถ้ากระจายค่า  โดยใช้อนุกรมเทย์เลอร์รอบจุด 1 จะได้ว่า 

        (x2,y2,z2,t2)  =   (x1,y1,z1,t1) + 
1x











 (x2 – x1) + 
1

y 











 (y2 – y1) + 
1z











 (z2 – z1)  

          + 
1t











 (t2 – t1) + 
!2

1

1
2

2

x 















 (x2 – x1)2 + ….+
!3

1

1
3

3

x 















 (x2 – x1)3 +…. 

หารตลอดด้วย (t2 – t1) และตัดท้ิง เทอมท่ีมีกำลังสองขึ้นไปจะได้ 
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 พิจารณาแต่ละเทอมในสมการ (2.36)  เทอม 
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−   ทางซ้าย

ของสมการเท่ากับ 
12

1122
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−  ซึ่งเป็นอัตราการเปล่ียนแปลงความหนาแน่นโดยเฉล่ียของ

อนุภาคของไหลขณะเคล่ือนท่ีจากจุด 1 ไปจุด 2  ในขีดจำกัด  t2 → t1 เทอมนี้จะเป็น 
 

        
Dt

D  = 
12

11112222

1t2t tt

)t,z,y,x()t,z,y,x(
lim

−

−

→
   

12

12

12 tttt

lim

−

−

→
  =   

dt

d  
 

ในท่ีนี้ 
Dt

D  เป็นสัญลักษณ์แทนอัตราการเปล่ียนแปลงของสนามความหนาแน่น ณ จุด 1 เรียก

สัญลักษณ์ 
Dt

D  ว่า “อนุพันธ์สับสแตนเชียล”(Substantial derivative) สังเกตว่า 
Dt

D จะเท่ากับ 

dt

d  ซึ่งเป็นอัตราการเปล่ียนแปลงความหนาแน่นของอนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามในช่ัวขณะ

ท่ีกำลังจะขยับออกจากจุด 1 นั่นคือเราจับตามองอนุภาคท่ีกำลังเคล่ือนท่ีไปและสังเกตการเปล่ียนแปลง

ความหนาแน่นของมันขณะผ่านจุด 1 อันนี้จะแตกต่างจาก 
1t











 ซึ่งแสดงการเปล่ียนแปลงของ  ของ

จุด 1 เมื่อเวลาผ่านไป สำหรับ 
1t











 เราจับตามองจุด 1 ไว้ตลอดเวลาและสังเกตการเปล่ียนแปลง
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ความหนาแน่นท่ีเกิดจากการท่ีสนามมีการเปล่ียนแปลงขึ้นลง ดังนั้น 
Dt

D  กับ 
t

  จึงเป็นปริมาณท่ี

ต่างกันท้ัง ความหมายทางกายภาพและค่าท่ีอาจวัดได้ กลับไปท่ีสมการ (2.36) สังเกตว่าในขีดจำกัด  

t2 → t1 

12

12

12 tt

xx

tt
lim

−

−

→
 =  u   ;   

12

12

12 tt

yy

tt
lim

−

−

→
 =  v   ;   

12

12

12 tt

zz

tt
lim

−

−

→
 =  w 

สมการ (2.36) จะเป็น 

     
Dt

D  =  
tz

w
y

v
x

u



+




+




+



       (2.37) 

จากสมการ (2.37) จะเห็นว่าในพิกัดคาร์ทีเชียน อนุพันธ์สับสแตนเชียล แสดงด้วยสมการ 

     
Dt

D     
z

w
y

v
x

u
t 


+




+




+



       (2.38) 

หรือถ้าใช้สัญลักษณ์  ˆ ˆ ˆ   i j k 
x y z

  
  + +

  


   สมการ (2.38) จะเป็น  

       
Dt

D   =   ).V(
t

+


 
       (2.39) 

 สมการ (2.39) เป็นนิยามของอนุพันธ์สับสแตนเชียลในสัญลักษณ์เวคเตอร์ และอาจนำไปใช้กับ

พิกัดอื่นได้เช่นกัน ในสมการ (2.39) เทอม 
t

  เป็นอนุพันธ์ประจำตำบล (Local derivative) ซึ่ง

แสดงการเปล่ียนแปลง ณ จุดใดจุดหนึ่งเทียบต่อเวลา ส่วนเทอม 


V  เป็นอนุพันธ์จร (Convective 
derivative) ซึ่งแสดงการเปล่ียนแปลงเนื่องจากการเปล่ียนตำแหน่งของอนุภาคของไหลจากจุดหนึ่งไป
ยังจุดอื่นท่ีคุณสมบัติของการไหลเปล่ียนไป ในตัวอย่างท่ีได้กล่าวมาเราใช้ความหนาแน่นเป็นคุณสมบัติ
ของการไหลท่ีพิจารณาแต่ขอให้จำไว้ว่าอนุพันธ์สับสแตนเชียล (Substantial derivative) นำไปใช้ได้
กับคุณสมบัติของการไหลทุกตัวท่ีเขียนในรูปคุณสมบัติของสนามท้ังท่ีเป็นสเกลาร์และเวคเตอร์
ตัวอย่างเช่น 

    
Dt

DT     
z

T
 w 

y

T
 v 

x

T
u  

t

T
    )T.V(  

t

T




+




+




+




+



 
    (2.40) 

 
 สมการ (2.40) แสดงการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิของอนุภาคของไหลขณะเคล่ือนท่ีผ่านไปในสนาม
การไหล การเปล่ียนแปลงจะประกอบจากการเปล่ียนแปลง ณ จุดใดจุดหนึ่ง เพราะจุดนั้นอุณหภูมิ
อาจเปล่ียนแปลงขึ้นลงตามเวลา (Local derivative) และการเปล่ียนแปลงเพราะอนุภาคของไหล
กำลังจะเคล่ือนท่ีไปยังจุดอื่นในสนามท่ีมีอุณหภูมิเปล่ียนไป (Convective derivative) 
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2.10   สมการการไหลต่อเนื่อง: สมการพ้ืนฐานอันแรก (Continuity Equation)   
     คงจำได้ว่าสมการพื้นฐานอันแรกได้จากกฎถาวรของมวล นั่นคือในขณะท่ีอนุภาคของไหล 
เคล่ือนท่ีไปในสนามมวลของมันจะต้องคงท่ี ให้   และ  เป็นความหนาแน่นและปริมาตรของ
อนุภาค จากกฎทรงมวลจะได้ว่าขณะเคล่ือนท่ีไปมวลของอนุภาคของไหลไม่เปล่ียนแปลง นั่นคือ 

                                                                      
Dy

)(D    =  0   

               
Dt

D
  

Dt

D 
+


   =  0 

                          
Dt

D
 

1 


   =  –

Dt

D
 

1 


  

    จากสมการ(2.27) ในหัวข้อ 2.7.1    

  รูป 2.12  อนุภาคของไหลขณะเคล่ือนท่ี                        
dt

d
 

1 


 =   

Dt

D
 

1 


 = V


  

                                                                       แทนค่ากลับในสมการข้างบนจะได้ 

                                 
Dt

D
 

1 


 = V


−            )V(  

Dt

D
 


+

  =  0 

แทนค่าอนุพันธ์สับสแตนเชียล (Substantial derivative)  
Dt

D  =  +



).V(  

t


  จะได้ 

    ).V(  ).V(  
t

++


 
  =  0   

  )V(  
t


+



  =  0       (2.41) 

สมการ (2.41) คือสมการการไหลต่อเนื่อง (Continuity equation) ในรูปอนุพันธ์ 
สำหรับการไหลคงตัว (Steady flow)   = (x, y, z)  สมการการไหลต่อเนื่องจะลดรูปลงเหลือ 
      )V(


   =  0       (2.42) 

และสำหรับการไหลไร้การอัดตัว   =  constant 
    V


  =  0       (2.43) 

ขอใหสั้งเกตความสอดคล้องของสมการ (2.43) กับข้อสรุปในหัวข้อ 2.7.1 
 

2.11   สมการโมเมนตัม: สมการพ้ืนฐานตัวท่ี 2 (Momentum Equation) 
 กฎเกณฑ์อีกข้อหนึ่งสำหรับอนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหลคือกฎของนิวตันท่ีว่า 
อัตราการเปล่ียนแปลงของโมเมนตัมจะเท่ากับแรงภายนอกท่ีมากระทำ นั่นคือ 

       F


  =   
dt

Vd
m



 

 พิจารณาอนุภาคของไหลท่ีมีด้าน dx,dy,dz  ขนานกับแกน x,y,z ตามรูป 2.13 มวลของ 
อนุภาคคำนวณจากความหนาแน่นคูณปริมาตร 
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          m  =  d  =  dxdydz    
และอัตราการเปล่ียนแปลงโมเมนตัมคำนวณจากมวลคูณความเร่ง 

              (d)
Dt

VD


 =  (d)( k̂
Dt

Dw
  ĵ

Dt

Dv
  î

Dt

Du
++ ) 

 พิจารณาอนุภาคของไหลในรูป 2.13 จะเห็นว่าแรงท่ีกระทำจากภายนอกแบ่งได้เป็น 3 กลุ่ม 
คือ  1.   แรงเนื่องจากแรงเค้นท่ีทำต้ังฉากกับด้านท้ัง 6 
 2.   แรงเนื่องจากแรงเค้นเฉือนบนด้านท้ัง 6 
 3.   แรงเนื่องจากน้ำหนักของอนุภาคของไหลหรือแรงในเนื้อ (Body force) เนื่องจากอิทธิพล 
                บางอย่าง เช่น แรงแม่เหล็กไฟฟ้า หรือนิวเคลียร์  

 
รูป 2.13  แรงกระทำบนอนุภาคของไหล (Kuethe & Chow, 1997) 

 
 เพื่อความสะดวกเราพิจารณาผลของแรงตามแกนต่างๆ เป็นอิสระแยกจากกันได้ดังนี้  
ตามแกน x ผลลัพธ์ของแรงจากท้ัง 3 กลุ่ม เป็น 

  xF


  =  gxdxdydz + Pxdydz – (Px + 
x

Px



 dx)dydz + (yx +
y

yx




dy)dzdx  

    – yxdzdx + (zx + 
z

zx



 dz)dxdy – zxdxdy 
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    =   dxdydz(gx – 
x

Px



  + 
y

yx




 + 

z

zx



 ) 

เมื่อ gx คือส่วนย่อยของความโน้มถ่วง g
  ตามแกน x 

เพราะฉะนั้นจากกฎข้อสองของนิวตัน 

                 dxdydz 
Dt

Du   =   dxdydz(gx – 
x

Px



  + 
y

yx




 + 

z

zx



 ) 

                            
Dt

Du  = gx – 
x

Px



  + 
y

yx




 + 

z

zx



  (2.44a) 

ทำนองเดียวกันตามแกน y และ z  เราจะได้สมการ 

                        
Dt

Dv    =   gy – 
y

Py




 + 

x

xy




 + 

z

zy




         (2.44b) 

                        
Dt

Dw  =   gz – 
z

Pz



  + 
x

xz



  + 
y

yz




         (2.44c) 

 ในสมการ (2.44) แรงเค้นต้ังฉาก (Normal stress) Px, Py และ Pz จะประกอบด้วยสองส่วน 
ส่วนหนึ่งคือความดัน p ท่ีกดลงบนผิวโดยรอบกับอีกส่วนเป็นแรงเค้นเนื่องจากความหนืด  เรียกว่า

แรงเค้นจากความหนืด  (Viscous normal stress) ให้  xx , yy และ zz เป็นแรงเค้นต้ังฉาก
(Normal stress)เนื่องความหนืดท่ีทำบนด้านต้ังฉากกับแกน  x, y, z เพราะฉะนั้น  

       Px  =   p – xx 

       Py  =   p – yy 

       Pz  =   p – zz 

    
Dt

Du
  =   gx – 

x

p



  + 
x

xx



  + 
y

yx




 + 

z

zx



                (2.45a) 

    
Dt

Dv
  =   gy – 

y

p



  + 
x

xy




 + 

y

yy




 + 

z

zy




         (2.45b) 

    
Dt

Dw
 =   gz – 

z

p



  + 
x

xz



  + 
y

yz




 + 

z

zz



             (2.45c)  

แทนอนุพันธ์สับสแตนเชียล 
Dt

D  =  ).V(  
t

+


 
 ลงในสมการและใช้ความสัมพันธ์จากสมการต่อเนื่อง 

)V.(  
t


+



 = 0  จะได้ 

              
t

)u(



  =  )Vu(


  =  gx – 
x

p



  + 
x

xx



  + 
y

yx




 + 

z

zx



        (2.46a) 

              
t

)v(



 =  )Vv(


  =  gy – 
y

p



  + 
x

xy




 + 

y

yy




 + 

z

zy




       (2.46b) 

       
t

)w(



  = )Vw(


  =  gz  – 
z

p



  + 
x

xz



  + 
y

yz




 + 

z

zz



           (2.46c) 
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 สมการ (2.45) และ (2.46) คือสมการโมเมนตัมตามแกน x, y และ z ตามลำดับ ในสมการ
ความเค้นเนื่องจากความหนืดจะมีความสัมพันธ์กับเกรเดียนของความเร็วดังนี้ ใช้ความสัมพันธ์จาก
หัวข้อ 2.7.3 จะได้ 

    xy =  yx  =    (
y

u



  + 
x

v



 ) (2.33) 

    yz =  zy  =    (
z

v



 +
y

w



 )  (2.34) 

       xz =  zx  =    (
z

u



 +
x

w



 )  (2.35) 

นอกจากนี้เราอาจแสดงให้เห็นได้ด้วยว่า xx , yy และ zz  มีความสัมพันธ์กับอนุพันธ์ของความเร็ว 
u, v, w ในรูป 

   xx =    V.


  + 2 
x

u



          (2.47a) 

   yy =    V.


  + 2 
y

v



          (2.47b) 

   zz  =    V.


  + 2 
z

w



  (2.47c) 

 ความสัมพันธ์ตามสมการ (2.33) ถึง (2.35) และ สมการ (2.47) พิสูจน์ให้เห็นได้ง่ายๆ เพียงแต่
ต้องอาศัยความรู้ใน เรื่องกลศาสตร์ ตัวกลางต่อเนื่อง  (Continuum Mechanic) มาช่วยซึ่งอยู่
นอกเหนือเนื้อหาของเราจึงจะท้ิงไว้ให้นักเรียนศึกษาเองจากเอกสารอ้างอิง ในสมการ (2.47)  คือ
สัมประสิทธิ์ตัวหนึ่งท่ีถือเป็นคุณสมบัติของของไหลหนืด (Viscous fluid) เรียกว่า “สัมประสิทธิ์ที่สอง
ของความหนืด”(Second coefficient of viscosity) สำหรับอากาศ Stoke ได้ต้ังสมมติฐานไว้ว่า 

     =   – 
3

2  (2.48) 

แทนความสัมพันธ์ของ ความเค้นจากความหนืด xx , yy , zz ,xy , yz ,  xz กับเกรเดียนของ
ความเร็วตามสมการ (2.33) - (2.35) และสมการ (2.47) ลงในสมการ (2.46) จะได้สมการโมเมนตัมท่ี
บอกความสัมพันธ์ระหว่าง ความเร็ว ความหนาแน่น และความดัน ท่ีเรียกว่า สมการเนเวียร์-สโตค 
(Navier – Stokes equation) รายละเอียดของสมการนี้จะได้กล่าวภายหลังการศึกษาเรื่องการไหล
หนืด (Viscous flow) 
 สังเกตว่าสำหรับอากาศแรงเนื่องจากน้ำหนักจะมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับแรงอื่น และถ้าเรา
พิจารณาการไหลในย่านท่ีสมมติให้เป็นการไหลไร้ความหนืด (Inviscid flow) นั่นคือ ไม่มีผลจาก 
ความหนืดมาเกี่ยวข้องสมการโมเมนตัมจะลดรูปลงเป็น 

       
Dt

Du   =   –
x

p



  (2.49a) 

      
Dt

Dv  =   –
y

p



  (2.49b) 
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      
Dt

Dw  =   –
z

p



  (2.49c) 

 เพราะว่าเนื้อหาในบทท่ี 3, 4, 5 จะเกี่ยวข้องกับการไหลแบบไร้ความหนืดท่ีไม่มีน้ำหนักมา 
เกี่ยวข้อง สมการ (2.49) จึงจะเป็นสมการหลักของเราต่อไป สมการโมเมนตัมในรูปของสมการ (2.49) 
คือสมการท่ีเรียกกันว่าสมการของออยเลอร์ (Euler equation) นั่นเอง 
 

2.12   สมการพลังงาน: สมการพ้ืนฐานตัวท่ี 3 (Energy Equation) 
 ขณะเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหลอนุภาคของไหลมีการเปล่ียนแปลงระดับของพลังงานท่ีเป็นไป
ตามกฎข้อท่ี 1 ของเทอร์โมไดนามิกส์ คือเท่ากับอัตราการถ่ายเทความร้อนสุทธิท่ีอนุภาค ได้รับจาก
ส่ิงแวดล้อมบวกกับอัตรางานท่ีได้รับหรือให้กับส่ิงแวดล้อมพิจารณาอนุภาคของไหลขนาด dxdydz 
(d) ท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนาม กฎทรงพลังงานจะกำกับให้อัตราสุทธิของพลังงานท่ีอนุภาคได้รับต้อง
เท่ากับอัตราการเปล่ียนแปลงพลังงานท่ีบรรจุอยู่ในมวลของอนุภาค พลังงานท่ีถ่ายเทเข้าสู่อนุภาคของ
ไหลจะเกิดขึ้นจากทางใดทางหนึ่งดังต่อไปนี้ 
 1.  จากการนำความร้อนผ่านเข้าออกโดยตรงผ่านด้านท้ังหกด้านของอนุภาคของไหล 
 2.  งานท่ีเกิดจากแรงกระทำท่ีผิวท้ังหกด้านของอนุภาคของไหลได้แก่ ความดัน และ  
                แรงเค้นเนื่องจากความหนืด 
 3.  งานท่ีเกิดจากแรงกระทำต่อมวลในอนุภาคของไหล เช่น น้ำหนัก 
 4.  ความร้อนท่ีกำเนิดขึ้นในเนื้อของอนุภาคของไหลเนื่องจากปฏิกิริยาเคมี เช่น การสันดาป 
               ของเช้ือเพลิง หรือจากคุณสมบัติทางไฟฟ้าหรือนิวเคลียร์ 
และการเปล่ียนแปลงระดับของพลังงานท่ีบรรจุในอนุภาคของไหลจะเกิดขึ้นในรูปแบบ 
 5.  การเปล่ียนแปลงพลังงานจลน์ (Kinetic energy) 
 6.  การเปล่ียนแปลงพลังงานภายใน (Internal energy) 

 
รูป 2.14   แสดงการนำความร้อนผ่านเข้าออกอนุภาคของไหล (Kuethe & Chow, 1997) 
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เพื่อความสะดวกเราจะพิจารณาทีละเทอม 
  1.  อัตราการถ่ายเทความร้อนเข้าสู่อนุภาคของไหล 
      พิจารณาตามรูป 2.14 ให้ qx เป็นอัตราการนำความร้อนผ่านด้าน x = 0 เพราะฉะนั้น   

qx + 
x

qx



 dx จะเป็นอัตราการนำความร้อนออกจากอนุภาคผ่านด้าน x = dx  เพราะฉะนั้นอัตราการ

ถ่ายเทความร้อนสุทธิผ่านหน้าต้ังฉากกับแกน x จะเป็น 

 อัตราการนำความร้อนสุทธิผ่านด้านต้ังฉากแกน x   =   qx – (qx + 
x

qx



 dx) 

                   =   –
x

qx



 dx 

ทำนองเดียวกันสำหรับหน้าต้ังฉากกับแกน y และ z จะเป็น 

 อัตราการนำความร้อนสุทธิผ่านด้านต้ังฉากแกน y   =   –
y

qy




dy 

 อัตราการนำความร้อนสุทธิผ่านด้านต้ังฉากแกน z   =   –
z

qz



 dz 

 จากกฎของ Fourier อัตราการถ่ายเทความร้อนผ่านหน้าตัดใดจะขึ้นอยู่กับค่าเกรเดียนของ
อุณหภูมิข้ามพื้นท่ีและขนาดของพื้นท่ี เพราะฉะนั้น 

      qx  =  – k
x

T



 dydz            

      qy  =   – k
y

T



 dxdz               

      qz  =   – k
z

T



 dxdy               

 ในสมการ k คือค่าสัมประสิทธิ์การนำความร้อนของของไหล เครื่องหมายลบถูกใช้เนื่องจาก 
ความร้อนจะไหลจากท่ีมีอุณหภูมิสูงไปต่ำเสมอ  
 ให้ Q  เป็นอัตราการถ่ายเทความร้อนสุทธิผ่านเข้าออกอนุภาคของไหลต่อหน่วยปริมาตร ผ่าน
ด้านท้ังหกเพราะฉะนั้น 

                 Q dxdydz  =  















+








+








)

z

T
(k

z
  )

y

T
(k

y
  )

x

T
(k

x
dxdydz  (2.50) 

 2.   อัตรางานท่ีเกิดจากความดันและ ความหนืด 
 ก่อนอื่นพิจารณาอัตราการทำงานของแรงจากความดันบนหน้าต้ังฉากกับแกน x บนหน้า
ด้านซ้ายความดัน p ทำให้เกิดแรงกดบนพื้นท่ี pdydz และทำให้เกิดงานในอัตรา pudydz บนหน้า

ด้านขวาความดันทำให้เกิดแรงกดบนพื้นท่ี (p +
x

p



 dx)dydz  และทำให้เกิดงานบนอนุภาคในอัตรา     

–(p + 
x

p



 dx) (u +
x

u



 dx)dydz 

ดังนั้นอัตราการทำงาน เนื่องจากแรงจากความดันสุทธิในทิศทาง x จะเป็น  
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    – (u
x

p



  + p
x

u



 )dxdydz         – 
x

)pu(



 dxdydz  

ทำนองเดียวกันงานสุทธิจากความดันในทิศทาง y และ z จะเป็น 

    –(v
y

p



  + p
y

v



 )dxdydz         –
y

)pv(



 dxdydz  

    –(w
z

p



 + p
z

w



 )dxdydz        –
z

)pw(



 dxdydz  
 

 
รูป 2.15 งานจากแรงฉาก (Kuethe & Chow, 1997) 

 
เพราะฉะนั้นอัตราของงานเนื่องจากความดันท่ีทำบนอนุภาคจะเป็น 

                       – (
y

)pu(



  + 
y

)pv(



  + 
y

)pw(



 )dxdydz     (2.51) 

ด้วยการพิจารณาแบบเดียวกันนี้งานเนื่องจากแรงหนืด xx , yy และ zz  จะเป็น 

         











+




+





z

)w(
  

y

)v(
  

x

)u( zzyyxx dxdydz      (2.52) 

 
 

รูป 2.16  งานจากแรงเฉือนบนหน้าต้ังฉากกับแกน x (Kuethe & Chow, 1997) 
 

 ต่อไปพิจารณาอัตราการทำงานเนื่องจากแรงเฉือนบนด้านต้ังฉากกับแกน x บนด้าน x = 0  

งานจาก xy  ท่ีทำในทางแกน y มีอัตรา – xyvdydz และงานจาก xz  ท่ีทำในทางแกน z มีอัตรา  

–xzwdydz ส่วนบนด้าน x = dx งานเนื่องจากแรงเฉือนในทิศทาง y จะเป็น 
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           xyvdydz  + 
x

 xyvdxdydz 

ดังนั้นอัตรางานเนื่องจากแรงเฉือนบนด้านต้ังฉากกับแกน x สุทธิ จะเท่ากับ 

            dxdydz)w  v(
x

xzxy +


  

ทำนองเดียวกันบนด้านต้ังฉากกับแกน y และ z อัตรางานจากแรงเฉือนจะเป็น 

                    dxdydz)u  w(
y

yxyz +


  

             dxdydz)v  u(
z

zyzx +


  

เพราะฉะนั้น อัตราของงานเนื่องจากแรงหนืดท้ังหมดสุทธิจะเป็น 

    =   
z

)u(
  

y

)u(
  

x

)u(
zxyxxx




+




+







  

     + 
x

)v(
xy



  + 
y

)v(
yy



  + 
z

)v( zy




 

         + 
x

)w( xz



  + 
y

)w( yz




 + 









z

)w( zz dxdydz   (2.53) 

เพื่อความสะดวกเราจะรวมเรียกผลบวกในวงเล็บใหญ่ด้วยสัญลักษณ์  viscousW  

 3.  งานท่ีเกิดจากน้ำหนักของอนุภาคของไหล 
  อัตรางานเนื่องจากน้ำหนักของอนุภาคของไหลได้จากผลคูณของน้ำหนักกับความเร็วของ 
อนุภาค เพราะฉะนั้น 
  งานเนื่องจากน้ำหนัก  =  ( g


 dxdydx)( V


)  =  )V.g(


 dxdydx    

 4.  ความร้อนท่ีกำเนิดขึ้นในเนื้ออนุภาคของไหล 
  ให้ q  เป็นอัตราการกำเนิดความร้อนต่อหน่วยปริมาตรในเนื้ออนุภาค เพราะฉะนั้น 
    อัตราความร้อนท่ีเกิดขึ้นในเนื้อ   =   q dxdydz     
 5 & 6  การเปล่ียนแปลงพลังงานจลน์และพลังงานภายในของ particle 

    พลังงานจลน์ของอนุภาค  =   dxdydz
2

V2

      

เมื่อ  V2  =  VV

  =   u2 + v2 + w2 

ให้ e  เป็นพลังงานภายในต่อหน่วยมวลของอนุภาค 
     พลังงานภายในของอนุภาค  =   edxdydz 

เพราะฉะนั้น    ระดับพลังงานของอนุภาคของไหล =   (
2

V
  e

2

+ )dxdydz 

 สมการพลังงานได้จากเทอมท้ังหมดในข้อ 1 ถึง 6 
อัตราการเปล่ียนแปลงพลังงาน  =  ความร้อนและงานท่ีแลกเปล่ียนกับส่ิงแวดล้อม 

แทนค่าแต่ละเทอมจากข้อ 1 ถึง 6 จะได้ 
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Dt

)e(D

 2

V
2

+

+ dxdydz  =  dxdydz 
z

)pw(

y

)pv(

x

)pu(
 - dxdydz q 












+




+




  

          + dxdydz)V.g(dxdydzWdxdydzQ
VISCOUS

 ++  
เมื่อ Q  และ W VISCOUS แทนเทอมในสมการ (2.50) และ (2.53) ตัด dxdydz ทิ้งทั้งสองข้างและ

แทน 
z

)pw(

y

)pv(

x

)pu(




+




+



   =  )Vp.(


  จะได้สมการพลังงาน 

                        
Dt

)e(D

 2

V
2

+

+  =  viscousWQ)Vg()V(q +++− 


    (2.54) 

 สมการ (2.54) เป็นสมการพลังงานในรูปอนุพันธ์ (Differential form) ซึ่งรวมเอาเทอมท่ี
เกี่ยวข้องท่ีเป็นไปได้ท้ังหมดไว้ในสมการ แต่ไม่ได้คิดการเปล่ียนแปลงพลังงานศักย์ เนื่องจากการ
เปล่ียนระดับรวมไว้ด้วย เพราะในปัญหาท่ีเราสนใจอนุภาคของไหลจะเคล่ือนท่ีไปในบริเวณซึ่งเปล่ียน
ระยะสูงไม่มาก (เช่น การไหลอ้อมแพนอากาศ) แต่ถ้าสนามการไหลมีขอบเขตท่ีมีการเปล่ียนระยะสูง
มาก ต้องเพิ่มเอาเทอม gz  คือพลังงานศักย์ต่อหน่วยมวลเข้ารวมกับพลังงานจลน์กับพลังงานภายใน
ในสมการด้วย 
 ถ้าเราพิจารณาการไหลไร้ความหนืด( viscousW = 0) ท่ีไม่มีการถ่ายเทความร้อน (Adiabatic, 
Q = 0) และไม่คิดงานจากน้ำหนักสำหรับอากาศท่ีเบา 0)  g( =

 รวมท้ังไม่มีการกำเนิดความร้อน 
0)  q( =  ซึ่งก็คือการพิจารณากระแสอากาศท่ีไหลแบบมีการอัดตัว นอกช้ันชิดผิวท่ีเป็นปัญหาพื้นฐาน

อันหนึ่งในวิชาอากาศพลศาสตร์สมการพลังงานจะเป็น 

      
Dt

)e(D

 2

V
2

+

+  =   )V.(


−          (2.55) 

ถ้าการไหลเป็นแบบคงตัว (Steady) สมการ (2.55) จะลดรูปลงเป็น 

          )e(V 
2

V
2














+


 =   )V(


−        (2.56) 

 สมการพ ลังงาน  (2.56) มี ตัวแปรเพิ่ มขึ้นมาอีกหนึ่ งตัวนอกเหนือจาก  p, ,V
  คือ e 

เพราะฉะนั้นเราจึงมีความสัมพันธ์ตามสมการ 3 สมการ คือ สมการต่อเนื่อง สมการโมเมนตัม และ
สมการพลังงานของตัวแปรส่ีตัว การแก้สมการจะทำได้ก็ต่อเมื่อมีสมการท่ี 4 มาเพิ่มเพื่อให้จำนวน
สมการเท่ากับจำนวนตัวแปร สมการท่ี 4 ก็คือ สมการสภาวะของก๊าซ (Equation of state)   
       p  = RT            (1.3) 
 มองดูอาจน่าสงสัย เพราะในสมการนี้มีตัวแปร T เพิ่มมาอีกเป็นตัวท่ี 5 สมการน่าจะน้อยกว่า
ตัวแปร แต่อย่าลืมว่าความสัมพันธ์ระหว่าง e กับ T มาจากเทอร์โมไดนามิกส์ สำหรับก๊าซสมบูรณ์
(Perfect gas), e = cv T เมื่อ cv คือค่าความร้อนจำเพาะเมื่อปริมาตรคงท่ี  (Specific heat at 
constant volume) ซึ่งทำให้จำนวนตัวแปรกับจำนวนสมการสมดุลกัน 



 95 

 ขอให้สังเกตว่าในกรณีท่ีท่ัวไปและไม่อยู่ในข้อจำกัดข้างต้น เทอมท่ีประกอบด้วยแรงหนืด หรือ

การถ่ายเทความร้อนท่ีจะมาปรากฏเพิ่มในสมการ เช่น   Q  มีความสัมพันธ์กับความเร็ว V


และ
อุณหภูมิ T อย่างในสมการ (2.33), (2.34), (2.35), (2.47) และ (2.50) อยู่ทุกเทอม ดังนั้นก็พอสรุปได้
ว่า สมการต่อเนื่อง สมการโมเมนตัม สมการพลังงาน และสมการสภาวะ มีตัวแปรในสมการท่ีเราต้อง
แก้หาค่าคือ p, T,  และ V


 และจุดท่ีน่าสนใจอีกจุดหนึ่งคือ ถ้าเราพิจารณาการไหลท่ีไร้การอัดตัว

หรือ  คงท่ี (และไม่มีการถ่ายเทความร้อน) สมการต่อเนื่องและสมการโมเมนตัมก็เพียงพอท่ีจะแก้หา
ความสัมพันธ์ระหว่างความเร็วกับความดันท่ีแต่ละจุดของสนามการไหล พูดอีกอย่างหนึ่งก็คือถ้าการ
ไหลไม่มีการอัดตัว (ความหนาแน่นมีค่าคงท่ี) ตัวแปรในสมการต่อเนื่องและสมการโมเมนตัมจะเหลือ
เพียงความสัมพันธ์ระหว่าง V


 กับ p ในกรณีนี้อาจสรุปได้ว่า สำหรับการไหลไร้การอัดตัวความเร็วจะ

เปล่ียนแปลงสัมพันธ์กับความดัน และความสัมพันธ์นี้จะหาได้จากสมการต่อเนื่องและสมการโมเมนตัม    
ส่วนสมการพลังงานจะเข้ามาเกี่ยวข้องเมื่อมีการเปล่ียนแปลงสนามของอุณหภูมิ (เมื่อมีการอัดตัวหรือ
เมื่อมีการถ่ายเทความร้อน) เกิดขึ้นในสนามการไหลด้วย 

 
2.13   การพิจารณาความสัมพันธ์ตามกฎเกณฑ์พ้ืนฐานโดยใช้ปริมาตรควบคุม 
 

 
                                   (ก)                                           (ข) 

รูป 2.17  ปริมาตรควบคุม (Anderson, 2016) 
 
 ในหัวข้อท่ีผ่านมาเราพิจารณาการเปล่ียนแปลง มวล โมเมนตัม และพลังงานของอนุภาคของ
ไหลท่ีประกอบด้วยมวลแน่นอนจำนวนหนึ่งท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหลเสมอ เราอาจพิจารณา
ความสัมพันธ์ตามกฎเกณฑ์ดังกล่าวได้อีกวิธีหนึ่งท่ีแตกต่างออกไปโดยพิจารณาการเปล่ียนแปลงมวล 
โมเมนตัม และพลังงานของของไหลท่ีบรรจุอยู่ในบริเวณท่ีกำหนดขึ้นมาในสนามการไหล ขอบเขตท่ี
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กำหนดขึ้นนี้เราเรียกว่าปริมาตรควบคุม (Control volume, C) และให้พื้นท่ีผิวสมมติท่ีล้อมรอบ
ปริมาตรควบคุมเรียกว่าพื้นผิวควบคุม (Control surface, CS) 
 สมมติให้ปริมาตรควบคุมมีรูปร่างแน่นอนและตรึงอยู่กับท่ีในบริเวณหนึ่งของการไหล ในแต่ละ
ช่วงเวลาจะมีมวลของของไหลไหลเข้าออกปริมาตรควบคุมผ่านพื้นผิวควบคุม การพิจารณา มวล โม
เมนตัม และพลังงาน ท่ีสะสมในปริมาตรควบคุมจึงต้องพิจารณาการไหลเข้าออกของมวล โมเมนตัม 
และพลังงาน ท่ีไหลมาพร้อมกระแสด้วย 
 พิจารณาปริมาตรควบคุมท่ีล้อมรอบด้วยเส้นทึบ (ปริมาตร A + B) ในรูป 2.17 ก ให้มวลของ
ของไหลในปริมาตรควบคุมเมื่อเวลา t เป็นระบบท่ีเราจะพิจารณาการเปล่ียนแปลงของมวล โมเมนตัม
และพลังงาน หลังเวลาผ่านไป t มวลในปริมาตรควบคุมจะเคล่ือนท่ีไปอยู่ในบริเวณท่ีล้อมรอบด้วย
เส้นประ (ปริมาตร B + C) เพราะฉะนั้นในปริมาตร C จะเป็นมวลของของไหลท่ีไหลผ่านพื้นผิวควบคุม
ออกมาจากปริมาตรควบคุมและมวลในปริมาตร A จะเป็นมวลของของไหลท่ีไหลจากนอกปริมาตร
ควบคุมเข้าไปแทนท่ีมวลในปริมาตรควบคุมในช่วงเวลา t ให้ M เป็นคุณสมบัติใดๆ(มวล โมเมนตัม 
พลังงาน) ของของไหลและให้  เป็นคุณสมบัติต่อหน่วยมวลของ M (M/m) ดังนั้นอาจพิจารณาการ
เปล่ียนแปลงได้ดังนี้   
    เมื่อเวลา t  คุณสมบัติของมวลในปริมาตรควบคุม  =  MA(t) + MB(t) 
  หลังเวลาผ่านไป t  คุณสมบัติของมวลจำนวนเดิม  =  MB(t+t) + MC(t+t) 

ดังนั้นการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติ M ของระบบในช่วง t จะเป็น 
       M  =   [ MB(t + t) + MC(t + t) ] – [ MA(t) + MB(t) ] 
หารตลอดด้วย t  ในขีดจำกัด t → 0 จะได้ 

   
t

M
lim

ot 



→
  = 

t

(t)]M  )t(t[M  (t)]M  )t(t[M
 

0t

lim ACBB



−++−+

→
 

  
dt

)M(d
syst  = 

t

(t)]M  )t(t[M  (t)]M  )t(t[M
 

0t

lim ACBB



−++−+

→
 

 d(Msyst)/dt คืออัตราการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติ M ของระบบ ส่วนทางขวาของสมการใน

ขีดจำกัด 0t →  เทอมแรก MB(t + t) – MB(t) จะแทนอัตราการเปล่ียนแปลงคุณสมบัติ M ใน
ปริมาตรควบคุมท่ีล้อมรอบด้วยพื้นผิวควบคุม  

   
t

(t)M  )t(tM
 

0t

lim BB



−+

→
   =    




C

d
dt

d   =  







C

d)(
t

 

 เทอมท่ีสองจะแทนอัตราท่ีคุณสมบัติกำลังจะไหลออกจากปริมาตรควบคุมลบด้วยอัตราท่ี
คุณสมบัติกำลังจะไหลเข้าปริมาตรควบคุมผ่านพื้นผิวควบคุม รูป2.17 ข แสดงอัตราการไหลของ
ปริมาตร (Volume flow rate) ผ่านพื้นท่ีผิวเล็กๆ dS  ท่ีมีหน่วยเวคเตอร์ต้ังฉาก (Unit normal) n̂    
ถ้าให้ n̂ ของพื้นผิวควบคุมเป็นเวคเตอร์ท่ีช้ีออกจากปริมาตรควบคุมจะเห็นได้ว่า 



 97 

    
t

(t)M
  

t

)t(tM
 

0t

lim AC


−



+

→
 =  

CS

dS)n̂V(


  

จะได้ความสัมพันธ์ 

    
dt

)M(d
syst    =   








C

d)(
t

 +  
CS

dS)n̂V(


     (2.57) 

ใน (2.57)   ถ้า Msyst เป็นมวล    =  1 
     ถ้า Msyst เป็นโมเมนตัม      =  V


 

  ถ้า Msyst เป็นพลังงาน      =  (e + 
2

V2

) 

 อัตราการเปล่ียนแปลงของมวล โมเมนตัม และพลังงานของระบบสัมพันธ์กับมวลโมเมนตัม 
และพลังงานของมวลในปริมาตรควบคุม และมวล โมเมนตัม และพลังงานท่ีไหลผ่านพื้นผิวควบคุมเข้า
ออกปริมาตรควบคุมตามสมการ (2.57) 
 สมมติว่ากำลังพิจารณามวลของระบบ 

          
dt

)m(d syst   =  0  =  







C

d)(
t

 +  
CS

dS)n̂V(


    (2.58) 

 สมการ (2.58) บอกเราว่าอัตราการไหลสุทธิของมวลออกจากปริมาตรควบคุมจะเท่ากับอัตรา

การลดลงของมวลภายในปริมาตรควบคุม และถ้าสนามการไหลเป็นแบบคงตัว  







C

d)(
t

 = 0  

อัตราไหลเข้าต้องเท่ากับอัตราไหลออก outin
m  m  =  ซึ่งคือสมการท่ีเราใช้พิจารณาเสมอในกลศาสตร์

ของไหล ในสมการ (2.58) ถ้าเราใช้ความสัมพันธ์ตามทฤษฎีของ Gauss ท่ีเรียกว่าทฤษฎีไดเวอร์เจน 
(Divergence theorem) จะได้ 
       

CS

dS)n̂V(


   =   



C

d)V(


      

แทนใน (2.58) 

           


+




CC

d)V(  d
t

p 
  =   0 

      +






d))V(  
t

p
(

C


  =  0 

ซึ่งแสดงว่าในเมื่อปริมาตรควบคุมมีขนาดแน่นอน (ไม่เป็นศูนย์) อินทิเกรทจะเป็นศูนย์ก็ต่อเมื่อเทอมใน
วงเล็บเป็นศูนย์ 

       )V( 
t

p 
+



    =   0       (2.41) 

 คือสมการเดียวกับสมการ (2.41) ในหัวข้อ 2.9 นั่นเอง ถึงจะมีจุดเริ่มต้นคนละอย่างแต่
ผลสรุปเป็นอย่างเดียวกัน เพราะเป็นตัวแทนของกฎพื้นฐานเดียวกันคือ มวลจะต้องคงท่ีไม่สามารถ
สร้างขึ้นเองหรือทำลายลงได้ เพียงแต่สมการ (2.41) แสดงความสัมพันธ์นี้ท่ีแต่ละจุดในการไหลส่วน
สมการ (2.59) แสดงผลท่ีเกิดขึ้นโดยรวมกับปริมาตรควบคุม ท่ีมีบริเวณแน่นอนอันหนึ่ง 
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 ทำนองเดียวกันถ้า M ท่ีพิจารณาเป็นโมเมนตัม ทางซ้ายของสมการ (2.57) จะเป็น 

    
dt

)Vm(d


   =   F


    =   แรงภายนอกท่ีมากระทำกับระบบ 

 เนื่องจากระบบของเราอยู่ในปริมาตรควบคุม เพราะฉะนั้นแรงภายนอกท่ีกระทำจึงกระทำท่ี
ผิวของปริมาตรควบคุมรวมกับแรงกระทำเนื่องจากแรงในเนื้อมวล (Body force) ของมวลในปริมาตร
ควบคุมนั่นเอง เพราะฉะนั้นจะได้ความสัมพันธ์ 

      F


    =   







C

d
t

)V(


 +  
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dS)n̂V(V


    (2.59) 

ผลรวมของแรงภายนอกท่ีกระทำบนปริมาตรควบคุม 
        =  อัตราการเปล่ียนแปลงโมเมนตัมภายในปริมาตรควบคุม 
            + อัตราสุทธิท่ีโมเมนตัมไหลออกจากปริมาตรควบคุม 
ถ้าให้      แรงกระทำท่ีผิว  = 

S
F
    

            แรงจากความดัน  =  −
CS

dsn̂p   

และ             แรงจากน้ำหนัก  =   

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C

gd   

สมการ (2.59) จะเป็น 
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

   (2.60) 

สมการ (2.60) สามารถเอาไปใช้งานได้อย่างน่าสนใจ ตามตัวอย่างต่อไปนี้ 
 

 
รูป 2.18  ปริมาตรควบคุมรอบแพนอากาศในอุโมงค์ลม (Anderson, 2016) 

 
 การทดสอบหาแรงยกและแรงต้านของรูปแพนอากาศ ทำได้โดยติดต้ังรูปแพนอากาศท่ีมีความ
ยาวตลอดท้ังหน้าตัดของส่วนทดลองของอุโมงค์ลม โดยยึดปลายปีกท้ังสองข้างไว้กับผนังอุโมงค์ท้ังสอง
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ด้าน ซึ่งทำให้การไหลผ่านของกระแสอากาศ มีลักษณะเป็นสองมิติ การวัดแรง ไม่สามารถทำได้โดย
การติดต้ังแบบจำลองกับเครื่องวัดแรง เพราะปีกถูกตรึงไว้กับผนัง แต่การวัดแรงยกทำได้โดยการวัด
ความดันท่ีแจกแจงบนเพดานและพื้นอุโมงค์ด้านบนและด้านล่างของแบบจำลอง  ส่วนแรงต้านได้จาก
การวัดความเร็วกระแสด้านท้ายลมเทียบกระแสลมท่ีเป็นแบบสม่ำเสมอ (Uniform) ด้านหน้าของ
แบบจำลอง ในตอนแรกวิธีการวัดแรงยกและแรงต้านนี้อาจดูแปลก แต่เมื่อพิจารณาดี ๆ แล้วมันใช้
หลักการตามสมการ (2.60) นั่นเอง 
 พิจารณาปริมาตรควบคุมท่ีมีพื้นผิวควบคุมตามรูป 2.18 ซึ่งเป็นปริมาตรควบคุมสำหรับการ
ไหลสองมิติลึกไปในหน้ากระดาษ 1 หน่วย ล้อมรอบด้วย 
 1.  เส้นกระแสห่างจากปีกไปด้านบนและด้านล่าง (ab และ hi ตามลำดับ) 
 2.  เส้นต้ังฉากกับความเร็วห่างไปทางด้านหน้าและด้านหลังของแบบจำลอง (ai และ bh) 
 3.  รอยตัดล้อมรอบผิวแพนอากาศ (edefg) 
 ปริมาตรควบคุม abcdefghia  มีกระแสไหลเข้าท่ีตำแหน่ง 1  ผ่านหน้า ai  และไหลออกท่ี
ตำแหน่ง 2 ผ่านหน้า bh ส่วนด้าน ab และด้าน ih ทับเส้นกระแสจึงไม่มีกระแสไหลข้าม สมมติให้
เส้นรอบรูป abhi อยู่ห่างออกมามากพอท่ีความดันจะมีค่าเท่ากันตลอดเท่ากับความดันของกระแส

อิสระ p = p พร้อมท้ังให้ความเร็วไหลเข้าผ่านหน้า 1 มีค่าสม่ำเสมอ u1 ตลอด ai (อย่างท่ีควรจะ
เป็นในการไหลจริงหรือในอุโมงค์ลม) แต่ความเร็วไหลออกผ่านหน้า 2 จะไม่สม่ำเสมอผ่าน bh เพราะ
การไหลผ่านแพนอากาศ ทำให้เกิดกระแสอลวนไปทางด้านหลัง อย่างไรก็ตามสมมติให้ u1 และ u2 
อยู่ในทิศทาง x เพราะฉะนั้น u1 = cont. และ  u2 =  f(y) 
 แรงท่ีทำบนพื้นผิวปริมาตรควบคุมพิจารณาได้จากสองส่วน คือ 
  1.  จากความดันท่ีกดอยู่โดยรอบบนด้าน abhi  =   −

abhi

ds n̂p  

2. แรงทำบนผิว def  ท่ีทับกับผิวแพนอากาศ 
 ท้ัง 2 ส่วนเราไม่คิดแรงเฉือนบนผิว abhi เพราะจะมีค่าน้อยมาก (บริเวณท่ีห่างผิววัตถุออกมา
เกรเดียนความเร็วจะน้อย) และแรงท่ีเกิดบนรอยตัด cd และ fg จะมีขนาดเท่ากันแต่ทิศทางตรงข้าม 
เพราะฉะนั้นจะหักล้างกันหมดไป และแรงบนผิว def จะมีขนาดเท่ากัน แต่มีทิศทางตรงข้ามกับแรง
จากความดันและแรงเฉือนบนแพนอากาศ รูป2.19 แสดงการไหลผ่านแพนอากาศ กระแสจะสร้าง
ความดันและแรงเฉือนบนผิวซึ่งมีแรงลัพธ์เท่ากับ R   ต่อหน่วยความยาว ในทางกลับกัน แพนอากาศ
จะออกแรงในรูปความดันและแรงเฉือนแบบเดียวกันแต่ทิศทางตรงข้ามกับกระแสหรือกับ พื้นผิว
ควบคุมตามกฎข้อสามของนิวตัน แพนอากาศจะออกแรง R−

  บนส่วน def ของพื้นผิวควบคุมดัง
แสดงไว้ทางขวาของรูป เพราะฉะนั้นจะได้ผลรวมแรงท่ีทำบนผิวปริมาตรควบคุม ท้ังหมดเป็น  
       F


   =  



−
C

R dS n̂p

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รูป 2.19  แรงบนแพนอากาศ (Anderson, 2016) 

 
เมื่อไม่คิดแรงจากน้ำหนัก แรงนี้จะเป็นแรงรวมทั้งหมดท่ีทำกับปริมาตรควบคุมในรูป 2.18 แทนค่าลง
ในสมการ (2.60) จะได้ 

    







C

d
t

)V(


 +  
CS

dS)n̂V(V


  =   −
abhi

 R dS n̂p


 

สมมุติใหก้ารไหลเป็นแบบคงตัวสมการจะเป็น 
     R 

   =   −−
abhiCS

 dS n̂p  dS V)n̂V(


      (2.61) 

 สมการ (2.61) เป็นสมการเวคเตอร์ สามารถแยกออกเป็นส่วนย่อย (Component) ตามแกน 
x และ y ได้ส่วนย่อยของ R 

  ตามแกน x คือ D  เพราะฉะนั้น 
     D   =   −−

abhiCS

 dS)în̂(p  dS u)n̂V(


 

                                     D  =   −−
abhiCS

dS)p(  dS u)n̂V(


 (2.62) 

ในกรณีนี้บน abhi  p = p เท่ากันตลอดเพราะเราเลือกพื้นผิวควบคุมให้ห่างออกจากแพนอากาศ 
       

abhi
xdS)p(  =   0 

 (pdS)x  คือส่วนของแรงกดบนพื้นท่ี dS จากความดัน p ไปในทิศทาง x  และในกรณีนี้มีค่า
เป็น 0  เพราะว่า เมื่อมองไปตามแกน x ในรูป2.18  แรงดันไปทางขวาจากความดัน p จะพอดีเท่ากับ
แรงท่ีดันกลับไปทางซ้ายเนื่องจากความดัน p ไม่ว่ารูปร่าง abhi จะเป็นอย่างไรก็ตาม ตราบท่ีความดัน 
p มีค่าคงท่ีโดยรอบพื้นผิว  ดังนั้นสมการ (2.62)  จะเป็น 
         D   =   −

CS

dS u)n̂V(


      (2.63) 

 ในสมการ (2.63) ค่าอินทิเกรททางขวาของสมการประมาณบนพื้นผิวควบคุมท้ังหมดจะเห็น
ว่าส่วน ab hi และ def  คือเป็นเส้นกระแสท่ีไม่มีการไหลผ่าน ดังนั้น n̂V 


= 0  ตลอดผิวเหล่านี้ 

ส่วนของผิว cd และ fg เป็นด้านประชิดกัน ดังนั้นกระแสท่ีไหลออกจากด้านหนึ่งจะไหลเข้าไปในด้าน
ตรงข้าม ทำให้ผลรวมของการอินทิเกรทเป็นศูนย์ ผลคือการอินทิเกรทในสมการจะเหลือเทอมท่ีเป็น
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โมเมนตัมไหลผ่านด้าน ai และ bh  ด้าน  ai และ bh  มีทิศทางขนานกับแกน y และลึก 1 หน่วย  
นั่นคือ dS  =  dy (1) และหน่วยเวคเตอร์ต้ังฉากมีทิศช้ีออกจากปริมาตรควบคุม เพราะฉะนั้นบน ai  

în̂ −=  บน bh în̂ =  อินทิเกรทใน (2.63) จะเป็น 

      
CS

dS u)n̂V(


  =  dyudyu
b

h

2
22

a

i

2
11  +−      (2.64) 

ค่าลบของเทอมแรกทางขวาของสมการเป็นผลจากการท่ีความเร็ว u1 มีทิศทางสวนกับ 1n̂  บนด้าน ai  
แสดงถึงเทอมท่ีเป็นโมเมนตัมไหลเข้า ตรงข้ามกับเทอมท่ีสองท่ีเป็นบวกเพราะ u2 มีทิศทางไปทาง
เดียวกันกับ 2n̂  
 ก่อนท่ีจะพิจารณาต่อไปให้มากกว่านี้เราอาจพิจารณาสมการต่อเนื่อง (2.41) สำหรับการไหล
คงตัวจะได้ว่าสำหรับปัญหานี้ของเรา    
            มวลไหลเข้า =  มวลไหลออก 

เพราะฉะนั้น                                   dyu
a

i
11  =   dyu

b

h
22   

หรือเมื่อคูณตลอดด้วย  u1 จะได้ (อย่าลืมว่า u1 คงท่ี) 

                                    dyu
a

i

2
11  = dyuu

b

h
212   (2.65) 

แทนใน (2.64) จะได้ความสัมพันธ์ 

                                  
CS

dS u)n̂V(


 =  dyudyuu
b

h

2
22

a

i
212  +−    

หรือ                                    
CS

dS u)n̂V(


   =  dy)uu(u
a

i
2122 −−  (2.66) 

แทนไปใน (2.63)  จะได้ 

                                            D  =   dy)uu(u
a

i
2122 −      (2.67) 

 สมการ (2.67) คือผลลัพธ์ท่ีเราต้องการซึ่งแสดงว่าแรงต้านบนแพนอากาศสามารคำนวณได้
จากความเร็วกระแสอิสระและคุณสมบัติของการไหลด้านหลังแพนอากาศ  u1, u2 และ 2 ตัวแปรท้ัง
สามนี้สามารถวัดได้ในอุโมงค์ลม และแรงต้านต่อหน่วยความยาว Dจะประมาณได้จากสมการ (2.67) 
โดยใช้ค่าท่ีวัดได้นี้ 
 พิจารณาสมการ (2.67) ให้ละเอียดจะเห็นว่า (u1 – u2) คือความเร็วท่ีมีค่าลดลงท่ีระยะ y  
ต่างๆ นั่นคือเพราะแรงต้านบนแพนอากาศจะทำให้เกิดกระแสอลวนท้ิงเป็นรอยไปด้านท้ายของ   
แพนอากาศ ในรอยนี้จะมีการสูญเสียความเร็วของกระแสไปเท่ากับ (u1 – u2) จำนวน 2u2 คือ 
ฟลักซ์ของมวลท่ีไหลผ่านหน้า bh ในช่วง dy เมื่อนำมาคูณกับ (u1 – u2) ก็จะเท่ากับจำนวนโมเมนตัม
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ท่ีสูญเสียไป ดังนั้นอินทิเกรทในสมการ (2.67) แสดงถึงการท่ีค่าโมเมนตัมลดลงในรอยกระแสอลวน 
และค่าท่ีลดลงนี้จะเท่ากับแรงต้านบนแพนอากาศ 
 สำหรับการไหลไร้การอัดตัว  มีค่าคงท่ีตลอดท้ังปริมาตรควบคุม ในกรณีของเราสมการ 
(2.67) จะเป็น 

       D   =   dy)uu(u
a

i
212 −       (2.68) 

 สมการ (2.68) แสดงให้เห็นว่าการวัดการแจกแจงความเร็ว u(y) ข้ามรอยด้านหลังของแพน
อากาศนำมาหาค่า D  ได้โดยตรง การวัดค่า u2 (y) ทำได้โดยใช้แผงท่อปิโตต์ (Pitot rake) ซึ่งเป็น
อุปกรณ์ท่ีนำเอาท่อปิโตต์หลายหลายท่อมายึดเรียงกันบนแท่งโลหะท่ีระยะห่างเท่า ๆ กัน ซึ่งเมื่อนำไป
วางด้านหลังวัตถุจะวัดความเร็วข้ามรอยกระแสอลวนในแนวดิ่งได้ 
 สำหรับการวัดแรงยกสามารถพิจารณาได้โดยวิธีคล้ายกันซึ่งจะท้ิงไว้เป็นการบ้านให้          
ผู้เรียนลองทำดู 
 

 
 

รูป 2.20  ผลทดลองการไหลผ่านแพนอากาศ โปรไฟล์ความเร็วด้านท้ายน้ำสร้างขึ้นโดยใช้ฟอง 
      อากาศท่ีเกิดจากการผ่านกระแสไฟฟ้าไปในขดลวดท่ีขึงต้ังฉากกับทิศทางการไหล 
 
ตัวอย่าง 2.4 พิจารณาการไหลไร้การอัดตัวในช้ันชิดผิวลามินาร์ของการไหลเหนือแผ่นเรียบความยาว
คอร์ด c ตามแสดงในรูป จากการศึกษาพบว่าความหนาของช้ันชิดผิว  ท่ีชายหลังของแผ่นจะเป็น  

      
c

  =  
cRe

5  
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และสัมประสิทธิ์แรงต้านจากแรงเสียดทาน 

      cf   =  
)1(cq

D



   =  
cRe

328.1  

เมื่อ Rec  คือเลขเรย์โนลด์คิดเทียบกับความยาวคอร์ด c 
สมมุติว่าโปรไฟล์ของความเร็วในช้ันชิดผิวอยู่ในรูปสมการ 

              u   =  
n

y
V 










  

ให้ประเมินค่า n ท่ีสอดคล้องกับข้อมูลท่ีมี 
 

 
                                                              (ก) 

 
(ข) 

รูป 2.21  (ก) ปริมาตรควบคุมในตัวอย่าง 2.4  (ข) โปรไฟล์ความเร็วตามตัวอย่าง 2.4  
                        (Anderson, 2016) 

วิธีทำ   จากสมการ (2.68) D   =   dy)uu(u
a

i
212 −  หารตลอดด้วย  qc  จะได้ 

     cf  =  
cq

D



   =  dy)uu(u

cV
2

1 21
0

2
2

−









  
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เมื่อการอินทิเกรททำท่ีตำแหน่งชายหลังแผ่น (x = c)  

      cf  =   )
c

y
(d)

V

u

V

u
(

V

u
2 21

c/

0

2







−  

สำหรับปริมาตรควบคุมในตัวอย่างนี้  u1 = V   ดังนั้น 

      cf  =   )
c

y
(d)

V

u
1(

V

u
2 2

c/

0

2







−  

แทนค่า cf สำหรับช้ันชิดผิวลามินาร์ และค่าสมมติของโปรไฟล์ความเร็วตามโจทย์กำหนด 

     
cRe

328.1  =   )
c

y
(d])

y
(1[)

y
(2 n

c/

0

n


−






 

     
cRe

328.1  =   )
c

y
(d])

y
()

y
[(2 n2

c/

0

n


−






 

     
cRe

328.1  =   )
c

y
(d

c/

c/y

c/

c/y
2

c/

0

n2n



























−










 

หลังจากการอินทิเกรท จะได้ 

     
cRe

328.1  =   






 

+
−







 

+ c1n2

2

c1n

2  

แต่   
c

  =  
cRe

5   ดังนั้น 

     
cRe

328.1  =   














+
−














+ cc Re

1

1n2

10

Re

1

1n

10  

       
10

328.1  =   
1n2

1

1n

1

+
−

+
 

แก้สมการได้  n  =  2   และ    n  =  0.25 ตอบ 
 
 โดยการสมมุติโปรไฟล์ความเร็วเป็นแบบยกกำลังตามตัวอย่าง เราได้ลักษณะของความเร็ว
ต่างกันสองแบบสอดคล้องกับหลักการโมเมนตัมท่ีใช้กับปริมาตรควบคุมในรูป 2.21 รูปร่างของโปร
ไฟล์ท้ังสองแบบแสดงเทียบกับโปรไฟล์จริง สังเกตว่าค่า n = 2 ให้โปรไฟล์ท่ีมีลักษณะคอดลงซึ่งไม่
สอดคล้องกับความเป็นจริง ส่วนค่า n = 0.25 จะได้โปรไฟล์ท่ีสมจริงแต่ต่างจากโปรไฟล์ของความเร็ว

จริงมาก ดังนั้นสมมติฐานว่าความเร็วเปล่ียนแปลงตามสมการ u = 
n

y
V 










  จึงไม่สมจริงนักท้ังๆ ท่ี

ความจริงแล้ว เมื่อ n = 2 หรือ 0.25 โปรไฟล์สมมติจะสอดคล้องกับหลักโมเมนตัมท่ีเราใช้กับปริมาตร
ควบคุมในปัญหาก็ตาม 
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2.14  เส้นทางและเส้นกระแสของการไหล (Pathline & Streamlines of Flow) 
 นอกจากใช้คุณสมบัติเช่นความดัน ความเร็ว และอื่นๆ เพื่ออธิบายภาพการไหลแล้วในทาง
อากาศพลศาสตร์ยังนิยมอธิบายการไหลโดยใช้ลักษณะการเคล่ือนท่ีของของไหลซึ่งจะทำได้โดยการ
กำหนดสร้างเส้นทาง (Pathline) หรือ/และเส้นกระแส (Streamline) ของการไหลขึ้นมา ความหมาย
และข้อแตกต่างของเส้นท้ังสองจะได้กล่าวถึงในหัวข้อนี้  
 

 
 

รูป 2.22  เส้นทางของอนุภาคของไหลท่ีผ่านจุดจุดเดียวกันในการไหลแบบสภาวะไม่คงท่ี 
 
 พิจารณาสนามการไหลแบบสภาวะไม่คงท่ีท่ีกำหนดโดยสนามความเร็ว )t,z,y,x(V

  พร้อมกัน
นั้นสังเกตการเคล่ือนท่ีของอนุภาคของไหลใดๆ ท่ีเคล่ือนท่ีไปในกระแสการไหล สมมติว่าเป็น อนุภาค 
A  ในรูป 2.22 ให้อนุภาค A เคล่ือนท่ีผ่านตำแหน่ง 1 ของการไหล  ถ้าเราติดตามการเคล่ือนท่ีของ A 
ไปอีกช่วงเวลาหนึ่ง A จะเคล่ือนออกจากตำแหน่ง 1 ตามเส้นประท่ีแสดงในรูป 2.22 ก เส้นทางท่ี A 
เคล่ือนท่ีไปนี้เรานิยามให้เป็นเส้นทาง (Pathline) ของอนุภาค A ต่อไปถ้าเราติดตามการเคล่ือนท่ีของ
อนุภาคของไหลอื่นสมมติว่าเป็นอนุภาค B ตามท่ีแสดงในรูป2.22 ข ให้ B เคล่ือนท่ีผ่านตำแหน่ง 1 
เช่นเดียวกับ A แต่เป็นคนละช่วงเวลา เส้นประในรูป 2.22 ข  แสดงเส้นทางของอนุภาค B เนื่องจาก
สนามการไหลเป็นแบบสภาวะไม่คงท่ีความเร็วของจุด 1 (รวมท้ังจุดอื่นในการไหลด้วย) จึงเปล่ียนแปลงไปตาม
เวลา ดังนั้น A และ B จะเคล่ือนท่ีไปตามเส้นทางท่ีเป็นเส้นโค้งท่ีต่างกัน โดยท่ัวไปสำหรับการไหล
สภาวะไม่คงท่ีนั้นอนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีผ่านจุดจุดเดียวกันจะมีเส้นทางต่างกัน 
 ในตัวอย่าง 2.4 ได้เคยกล่าวถึงเส้นกระแส (Streamline) แล้วว่าหมายถึงเส้นโค้งซึ่งทุกจุดบน
เส้นแนวสัมผัสจะอยู่ในทิศทางเดียวกับทิศทางของความเร็ว ณ จุดนั้น ตามท่ีแสดงในรูป 2.23 เส้น
กระแสถูกวาดให้แนวสัมผัสกับเส้นท่ีทุกจุดอยู่ในแนวเดียวกับความเร็วของจุดนั้น ถ้าการไหลเป็นแบบ
ไม่คงตัว (Unsteady) รูปแบบของเส้นกระแสจะเปล่ียนแปลงไปตามเวลา เนื่องจากความเร็วท่ีแต่ละ
จุดมีขนาดและทิศทางเปล่ียนแปลงไปตามเวลา 
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รูป 2.23  เส้นกระแส (streamline)  

 
 จะเห็นว่าโดยท่ัวไปเส้นทางและเส้นกระแสของการไหลท่ีผ่านจุดใดจุดหนึ่งจะแตกต่างกัน     
ให้นึกภาพของการถ่ายภาพติดต่อกันเป็นชุดสำหรับการเคล่ือนท่ีของอนุภาคของไหลอนุภาคหนึ่งท่ี
ตำแหน่งของอนุภาคบนภาพแต่ละภาพเมื่อนำมาเรียงกันจะได้เส้นทางท่ีอนุภาคเคล่ือนท่ี แต่เส้นท่ีลาก
จุดต่อจุดโดยขยับไปตามแนวของความเร็วตรงจุดนั้นทีละน้อยบนภาพแต่ละภาพจะได้เป็นเส้นโค้งซึ่ง
เป็นเส้นกระแสบนภาพแต่ละภาพ ในการไหลสภาวะไม่คงท่ีภาพท่ีถ่ายแต่ละภาพจะให้เส้นกระแสท่ี
เป็นเส้นโค้งท่ีต่างกัน 
 อย่างไรก็ตามสำหรับการไหลท่ีเป็นแบบสภาวะคงตัว (ซึ่งเป็นแบบการไหลส่วนใหญ่ในปัญหา
ของเรา) ขนาดและทิศทางของความเร็วท่ีแต่ละจุดจะคงท่ีไม่แปรเปล่ียนไปกับเวลา รูปแบบการไหล
จะแน่นอน อนุภาคของไหลทุกอนุภาคท่ีไหลผ่านจุดเดียวกันในการไหลจะมีเส้นทางเดียวกันเสมอและ
ยิ่งกว่านั้นก็คือเส้นทางของอนุภาคนี้จะทับเส้นกระแสท่ีผ่านจุดนั้น ดังนั้นสำหรับการไหลสภาวะคงตัว   
จะไม่มีความแตกต่างระหว่างเส้นทางกับเส้นกระแส เพราะเส้นทางของอนุภาคท่ีเคล่ือนท่ีผ่านจุดจุด
หนึ่งจะคงท่ีเสมอและเวคเตอร์ความเร็วจะอยู่ในแนวสัมผัสกับเส้นทางไปทุกจุดตลอดเส้นทาง แนวของ
เส้นทางจึงทับแนวของเส้นกระแส 
 อย่างท่ีได้เคยเสนอไว้ในตัวอย่าง 2.1 แล้ว ในกรณีท่ีทราบสนามความเร็วของการไหลเรา
สามารถนำมาใช้หาสมการของเส้น กระแส ได้ ขอให้สังเกตว่าเส้นกระแสคือเส้นโค้งเส้นหนึ่งซึ่งเราอาจ
กำหนดเทียบกับแกนพิกัดได้ด้วยสมการในรูป f (x, y, z) = 0 ได้เสมอ ค่าของฟังก์ช่ัน f สำหรับการ
ไหลใดๆ เราหาได้จากคณิตศาสตร์ง่ายๆ ดังนี้ ให้เวคเตอร์ sd

 เป็นส่วนส้ันๆ บนเส้นเส้นกระแสท่ี
กำหนดด้วย f (x, y, z) = 0 เส้นหนึ่งอย่างเช่นท่ีจุด 2 ในรูป 2.24 ให้ความเร็วที่จุด 2  
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รูป 2.24  เส้นทางและเส้นกระแสสำหรับการไหลคงตัว (Anderson, 2016) 

 
เป็น V


จากนิยามของเรา V


จะขนานกับ sd

 ดังนั้นจากการคูณเวคเตอร์จะได้ 
Vsd


  =  0 
ในพิกัดคาร์ทีเชียน                                    k̂dzĵdyîdxsd ++=

  

                                                           k̂wĵvîuV ++=


 
ดังนั้น                 Vsd


 = )vdZwdy(î − )wdxudz(ĵ −+ )udyvdx(k̂ −+  =  0 

ผลลัพธ์ในสมการเป็นศูนย์ก็ต่อเมื่อแต่ละส่วนย่อยเป็นศูนย์ ดังนั้น 
  wdy – vdz =   0         (2.69) 
  udz – wdx =   0         (2.70) 
  vdx – udy =   0         (2.71) 
 สมการ (2.69) ถึง (2.71) เป็นสมการดิฟเฟอร์เรนเชียลสำหรับเส้นกระแส ถ้าทราบความร็ว u, 
v, w เป็นฟังก์ช่ันของ x, y, z ก็สามารถอินทิเกรทเพื่อหาสมการของเส้นกระแส f(x,y,z) =  0  ได้ 
 

                  
                                  (ก)                                                                (ข) 
รูป 2.25  (ก) สมการเส้นกระแสในการไหลสองมิติ  (ข) ท่อกระแส (Streamtube) ในพิกัดสามมิติ     
  (Kuethe & Chow, 1997) 
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 รูป 2.25 ก แสดงเส้นกระแสของการไหลสองมิติเพื่อช่วยให้เข้าใจความหมายของ สมการ 
(2.71) ได้ดียิ่งขึ้น ในรูปสมการของเส้นกระแสจะเป็น y = f(x) ดังนั้นท่ีจุด 1 บนเส้นกระแสความชัน
ของโค้งจะเป็น dy/dx แต่ความเร็ว V


 มี u  และ v เป็นส่วนย่อยตามแกน x และ y สัมผัสกับโค้งท่ี

จุด 1 เช่นกัน ดังนั้น ค่าความชันจะเป็นอย่างท่ีแสดงในภาพซึ่งเท่ากับ v/u นั่นคือ 

         
u

v

dx

dy
=         (2.72) 

สมการ (2.72) เป็นสมการดิฟเฟอร์เรนเชียลของเส้นกระแสในสองมิติและเป็นสมการเดียวกับสมการ
(2.71) นั่นเอง 
 รูป 2.25 ข แสดงแนวคิดท่ีเรานำมาใช้มากในการวิเคราะห์การไหลเรียกท่อกระแส (Stream tube) 
ซึ่งเกี่ยวโยงกับเส้นกระแส สมมติโค้ง C เป็นโค้งปิดใดๆ ในการไหลดังแสดงในรูป 2.25 ข ถ้าพิจารณา
ว่ามีเส้นกระแสผ่านจุดทุกจุดท่ีเรียงอยู่บนโค้งปิด C เส้นกระแสจะเรียงกันแน่นเป็นผนังท่อในรูปเรียก
ท่อกระแส (Streamtube) ภายในนี้กระแสจะเหมือนไหลในท่อปิด กระแสท่ีผ่านพื้นท่ีในโค้งปิด C  
ท้ังหมดจะไหลผ่านพื้นท่ีในโค้งปิด C และไม่เล็ดรอดผ่านผนังท่อกระแสออกไป 
 

ตัวอย่าง 2.5    พิจารณาสนามความเร็ว u = 
22 yx

y

+
  และ v = 

22 yx

x

+

−  จงคำนวณหาสมการของ

เส้นกระแสท่ีผ่านจุด (0, 5) 

วิธีทำ  จากสมการ (2.72) 
dx

dy  =    
y

x

u

v
−=  

  ydy =   – xdx 
อินทิเกรทสองข้างจะได้ y2 =   – x2 + C 
เมื่อ C เป็นค่าคงท่ี สำหรับเส้นกระแสท่ีผ่านจุด (0, 5) แทนพิกัดในสมการเส้นกระแสจะได้ 
  52 =   – 02 + C    
  C  =    25 
สมการเส้นกระแสจะเป็น x2 + y2 =    25                   ตอบ 
 

2.15   การหมุนวน (Circulation)  
 ในหัวข้อท่ีผ่านมาลักษณะของสนามความเร็วอย่างเช่น  V


  และ V


  แสดงลักษณะ

สำคัญของการไหลบางอย่างตามท่ีได้อธิบายไปแล้ว ยังมีลักษณะสำคัญอีกอย่างหนึ่งท่ีพิจารณาจาก
ความเร็วของการไหลซึ่งต่อไปจะพบว่าเกี่ยวข้องโดยตรงกับการเกิดแรงยก 
 พิจารณาโค้งปิด C ใดๆ ในสนามการไหลท่ีกำหนดด้วยความเร็ว V


 ถ้า sd

  เป็นส่วนของโค้งส้ัน ๆ 
บน C แต่ละจุดบนโค้ง C ความเร็วของกระแสจะเปล่ียนไป เรานิยามค่าการหมุนวน (Circulation) ว่าเป็น 
   =   −

C

sdV

 (2.73) 
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รูป 2.26  การหมุนวน (Circulation) (Moran, 2010) 

 
 ค่าการหมุนวน คือ ค่าลบของอินทิเกรทตามเส้นของความเร็ว V


 ไปรอบโค้งปิด C (Moran, 

2010) คงจำได้จากวิชาแคลคูลัสว่าอินทิเกรทรอบโค้งปิดจะเป็นบวกเมื่อทวนเข็มนาฬิกา เครื่องหมาย
ลบในสมการ(2.73) จึงใช้เพื่อความสะดวกเนื่องจากในอากาศพลศาสตร์จะพิจารณาให้   เป็นบวก
ตามเข็มนาฬิกา    การใช้คำว่า “หมุนวน” อาจทำให้เกิดความเข้าใจผิดและทำให้นึกไปถึงการ
เคล่ือนท่ีไปรอบๆ โค้ง C ของกระแสหรืออะไรบางอย่าง ดังนั้นอาจทำให้เข้าใจไปว่าการหมุนวนแสดง
ถึงการไหลไปรอบโค้ง C  ซึ่งเป็นส่ิงท่ีผิดโดยส้ินเชิง สำหรับอากาศพลศาสตร์ค่าการหมุนวนมี
ความหมายท่ีเฉพาะตัวในทางเทคนิคตามสมการ (2.73) ซึ่งไม่จำเป็นว่าจะต้องมีอนุภาคของไหล
เคล่ือนท่ีวนไปรอบโค้ง C ในสนามการไหล เพียงแต่ว่าเมื่อมีค่าการหมุนวนรอบโค้ง C แสดงว่าอินทิเก
รทตามสมการ (2.73) ได้ผลลัพธ์ไม่เท่ากับศูนย์ เช่น การไหลผ่านแพนอากาศท่ีมีมุมปะทะในรูป 2.27 
กระแสลมจะปะทะแพนอากาศ    ท่ีจุด A ในรูปจากนั้นจะแยกไหลผ่านไปตามผิวด้านบนและผิว
ด้านล่างของแพนอากาศแล้วจะไปบรรจบกันท่ีชายหลังตรงจุด B เพราะสภาพท่ีระยะทางตามผิว
ด้านบนยาวกว่าระยะทางตามผิวด้านล่าง กระแสอากาศจะไหลไปบรรจบกันพอดีท่ีชายหลังได้ กระแส
อากาศท่ีไหลเฉียดไปตามผิวบนจะต้องมีความเร็วสูงกว่ากระแสอากาศท่ีไหลเฉียดไปตามผิวล่าง ถ้าเรา
อินทิเกรทค่า sdV


  ไปตามโค้งของผิวบนและผิวล่างจากจุด A ไปจุด B จะได้  

upper

sdV


  >  
lower

sdV 

  

หรือถ้าพิจารณาการหมุนวนรอบโค้งของเส้นรอบรูปแพนอากาศจะได้ 
       −=−=

lowerupperairfoil

sdVsdVsdV

 

มีค่าเป็นบวกรอบแพนอากาศ คงเห็นจากรูปว่าการไหลจะเป็นจากซ้ายไปขวาท้ังด้านบนและด้านล่าง
ของแพนอากาศ แต่ไม่มีอนุภาคไหนเลยท่ีเคล่ือนท่ีหมุนวนไปรอบแพนอากาศ 
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รูป 2.27   การหมุนวนรอบแพนอากาศ (Moran, 2010) 

 
 ท่ีน่าสนใจอีกอย่างหนึ่งคือการหมุนวนรอบโค้งปิดใดๆ จะสัมพันธ์กับวอร์ทิซิต้ีท่ีบรรจุอยู่ใน
พื้นท่ีท่ีล้อมรอบด้วยโค้งปิดนั้น สมมติให้โค้ง C ล้อมรอบพื้นท่ี S


 ซึ่งอยู่ภายในสนามการไหล ความเร็ว 

V


 จากทฤษฎีของ Stokes’ (ทบทวนได้จากแคลคูลัส) 
       −=−=

SC

Sd)V(sdV

      (2.74) 

 การหมุนวนรอบโค้งปิด C จะมีค่าเท่ากับผลรวมของวอร์ทิซิต้ีเวคเตอร์ท่ีบรรจุอยู่ภายในพื้นท่ีท่ี
ล้อมรอบด้วยโค้ง C สมการนี้นำไปสู่ข้อสรุปว่าถ้าการไหลเป็นแบบ “ไร้การหมุน” (Irrotational 
flow) ท่ัวท้ังบริเวณภายในขอบเขตของการอินทิเกรท (หรือ V


 = 0 ทุกจุดภายในพื้นท่ีท่ีล้อมด้วย

โค้ง C) แล้ว  จะมีค่าเท่ากับศูนย์ด้วย ถ้าให้โค้ง C ท่ีพิจารณาลดขนาดลงจนเล็กมากล้อมรอบบริเวณ
ท่ีเป็นเพียงจุด และให้ค่าการหมุนวนรอบโค้งเล็กๆ นี้แทนด้วย d แล้วในขีดจำกัดท่ี C ลดขนาดลงจน
ใกล้ศูนย์ สมการ (2.74) จะเป็น 
  d   =  Sd)V(


−  =  dSn̂)V( −

  

หรือ  
dS

d
−  =   n̂)V( 

    (2.75) 

 เมื่อ dS คือพื้นท่ีเล็กๆ ภายในโค้งปิด C สมการ (2.75) กล่าวว่า ณ จุด P ในสนามการไหล 
ส่วนย่อยของเวคเตอร์ V


  ต้ังฉากกับพื้นท่ี  dS จะมีค่าเท่ากับค่าลบของการหมุนวนต่อหน่วยพื้นท่ี

เมื่อการหมุนวนคิดรอบพื้นท่ีเล็กๆ  dS  
 

ตัวอย่าง 2.6   กำหนดให้สนามความเร็ว u = 
22 yx

y

+
 และ  v = 

22 yx

x

+

−   จงคำนวณค่าการหมุน

วนรอบเส้นรอบวงของวงกลมรัศมี 5 m สมมติให้ u และ v มีหน่วยเป็น m/s 
วิธีทำ  เนื่องจากโค้งเป็นเส้นรอบวงวงกลม เราใช้พิกัดเชิงมุม (r, ) จะสะดวกกว่า ดังนั้นแปลงตัวแปร
ด้วยความสัมพันธ์ 
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    x  =  r cos  , y  =  r sin  , x2 + y2 = r2 
   Vr  =  u cos + v sin  , V  =  – u sin  + v cos 

เพราะฉะนั้น   u   =   
22 yx

y

+
  =   

2r

sinr        =   
r

sin  

    v   =   
22 yx

x

+

−   =   
2r

cosr −    =   
r

cos  

         Vr   =   


cos
r

sin   +   
−

sin
r

cos    =   0 

         V   =   
−

sin
r

sin   +   
−

cos
r

cos    =   
r

1
−  

จาก    sdV


   =  )êrdêdr()êVêV( rrr  ++  
        =   Vr dr +  rVd  =  – d 

จะได้      =   −
C

sdV

 =  



−−
2

0

d   =  2  m2/s  ตอบ  

 สังเกตว่าในตัวอย่างเราไม่ได้แทนค่ารัศมี 5 m ของวงกลมท่ีคิดค่าการหมุนวน ในบทต่อไปจะ
พบว่าในกรณีของตัวอย่างนี้การหมุนวนจะไม่ข้ึนกับรัศมี 
 

2.16   ฟังก์ช่ันกระแส (Stream Function) 
 พิจารณาการไหลคงตัวสองมิติ (Two-dimensional steady flow) ซึ่งเส้นกระแสสามารถ
กำหนดได้โดยสมการจากหัวข้อ 2.14 (Anderson, 2016) 

               
u

v

dx

dy
=     (2.72) 

ถ้าสนามความเร็ว u และ v ถูกกำหนดโดยฟังก์ช่ันของพิกัด x และ y เราสามารถอินทิเกรทสมการ 
(2.72) เพื่อให้ได้สมการพีชคณิตสำหรับเส้นกระแสในฟอร์ม 
                                                       f(x,y) = C    
เมื่อ C เป็นค่าคงท่ีใดๆ ท่ีได้จากการอินทิเกรทซึ่งจะมีค่าเปล่ียนไปตามเส้นกระแสแต่ละเส้น ถ้าแทน
ฟังก์ช่ัน f(x, y) ด้วยสัญลักษณ์   (อ่านว่า “ซาย”, psi) และเขียนสมการใหม่เป็น 
        )y,x(  =  C        (2.76) 
เรียก   ว่าฟังก์ช่ันกระแส (Stream function) ฟังก์ช่ันกระแส ( ) คือฟังก์ช่ันท่ีใช้กำหนดสมการ
ของเส้นกระแสนั่นเอง จากสมการ (2.76) จะเห็นว่าสมการของเส้นกระแสได้จากการจัดให้    มีค่า
เท่ากับค่าคงท่ีอาทิเช่น C1,C2,C3… ในลักษณะนี้ค่าฟังก์ช่ันกระแสบนเส้นกระแสแต่ละเส้นก็คือค่า C ท่ี
กำหนดนั่นเอง รูป2.28 แสดงเส้นกระแส 2 เส้น ab และ cd ซึ่งมีค่าคงท่ี    =  C1 และ   =  C2  
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รูป 2.28  ฟังก์ช่ันกระแส (Anderson, 2016) 

 
 ค่าคงท่ีในสมการ (2.76) หรือค่า   ของเส้นกระแสแต่ละเส้นมองดูมีค่าลอยๆ และมีค่าเท่าไร
ก็ได้ ถ้าเราลองกำหนด    ให้ชัดเจนลงไปเพื่อให้การกำหนดค่า C1, C2, C3 มีความหมายโดยกลับไป
พิจารณารูป 2.28 ถ้ากำหนดให้ค่าคงท่ีบนเส้นกระแสท้ังสองเส้น C1 และ C2  สำหรับเส้น ab และ cd  
มีค่าเท่ากับอัตราการไหลของมวลท่ีไหลไประหว่างเส้นกระแสเส้นนั้นกับจุดอ้างอิงใดๆ (จุดกำเนิดใน
รูป) เนื่องจากเราพิจารณาปัญหาสองมิติดังนั้นอัตราการไหลไปในระหว่างเส้นกระแสท้ังสองเส้นกับ
จุดอ้างอิงเราคิดต่อความกว้าง 1 หน่วยลึกไปในหน้ากระดาษ และมวลท่ีไหลผ่านไปในระหว่างเส้น
กระแส ab และ cd ต่อความลึก 1 หน่วยในหน้ากระดาษ จะเป็น 
         =   C1 –  C2         (2.77) 
 ในสมการ (2.77) การท่ีค่า C จะมีค่าอะไรก็ได้ไม่ได้ถูกจำกัดไปท้ังหมดเพียงแต่ค่า C จะถูก
กำหนดในลักษณะท่ีในการไหลสองมิติเมื่อเลือกให้เส้นกระแสเส้นหนึ่งมีค่าคงท่ีของฟังก์ช่ันกระแสค่า
หนึ่งแล้วค่าฟังก์ช่ันกระแสของเส้นกระแสเส้นอื่นนอกจากเส้นนี้จะถูกกำหนดค่าตามสมการ (2.77) 
ทันที สำหรับการกำหนดค่าเป็นตัวเลขจริงเราจะได้ทำกันต่อไปในบทท่ี 3 
 การท่ี )y,x( = C กำหนดสมการเส้นกระแส กับการท่ีผลต่าง   ของเส้นกระแสสองเส้น
เท่ากับอัตราการไหลผ่านของมวลต่อหนึ่งหน่วยความลึกระหว่างเส้นกระแสท้ังสองเส้นนั้นเป็นส่ิงท่ี
สรุปจากธรรมชาติของการไหล สำหรับการไหลสองมิติสภาวะคงตัวอัตราการไหลผ่านระหว่างเส้น
กระแสสองเส้นใดๆจะมีค่าคงท่ีเสมอ ดังนั้นจากนิยาม   จะมีค่าเท่ากับอัตราการไหลนี้ และจะต้อง
มีค่าคงท่ีระหว่างเส้นกระแสท้ังสองด้วย ในรูป 2.28 ถ้า 1  =  C1 เป็นสมการเส้นกระแส ab แล้ว  

2 = C2 = C1 +   จะมีค่าคงท่ีตลอดเส้นกระแส cd และ 2 = C2 เป็นสมการเส้นกระแส cd 
เช่นกัน 
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 ตามท่ีอธิบายมาท้ังหมดเรายังไม่ได้สรุปส่ิงท่ีสำคัญท่ีสุดท่ีได้มาจากการกำหนดค่า   คือ 
ความสัมพันธ์ระหว่างอนุพันธ์ของ    กับความเร็ว พิจารณาเส้นกระแส ab และ cd  ในรูป 2.28   
ท่ีอยู่ใกล้กันมากจนถือได้ว่าความเร็ว V


มีค่าสม่ำเสมอตลอดระยะห่าง n น้อยๆ ซึ่งเป็นระยะต้ังฉาก

ระหว่าง ab และ cd  และ V


จะอยู่ในแนวตั้งฉากกับ n ดังนั้นปริมาณการไหลผ่าน n ต่อหน่วย
ความลึก จะเป็น 

          =   Vn(1)       

หรือ       
n

  =   V        

ในขีดจำกัดของสมการ เมื่อ  n → 0   

         V  =   
n

lim
0n 



→
 =  

dn

d      (2.78) 

สมการ (2.78) กล่าวว่าถ้าทราบฟังก์ช่ัน   ะหาค่าของผลคูณ V ได้ด้วยการหาเกรเดียนของ   ใน
ทิศทางต้ังฉากกับ V


 ในรูปเวคเตอร์ Vn จะเป็น nV


  ตามท่ีแสดงในรูป2.28 สังเกตว่าพื้นท่ี 

n


 = ĵxîy −  (เครื่องหมายลบของ x มาจากในรูป2.28 เพราะจุด f อยู่ทางซ้ายของจุด e) 
เพราะฉะนั้นมวลท่ีไหลผ่านหน้าตัด n จะเท่ากับ  
   อัตราการไหลมวล  =    = nV


    =   uy − v(x) 

ในขีดจำกัด  n → 0    d   =   udy  −  vdx      (2.79) 
แต่ว่า   =  (x,y) ดังนั้นจากการหาอนุพันธ์หลายตัวแปรตามกฎลูกโซ่ (chain rule) 

                                                 d   =   dy
y

dx
x 


+



  (2.80) 

เมื่อเทียบสมการ (2.79) กับสมการ (2.80) จะได้ว่า 

       
y

  =    u                    (2.81a) 

              
x

   =   – v                  (2.81b) 

 สมการ (2.81) สำคัญมากเพราะแสดงว่าเราจะหาค่าของ u และ  v ณ จุดใดๆ ในการไหล
ได้ถ้าทราบค่าของ  (x,y) โดยการหาอัตราการเปล่ียนแปลงไปทาง x และ y 
 สำหรับในพิกัดเชิงมุม (r, ) อาจได้ข้อสรุปในทำนองเดียวกันคือ 

            




r

1   =    Vr                  (2.82a) 

            
r


−   =   V                   (2.82b) 

 จนถึงตรงนี้ เรากำหนด   มีค่าเท่ากับอัตราการไหลของมวลต่อความลึกหนึ่งหน่วย ดังนั้น 
หน่วยของ   ในระบบ SI จะเป็น kg/(m·s) 



 114 

 ฟังก์ช่ันกระแสใช้กับการไหลได้ท้ังท่ีเป็นการไหลอัดตัวและการไหลไร้การอัดตัว ถ้าพิจารณา
การไหลไร้การอัดตัวที่  มีค่าคงท่ี สมการ (2.78) เขียนใหม่ได้เป็น 

        
n

)/(



   =   V 

กำหนดให้  = /  เป็นฟังก์ช่ันกระแสสำหรับการไหลไร้การอัดตัว 

               
n

   =   V 

สมการ (2.81) ถึง (2.82)  จะเปล่ียนเป็น 

       
y

  =    u                     (2.83a) 

            –
x

   =    v (2.83b) 

           




r

1     =    Vr                    (2.84a) 

            
r


−   =   V                   (2.84b) 

 ท้ัง   และ  ต่างมีลักษณะเฉพาะเช่นเดียวกันเพราะว่า  (x, y) = C เป็นสมการของเส้น
กระแส เมื่อ  = ค่าคงท่ีสำหรับการไหลไร้การอัดตัว ดังนั้น = / = C ก็จะเป็นสมการของเส้น
กระแสเหมือนกัน และเมื่อ   แทนอัตราไหลของมวลระหว่างเส้นกระแส 2 เส้น และ  คือความ
หนาแน่น ดังนั้น = / จะแทนอัตราการไหลปริมาตรระหว่างเส้นกระแสสองเส้น และมีหน่วย
เป็น m3/(m·s) =  m2/s ในระบบ  SI 
 กล่าวโดยสรุปแนวคิดเรื่องฟังก์ช่ันกระแสมีประโยชน์มากในอากาศพลศาสตร์เพราะเหตุผล
ใหญ่ 2 ข้อ คือ 
  1.  ฟังก์ช่ันกระแสกำหนดสมการของเส้นกระแสสำหรับการไหลสองมิติสภาวะคงตัว 
  2.  สนามของการไหลหาได้จากการหาอนุพันธ์ของ   หรือ  หรือเทียบต่อ x และ y 
 ส่วนการท่ีจะหาค่าฟังก์ช่ันกระแสได้อย่างไรนั้นเป็นรายละเอียดท่ีเราจะได้ศึกษาต่อไป 
 

2.17  ศักย์ความเร็ว (Velocity Potential) 
 ในหัวข้อ 2.7 เราพิจารณาได้ว่าการไหลไร้การหมุน (Irrotational) จะสังเกตได้จากเคอร์ของ
สนามความเร็ว V


 = 0 ถ้าเราพิจารณาเอกลักษณ์ของเวคเตอร ์ (Bertin, J. J., & Cummings, R. M., 2025) 

   )(


 =   

zyx

zyx

k̂ĵî























  
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     =   )
yxyx

(k̂)
zxzx

(ĵ)
zyzy

(î



−




+




−




+




−



  

         0 
 เมื่อ  (อ่านว่า “ฟี” phi) เป็นฟังก์ช่ันสเกลาร์ใดๆ เมื่อเทียบกับเคอร์ของความเร็วของการไหล
ไร้การหมุน V


 = 0 จะเห็นว่าสำหรับการไหลไร้การหมุน 

       V


 =  
          (2.85) 

สมการ (2.85) กล่าวว่าสำหรับการไหลไร้การหมุน (Irrotational flow) จะมีฟังก์ช่ันสเกลาร์  (x,y) 
ตัวหนึ่งเสมอท่ีเกรเดียนของมันจะมีค่าเท่ากับ V


เราเรียก (x,y) ว่า “ศักย์ความเร็ว” (Velocity 

potential) ในพิกัดคาร์ทีเชียนสมการ (2.85) จะเป็น 

     k̂wĵvîu ++    =  k̂
z

ĵ
y

î
x 


+




+



  

จะได้ความสัมพันธ์   u  =  
x

  ,   v  =  
y

  ,  w  =  
z

          (2.86a,b,c) 

หรือจะได้ความสัมพันธ์ในพิกัดทรงกระบอก 

    Vr  =  
r

  , V  =  




r

1 , Vz  =  
z

            (2.87a,b,c) 

และความสัมพันธ์ในพิกัดทรงกลม 

    Vr  =  
r

  , V  =  




r

1 , V  =  




sinr

1          (2.88a,b,c) 

 ศักย์ความเร็วเทียบกับฟังก์ช่ันกระแสได้ในแง่ท่ีเกรเดียนของศักย์ความเร็วสัมพันธ์กับความเร็ว
ตามสมการ (2.86), (2.87) และ (2.88) เช่นเดียวกับท่ีเกรเดียนของฟังก์ช่ันกระแสสัมพันธ์กับความเร็ว
ตามสมการ (2.81), (2.82), (2.83) และ (2.84) แต่มีความแตกต่างระหว่างศักย์ความเร็วและฟังก์ช่ัน
กระแส คือ 
 1.  ส่วนย่อยของความเร็วในทิศทางต่างๆ ได้จากเกรเดียนของศักย์ความเร็วไปในทิศทางนั้น   

แต่จะได้จากเกรเดียนของฟังก์ช่ันกระแสไปในทิศทางต้ังฉาก  
 2.  ศักย์ความเร็วเป็นฟังก์ช่ันท่ีกำหนดได้เฉพาะการไหลไร้การหมุน  (Irrotational flow) 

เท่านั้น แต่ฟังก์ช่ันกระแสเป็นฟังก์ช่ันท่ีกำหนดได้ในการไหลท้ังท่ีเป็นแบบไร้การหมุนและมี
การหมุน (Rotational flow) 

 3.  ศักย์ความเร็วกำหนดได้ท้ังในการไหลสองและสามมิติ สภาวะคงตัวและไม่คงตัว  แต่ 
ฟังก์ช่ันกระแสจะกำหนดได้เฉพาะการไหลสองมิติสภาวะคงตัวเท่านั้น 

 เมื่อสนามการไหลเป็นแบบไร้การหมุนท่ีสามารถกำหนดศักย์ความเร็วได้ การพิจารณาการไหล
จะง่ายขึ้นอย่างมาก เพราะแทนท่ีจะต้องพิจารณาความเร็ว u, v, w เป็นตัวไม่ทราบค่าเราเพียงแต่
มองหาฟังก์ช่ัน  (เพียงตัวเดียว) แทน หลังจากได้  แล้วสมการ (2.86) จะให้ค่าของ u, v, w โดย
อัตโนมัติ ด้วยเหตุนี้นี่เองท่ีในทฤษฎีเราแบ่งการไหลเป็นแบบมีการหมุนกับไร้การหมุน และการ
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วิเคราะห์การไหลไร้การหมุนจะง่ายกว่ามาก การท่ีการไหลไร้การหมุนอธิบายได้ด้วยศักย์ความเร็ว
(Velocity potential) ,  , เราจึงเรียกการไหลแบบนี้ว่าเป็น “Potential flow” เช่นเดียวกับฟังก์ช่ัน
กระแส ,  , เราจะศึกษาการหาค่าศักย์ความเร็วในบทต่อไป 

 
2.18  ความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ช่ันกระแส และ ศักย์ความเร็ว 
 จากความหมายของเกรเดียนของสเกลาร์ในหัวข้อ 2.5 เกรเดียนของศักย์ความเร็ว 

  จะเป็น 
เวคเตอร์ท่ีต้ังฉากกับแนวท่ี    มีค่าคงท่ี หรือเส้นเท่า (Isoline) ของ  เราเรียกแนวท่ี  คงท่ีนี้เป็น
พิเศษว่า “แนวศักย์เสมอ” (Equipotentialline) และเส้นท่ีลากไปในแนวท่ีทุกจุดสัมผัสกับแนวของ 


  จะเป็นเส้นเกรเดียนของ  แต่เนื่องจาก V


= เส้นเกรเดียนของ  จึงมีแนวสัมผัสท่ีทุกจุดอยู่
ในแนวเดียวกับความเร็วหรือทับกับเส้นกระแส (Streamline) นั่นเอง และเส้นกระแสก็คือเส้น   
คงท่ี ดังนั้นแนวศักย์เสมอ ( คงท่ี) และเส้นกระแส ( คงท่ี) จะต้ังฉากกัน  

            
รูป 2.29  เส้นเท่าของศักย์ความเร็วและฟังก์ช่ันกระแส (Anderson, 2016) 

 
 ข้อสรุปข้างบนพิสูจน์ได้จากการไหลสองมิติในพิกัดคาร์ทีเชียนแบบไร้การอัดตัวไร้การหมุน   
(2-D incompressible irrotational flow) พิจารณาบนเส้นกระแส  (x, y) = C ใดๆ ค่า d ไป
ตามเส้นกระแสจะเท่ากับศูนย์ 

      d   =    dy
y

dx
x 


+



   =  0      

จากสมการ (2.83)     d   =    udy  –  vdx  =  0 

จะได้    
contdx

dy

=








      =    
u

v          (2.89) 

ทำนองเดียวกันบนแนว  คงท่ี ตามแนวนี้ 

       d   =    dy
y

dx
x 


+



   =  0      

จากสมการ (2.86)           d   =    udx  +  vdy  =  0 
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จะได้      
contdx

dy

=








     =    –
v

u          (2.90) 

เทียบสมการ (2.89) กับ (2.90) จะเห็นว่า 

    
contdx

dy

=








     =   –
cont)dx/dy(

1

=

  

 ความชันของเส้นกระแสเป็นลบส่วนกลับของความชันของเส้นศักย์เสมอ เพราะฉะนั้นท้ังสอง
แนวจะต้ังฉากกัน 
 

2.19   สรุป 
 ในบทนี้ ได้รวบรวมแนวคิดและสมการพื้นฐานท่ีเป็นเครื่องมือสำคัญในการวิเคราะห์ปัญหาทาง
อากาศพลศาสตร์ เนื้อหาในแต่ละหัวข้ออาจดูไม่มีความสัมพันธ์และต่อเนื่องกันแต่ในบทต่อไปแนวคิด
และสมการเหล่านี้เมื่อพิจารณารวมกันจะใช้อธิบายธรรมชาติของการไหลได้อย่างน่าพิศวง แผนผัง
ด้านล่างจะช่วยเตือนถึงเครื่องมือสำคัญของนักอากาศพลศาสตร์ท่ีจะถูกนำมาใช้ในบทต่อๆ ไป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aerodynamic tools 

สมการการไหล 
จากกฎพ้ืนฐาน 3 ขอ้ 

แนวคิดที่น ามาใช ้
พิจารณาการไหล 

-สมการต่อเน่ือง 
-สมการโมเมนตมั 
-สมการพลงังาน 

Substantial derivative- 
Streamline- 

Vorticity- 
Circulation- 

Stream function- 
Velocity potential- 

 

ค าตอบของปัญหา 
ทางอากาศพลศาสตร์ 
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แบบฝึกหัดบทที่ 2 
 
 1.  สำหรับวัตถุรูปทรงใดๆ ถ้าความดันบนผิวรอบวัตถุมีค่าคงท่ี จงแสดงให้เห็นว่าแรงลัพธ์เนื่องจาก

ความดันจะมีค่าเป็นศูนย์   
 2.  แพนอากาศในอุโมงค์ลม (ปีกหน้าตัดคงท่ียาวตลอดท้ังส่วนทดลองของอุโมงค์ลม) จงพิสูจน์ว่า

ค่าแรงยกต่อหน่วยความยาวปีกอาจคำนวณได้จากความดันของผนังด้านบนและด้านล่างของ
อุโมงค์ลม (จากการแจกแจงความดันบนผนังด้านบนและด้านล่างของแพนอากาศ) 

 3.  สนามความเร็วมีค่าความเร็วตามแกน x และ y  
)yx(

Cx
u

22 +
=  และ 

)yx(

Cy
v

22 +
=   เมื่อ C 

เป็นค่าคงท่ี จงหาสมการของเส้นกระแส 

 4.  พิจารณาสนามความเร็ว 
)yx(

Cy
u

22 +
=  และ 

)yx(

Cx
v

22 +

−
=  เมื่อ C เป็นค่าคงท่ี จงหาสมการ

ของเส้นกระแส 
 5.  พิจารณาความเร็วท่ีกำหนดด้วยส่วนตามแนวรัศมีและส่วนตามแนวเส้นรอบวงในพิกัดวงกลม

(Polar coordinate)  Vr = 0 และ V  = Cr เมื่อ C เป็นค่าคงท่ีจงหาสมการของเส้นกระแส 
 6.  จงหาสมการเส้นกระแสของสนามความเร็ว  u = Cx  และ  v = – Cy  เมื่อ C เป็นค่าคงท่ี  
 7.  พิจารณาสนามความเร็วในข้อ 3 ท่ีเรียกว่าการไหลจากแหล่งกำเนิด (Source flow) จงหา 

   ก)  อัตราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของอนุภาคการไหลเทียบต่อปริมาตรเดิม 
   ข)  ค่า Vorticity  
แนะนำ  การคำนวณโดยแปลงความเร็วให้อยู่ในพิกัดวงกลมจะง่ายกว่าพิกัดฉาก 

 8.  พิจารณาสนามความเร็วในข้อ 4 ท่ีเรียกว่า การไหลวอร์เทค (Vortex flow) จงหา 
  ก)  อัตราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของอนุภาคการไหลเทียบต่อปริมาตรเดิม 
  ข)  ค่า Vorticity  

 9.  สนามความเร็วในข้อ 5 เป็นสนามไร้การหมุน (Irrotational) หรือไม่ จงพิสูจน์ 
10. พิจารณาสนามการไหลในพิกัดวงกลมซึ่ง ฟังช่ันเส้นกระแส อยู่ในพิกัด  = (r,) เริ่มจากแนวคิด

ของอัตราไหลมวลระหว่างเส้นกระแสสองเส้น จงพิสูจน์ว่า 

             



=

r

1
Vr         และ      

r
V




−=   

11. ใช้สนามความเร็วในข้อ 6 ซึ่งแสดงการไหลไร้การอัดตัว  จงคำนวณหาฟังช่ันเส้นกระแสและศักย์
ความเร็ว (Velocity potential) และใช้ผลท่ีได้แสดงว่าเส้น  คงท่ีจะต้ังฉากกับเส้น  คงท่ี 

12.  สนามอุณหภูมิกำหนดโดย  T = x3y จงหาขนาดและทิศทางของ grad T ท่ีจุด (1,2) และจงหา
สมการของเส้นเกรเดียนและเส้นอุณหภูมิคงท่ีผ่านจุด (1,2) 

13.  จงหาสมการเส้นกระแสผ่านจุด (1,2) ของสนามความเร็ว  u = x2y  และ  v = –xy2    
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14.  ขนาดของความเร็วและสมการเส้นกระแสในสนามการไหลสองมิติเป็น  

   22 y2xy2xV ++=


  และ    y2 + 2xy = cont. 
จงหาค่า  u และ v 

15.  การไหลของเส้นกระแสต่อไปนี้ ข้อใดเป็นเป็นการไหลไร้การอัดตัว 
  ก)  u = – x3 sin y  ;  v = 3x2 cos y  ข)  u = x3sin y ;  v = 3x2cos y 

  ค)  Vr = 2r sin  cos  ; V  = –2r sin2  ง)  
2r

k
V =   ;   x2 + y2 = C  

16.  ฟังช่ันกระแสของการไหลสองมิติ กำหนดโดย 
       =  x2 + 2y 
  ก)  จงหาขนาดและทิศทางของความเร็วผ่านจุด (2,3) 
  ข)  ท่ีจุด (2,3) จงหาส่วนความเร็วในทิศทางทำมุม 30 กับแกน x  

 
 



 
 

บทที่ 3 
พื้นฐานการไหลไร้ความหนดืไร้การอัดตัว 

3.1 ความนำ 
 ในบทท่ี 2 ได้แสดงสมการพื้นฐานท่ีบอกความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรท่ีเราสนใจ เช่น ความดัน 
ความเร็ว และอื่นๆ กับแนวคิดท่ีใช้พิจารณาการไหล เช่น ฟังก์ช่ันกระแส ศักย์ความเร็วและการหมุนวน 
เป็นต้น สมการมีความสัมพันธ์ท่ีสลับซับซ้อนจนการพิจารณาปัญหาตรงๆ โดยไม่มีสมมติฐานบาง
ประการเข้าช่วยบ้างเป็นส่ิงท่ีทำได้ยาก ในความเป็นจริงอากาศมีความหนืดและอัดตัวได้ (Viscous and 
compressible) ซึ่งหมายความว่าทุกครั้งท่ีวิเคราะห์การไหลของอากาศจำเป็นต้องคำนึงถึงผลจาก
ความหนืดและการอัดตัวไว้ด้วย การพิจารณาลักษณะนี้ได้เห็นจากสมการต่อเนื่อง สมการโมเมนตัม 
และสมการพลังงานในบทท่ี 2 แล้วว่ารูปสมการจะอยู่ในแบบท่ีการใช้คณิตศาสตร์ง่ายๆ อย่างเช่น  
การแก้สมการอนุพันธ์เชิงเส้นท่ีเราพอจะคุ้นเคยใช้ไม่ได้เลย การพิจารณาถึงอย่างไรก็ต้องเกี่ยวพันกับ
คณิตศาสตร์ท่ีซับซ้อนยุ่งยาก คงจำได้ว่าถ้าการไหลมีลักษณะพิเศษ เช่น ไม่มีการอัดตัว หรือไม่มีความ
หนืดมาเกี่ยวข้อง สมการพื้นฐานท้ัง 3 จะลดรูปลงเป็นสมการท่ีง่ายกว่าหลายเท่าในการพิจารณา  
ปัญหาคือลักษณะพิเศษท่ีกล่าวจะไม่ขัดแย้งกับคุณสมบัติจริงๆ ของอากาศหรือ ย้อนกลับไปในบทท่ี 1 
คงจำได้ว่าการไหลของอากาศในย่านท่ีมีความเร็วต่ำกว่า 0.3 เท่าของความเร็วเสียง (ความเร็วเสียงใน
อากาศท่ีระดับน้ำทะเลมาตรฐานประมาณ 340 m/s) ผลกระทบของการอัดตัวจะมีน้อยจนแทบจะไม่
ส่งผลต่อการไหล และอาจสมมติให้ค่า  คงท่ีได้อย่างสมเหตุสมผล หรือเมื่อพิจารณาการไหลของ
ของเหลวซึ่งผลกระทบจากการอัดตัวมีน้อยเช่นกัน ในกลุ่มการไหลท่ีมีลักษณะอันนี้ เช่น อากาศยาน 
ท่ีบินในย่านความเร็วต่ำ การไหลในท่อของน้ำหรือน้ำมัน การเคล่ือนไหวของเรือและเรือดำน้ำ หรือการ
วิเคราะห์ประสิทธิภาพของกั งหันลมเป็นต้น การพิจารณาการไหลให้ เป็นแบบไร้การอัดตัว
(Incompressible flow) สามารถทำได้อย่างเหมาะสม แม้แต่การสมมติให้การไหลเป็นแบบไร้แรง
เสียดทานหรือไม่มีผลจากความหนืด (Inviscid flow) ก็อาจทำได้เมื่อเราคำนึงถึงการไหลท่ีปราศจาก
อิทธิพลของความหนืด เช่น การไหลท่ีอยู่นอกชั้นชิดผิวเท่านั้น ด้วยเหตุผลเหล่านี้ความสนใจการไหลท่ี
เป็นแบบไร้การอัดตัวและไร้ความหนืดท่ีเรียกว่า“การไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว” (Inviscid 
incompressible flow) จึงเป็นส่วนสำคัญในวิชาอากาศพลศาสตร์และจะเป็นเนื้อหาของบทนี้ ท่ีจริง
แล้วเราจะพบต่อไปว่าการพิจารณากลไกของการเกิดแรงยกบนแพนอากาศและปีกอากาศยานมี
พื้นฐานอยู่บนทฤษฎีการไหลแบบนี้นั่นเอง 
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3.2 สมการเบอร์นูลี่ (Bernoulli’s Equation) 
 อาจกล่าวได้ว่าสมการท่ีสำคัญท่ีสุดท่ีถูกนำไปใช้อย่างกว้างขวางในสาขาวิชากลศาสตร์ของไหล 
คือ สมการของเบอร์นูล่ีท่ีอยู่ในรูปสมการท่ีรู้จักกันเป็นอย่างดี (Katz & Plotkin, 2001) คือ    

   21

2
p V+   =  cont. 

ในหัวข้อนี้เราจะพิจารณาท่ีมาของสมการเบอร์นูล่ีซึ่งมีท่ีมาจากสมการโมเมนตัม เราเริ่มต้นโดย
พิจารณาสมการโมเมนตัมตามแกน x เมื่อไม่คิดแรงเสียดทาน ไม่คิดน้ำหนักของอากาศ จากหัวข้อ
2.10 สมการ (2.49a) 

   Du

Dt
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
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กระจายสมการโดยใช้นิยามของอนุพันธ์สับสแตนเชียลตามสมการ (2.38) จะได้ 
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สำหรับการไหลสภาวะคงตัว   
t
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

  =   0   ดังนั้น 
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คูณตลอดด้วย dx จะได้ 
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u dx v dx w dx
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 พิจารณาการไหลตามเส้นกระแส (Streamline) เส้นใดๆ จากบทท่ี 2 สมการของเส้นกระแส 
กำหนดโดย    
  wdy – vdz = 0 (2.69) 
  udz – wdx = 0 (2.70) 
  vdx – udy = 0 (2.71) 
แทนความสัมพันธ์   wdy – vdz   และ   vdx – udy  ลงในสมการ (3.3) จะได้ 
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จะเห็นว่าเทอมในวงเล็บเป็นค่าดิฟเฟอร์เรนเชียลของ u(x,y,z) ตามหลักการหาอนุพันธ์หลายตัวแปร 
 

  du = 
u u u
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ดังนั้นสมการ (3.5) เขียนใหม่ได้เป็น 

  udu = 1 p
dx
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
−


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หรือ  ( )21

2
d u   = 

1 p
dx

x


−


 (3.6) 

ทำนองเดียวกันจะได้สมการสำหรับโมเมนตัมตามแกน  y  และ  z   
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รวมสมการ (3.6), (3.7) และ (3.8) เข้าด้วยกันจะได้ 
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แต่   u2 + v2 + w2 = V V


= V 2  และ  p p p
dx dy dz
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  
+ +
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 =  dp 

แทนกลับไปในสมการ (3.9) จะได้ 
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d V   =  dp


−  (3.10a) 

หรือ  dp =  – VdV (3.10b) 
 สมการ (3.10a) คือ สมการของออยเลอร์ (Euler) ซึ่งใช้ได้กับการไหลไร้ความหนืด (Inviscid 
flow) ท่ีไม่คิดน้ำหนักของไหล สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างการเปล่ียนแปลงความเร็วระหว่าง  
2 จุด บนเส้นกระแสกับการเปล่ียนแปลงความดันระหว่าง 2 จุดนั้น  
 สำหรับการไหลท่ีไม่มีการอัดตัว (Incompresible flow) สมการ (3.10a) จะอยู่ในรูปท่ีพิเศษ
เฉพาะตัว คือ เมื่อ  คงท่ี สามารถนำสมการ (3.10a) มาอินทิเกรทระหว่าง 2 จุดบนเส้นกระแสท่ีมี
ความดันและความเร็ว  p1 , V1 และ p2 , V2 ได้ 
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นั่นคือ 2
1 1

1

2
p V+  = 2

2 2

1

2
p V+  (3.11) 

 สมการ (3.11) คือ สมการเบอร์นูล่ี ท่ีแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง p1, V1 ท่ีจุด 1 กับ p2, V2 ท่ี
จุด 2 บนเส้นกระแสเส้นเดียวกัน สมการ (3.11) เขียนอีกอย่างได้ว่า  

  21

2
p V+   =  constant  บนเส้นกระแสเส้นเดียวกัน (3.12) 

 ในสมการ (3.11) และ (3.12) การพิจารณาท่ีมาของสมการเบอร์นูล่ีไม่ได้กล่าวถึงว่าการไหล
เป็นแบบไร้การหมุนหรือไม่ แต่พิจารณาการไหลท่ีเป็นการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวและสมการ
นำไปใช้ได้ระหว่างจุดสองจุดใดๆ บนเส้นกระแสเส้นเดียวกันเท่านั้น กล่าวคือสมการบอกว่าขณะท่ี
อนุภาคของไหลเคล่ือนท่ีไปตามเส้นกระแสผลรวมของพลังงานการไหลท่ีอยู่ในรูปของความดันและ
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พลังงานจลน์จะมีค่าคงท่ีและโดยท่ัวไปค่าคงท่ีนี้จะมีค่าแปรไปตามเส้นกระแสแต่ละเส้นในการไหลท่ีมี
การหมุน แต่สำหรับการไหลไร้การหมุนความสัมพันธ์ตามสมการ (3.11) และ(3.12) สามารถใช้ได้
ระหว่างสองจุดใดๆ โดยไม่จำเป็นต้องอยู่บนเส้นกระแสเส้นเดียวกัน หรือสำหรับการไหลไร้การหมุน
(Irrotational flow) ค่าคงท่ีในสมการ (3.12) จะมีค่าเท่ากันบนเส้นกระแสทุกเส้น 

  21

2
p V+   =  cont.  ท่ัวทั้งบริเวณการไหล (3.13) 

การพิสูจน์ความจริงข้อนี้นักเรียนทำเองได้เป็นแบบฝึกหัดโดยใช้ความสัมพันธ์ของการไหลไร้การหมุน 
V


= 0 แทนความสัมพันธ์ตามสมการ (2.69) ถึง (2.71) ท่ีจะแทนลงในสมการโมเมนตัมท้ังสาม

สมการ แล้วพิจารณาทำนองเดียวกับท่ีทำกับสมการ (3.2)  
 ลักษณะสำคัญของสมการเบอร์นูล่ีเห็นได้ชัดจากสมการ (3.11) ถึง (3.13) นั่นคือ เมื่อความเร็ว
เพิ่มความดันจะลด และเมื่อความเร็วลดลง ความดันจะเพิ่มขึ้น 
 สังเกตว่าสมการเบอร์นูล่ีมีท่ีมาจากสมการโมเมนตัม นั่นคือมันเป็นสมการท่ีใช้กฎข้อท่ีสองของ
นิวตันกับการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว เมื่อไม่คิดน้ำหนักของของไหล อย่างไรก็ตามมิติของแต่ละเทอม
ในสมการเป็นหน่วยของพลังงานต่อปริมาตร (

2

1 V 2 คือพลังงานจลน์ต่อหน่วยปริมาตร) ดังนั้น

สมการเบอร์นูล่ียังเป็นสมการท่ีแสดงความสัมพันธ์ของพลังงานกลสำหรับการไหลไร้การอัดตัว
(Incompressible flow) ด้วย สมการกล่าวว่างานท่ีกระทำบนของไหลเนื่องจากแรงจากความดันจะ
เท่ากับการเปล่ียนแปลงพลังงานจลน์ของการไหล ท่ีจริงแล้วสมการเบอร์นูล่ีสามารถหาได้โดยเริ่มต้น
จากสมการพลังงานอย่างเช่นสมการ (2.8) ก็ได้ และการท่ีสมการเบอร์นูล่ีสามารถแสดงความสัมพันธ์
ตามกฎข้อท่ีสองของนิวตัน หรือสมการพลังงานก็ได้ แสดงให้เห็นว่าสมการพลังงานเป็นส่วนเกิน
(Redundant) สำหรับการวิเคราะห์การไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว (Inviscid incompressible 
flow) และสำหรับการไหลแบบนี้สมการการไหลต่อเนื่องและสมการโมเมนตัมก็เพียงพอแล้วสำหรับ
การแก้ปัญหา 
 จะเห็นว่าแนวทางในการแก้ไขปัญหาการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวจะเป็นไปในลักษณะ
ดังต่อไปนี้ คือ ในตอนแรกเราจะมองหาสนามของความเร็วจากสมการท่ีกำกับการไหลให้ได้เสียก่อน 
สมการกำกับการไหลท่ีมีรูปเหมาะสมสำหรับการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวจะเป็นหัวข้ออภิปราย
ในหัวข้อ 3.6 และ 3.7 ในขั้นต่อไปเมื่อได้สนามความเร็วแล้วจะใช้สมการเบอร์นูล่ีคำนวณหาสนาม
ความดันตามท่ีต้องการ อย่างไรก็ตามก่อนจะเริ่มพิจารณาไปตามข้ันตอนนี้จะอภิปรายการประยุกต์ใช้
งานสมการการไหลต่อเนื่องและสมการเบอร์นู ล่ีสำหรับการไหลในท่อและการวัดความเร็วลม
(Airspeed) เสียก่อนในหัวข้อ 3.4 และ 3.5 
ตัวอย่าง 3.1   พิจารณาแพนอากาศในกระแสอากาศท่ีระดับน้ำทะเล ความเร็วกระแสอิสระ 50 m/s 
ท่ีจุดหนึ่งบนแพนอากาศความดันจะเท่ากับ 0.9 105 N/m2 จงคำนวณความเร็ว ณ จุดนี้ 
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วิธีทำ  ท่ีระดับน้ำทะเล คุณสมบัติอากาศเป็น   = 1.23  kg/m3  และ  p = 1.01 105  
N/m2 ดังนั้นจากสมการ (3.11) 
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3.3 การไหลไร้การอัดตัวในท่อ : ท่อเวนทูรี่ และอุโมงค์ลม 
 ก่อนจะถึงการแก้ปัญหาการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว ดูการประยุกต์ใช้สมการเบอร์นูล่ี ใน
งานอากาศพลศาสตร์ท่ีสำคัญบางอย่างก่อน พิจารณาการไหลในท่อตามท่ีแสดงในรูป 3.1 ตามปกติ
ท่อจะมีลักษณะเป็น 3 มิติ เช่น ท่อท่ีมีหน้าตัดเป็นวงรีหรือส่ีเหล่ียมซึ่งมีพื้นท่ีหน้าตัดเปล่ียนแปลงไป
ตามความยาวท่อจากจุดหนึ่งไปอีกจุดหนึ่ง การไหลผ่านท่อท่ีมีลักษณะดังกล่าวจะมีลักษณะเป็น 3 มิติ
ไปด้วย และท่ีถูกควรวิเคราะห์โดยใช้สมการท้ังสามมิติเต็มรูปแบบตามท่ีกำหนดไว้ในบทท่ี 2 อย่างไร 
ก็ตาม ในทางปฏิบัติมีหลายกรณีท่ีการเปล่ียนแปลงพื้นท่ีหน้าตัดของท่อ A = A(x) เป็นไปทีละน้อย
และราบรื่น ในกรณีดังกล่าว การสมมติให้ความเร็วหรือคุณสมบัติอื่นๆ ของการไหล ณ หน้าตัดใดหน้า
ตัดหนึ่งมีความสม่ำเสมอกันท้ังหน้าตัดสามารถทำได้และคุณสมบัติของการไหลจะเปล่ียนแปลงไปกับ
พิกัด x เท่านั้น ในรูป 3.1 การไหลสม่ำเสมอแสดงท่ีตำแหน่ง 1 และ 2 การไหลลักษณะนี้ซึ่ง
พื้นท่ีหน้าตัดของการไหลเป็นฟังก์ช่ันของ x และคุณสมบัติการไหลอื่นๆ ถูกสมมติให้ขึ้นกับระยะ x 
เท่านั้น หรือ  A = A(x),  V = V(x),  p = p(x) ; 

 
รูป 3.1  การไหลกึ่งหนึ่งมิติในท่อตีบถ่าง (Katz & Plotkin, 2001) 

 
และอื่น  ๆเรียกว่ากึ่งหนึ่งมิติ (Quasi-one-dimensional flow) และถึงแม้จะเป็นเพียงค่าโดยประมาณของ
การไหลจริงท่ีมีลักษณะเป็น 3 มิติ แต่ความถูกต้องของผลลัพธ์ก็เพียงพอสำหรับการประยุกต์ใช้งานใน
หลายๆ ปัญหา จากสมการต่อเนื่องสำหรับปริมาตรควบคุมในหัวข้อ 2.12 จะได้ 
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  = 0  ดังนั้น 

   ˆ( )
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V n dS 


 = 0 (3.14) 

ใช้สมการ (3.14) กับปริมาตรควบคุม (Control volume) ท่ีมีพื้นผิวควบคุม (Control surface) 
ประกอบ ด้วยหน้าตัด 1 และ 2 กับผิวท่อในรูป 3.1 จะได้ 
 มวลไหลเข้าหน้าตัด A1 + มวลไหลออกหน้าตัด A2 + มวลผ่านผนังท่อ  =  0  
  

1 2 wall

     
A A

V dS V dS V dS   +  +   


 = 0 (3.15) 

 ตามแนวผนังความเร็วของการไหลอยู่ในแนวสัมผัสกับผนังและจากนิยาม dS


 จะต้ังฉากกับ

ผนังดังนั้นตามแนวผนัง V dS


 = 0 นั่นคือเทอมท่ีสามในสมการ (3.15) จะเป็นศูนย์ ท่ีตำแหน่ง 1 

การไหลมีความเร็วสม่ำเสมอตลอดหน้าตัด A1 และความเร็ว V


 และ dS


 อยู่ในทิศทางตรงข้ามกัน 

(ตามนิยามทิศทางของ dS


 จะพุ่งออกจากปริมาตรควบคุมเสมอ)  ดังนั้น  
  

1A

V dS 


  =  –  1 A1V 1 (3.16a) 

ท่ีตำแหน่ง 2 การไหลมีความเร็วสม่ำเสมอตลอดหน้าตัด A2 และความเร็ว V


และ dS


อยู่ในทิศทาง
เดียวกัน ดังนั้น  

  
2A

V dS 


  =    2 A2V2 (3.16b) 

แทนสมการ (3.16) ลงในสมการ (3.15) จะได้ 
   1 A1V 1 =   2 A2V2 (3.17) 
 สมการ (3.17) คือสมการการไหลต่อเนื่องกึ่งหนึ่งมิติท่ีสามารถนำไปใช้ได้กับการไหลท้ังท่ีมีและ
ไม่มีการอัดตัว ความหมายทางกายภาพของสมการ คือ อัตราการไหลมวลผ่านท่อจะมีค่าคงท่ี (มวลท่ี
ไหลเข้าจะต้องเท่ากับมวลท่ีไหลออก)   

 พิจารณาการไหลไร้การอัดตัว เมื่อ  มีค่าคงท่ี ดังนั้น   1 =   2   เราจะได้ 
  A1V 1 = A2V2  (3.18) 
สมการ (3.18) คือสมการการไหลไร้การอัดตัวสภาวะคงตัวในท่อหนึ่งมิติ ในทางกายภาพสมการนี้
กล่าวว่าปริมาตรการไหล (Volume flow) ผ่านท่อจะมีอัตราคงท่ี จากสมการ (3.18) จะเห็นว่าถ้า
พื้นท่ีหน้าตัดของท่อลดลง (ท่อตีบ, convergent duct) ความเร็วจะเพิ่มขึ้นและในทางกลับกันถ้า
พื้นท่ีหน้าตัดของท่อเพิ่มขึ้น (ท่อถ่าง, divergent duct) ความเร็วจะลดลง ข้อสรุปนี้เป็นผลสืบเนื่อง
พื้นฐานท่ีได้จากสมการการไหลต่อเนื่อง นอกจากนี้ถ้าพิจารณาจากสมการเบอร์นูล่ีจะเห็นว่าเมื่อ
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ความเร็วเพิ่มขึ้นในท่อตีบ ความดันจะลดลง และกลับกันเมื่อความเร็วลดลงในท่อถ่าง ความดันจะ
เพิ่มขึ้น การเปล่ียนแปลงความดันนี้แสดงในรูป 3.2  
 

 
รูป 3.2  การไหลไร้การอัดตัวในท่อ (Katz & Plotkin, 2001) 

 

 
 

        รูป 3.3  การไหลผ่านท่อเวนทูรี่ (Katz & Plotkin, 2001) 

 ถ้าพิจารณาการไหลไร้การอัดตัวผ่านท่อตีบถ่าง (Convergent-divergent duct) ในรูป3.3 
กระแสของไหลไหลเข้าสู่ท่อด้วยความเร็ว V1 และความดัน p1 ความเร็วการไหลจะเพิ่มข้ึนในช่วงท่อ
ตีบจนมีค่าสูงสุด V2 ท่ีตำแหน่งพื้นท่ีหน้าตัดเล็กท่ีสุดของท่อ ตำแหน่งนี้ของท่อเรียกคอคอด (Throat)  
ในช่วงนี้ของท่อความดันจะลดลงและมีค่าต่ำสุดท่ีคอคอดเท่ากับ  p 2  หลังจากคอคอดท่อจะเริ่มผาย
ออกความเร็วจะลดลงและความดันจะเพิ่มขึ้น ท่อท่ีแสดงในรูป 3.3 เรียกว่าท่อเวนทูรี่ (Venturi) ซึ่ง
เป็นอุปกรณ์ท่ีถูกนำมาใช้งานอย่างกว้างขวางในทางวิศวกรรม  ลักษณะสำคัญของท่อเวนทูรี่อยู่ท่ี 
ความดัน p 2 ท่ีคอคอดจะต่ำกว่าความดันบรรยากาศ p 1 นอกท่อเวนทูรี่ ความดันต่างระหว่าง  p 1 – p 2  

เป็นข้อได้เปรียบท่ีนำไปใช้งาน เช่น ในคาร์บูเรเตอร์ของรถยนต์ หรือกระบอกฉีดยากันยุง นอกจากนี้
ท่อเวนทูรี่ยังถูกนำไปใช้เป็นเครื่องมือวัดความเร็ว และวัดอัตราการไหลในท่อได้เป็นอย่างดี    
พิจารณาท่อเวนทูรี่ท่ีมีอัตราส่วนพื้นท่ีหน้าตัดทางเข้าต่อคอคอด (A1/A2) ตามรูป 3.3 สมมติว่าท่อเวน
ทูรี่ถูกนำไปวางไว้ในกระแสลมท่ีไม่ทราบค่าความเร็วลม A1  ถ้าต้องการวัดความเร็วลมนี้ส่ิงท่ีต้องทำ
คือวัดความต่างความดัน p 1 – p 2  ซึ่งทำได้โดยการเจาะรูเล็กๆ (a pressure tap) ท่ีผนังท่อเวนทูรี่
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ตรงตำแหน่งทางเข้าและคอคอดแล้วต่อท่อวัดความดันไปยังมาตรวัดความดันหรือมาโนมิเตอร์       
ค่า p 1 – p 2  ท่ีวัดได้จะสัมพันธ์กับความเร็ว V1 ตามสมการเบอร์นูล่ี 

  2
1V   =   2

2 1 2

2
( )p p V


− +  (3.19) 

แต่จากสมการการไหลต่อเนื่อง สมการ (3.18)  

  V2 =   1
1

2

A
V

A
 (3.20) 

แทนสมการ (3.20) ใน (3.19) จะได้  

  2
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2

21
2 1 1
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 
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แก้สมการ (3.21) สำหรับ V1  จะได้ 

   V1 =  1 2

2
1 2
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[ ( / ) ]

p p

A A

−

−
 (3.22) 

สมการ (3.22) เป็นผลลัพธ์ท่ีเราต้องการ สมการให้ความเร็วกระแสอากาศ V1 ในเทอมของความต่าง
ความดันท่ีวัดได้ p 1 – p 2 กับอัตราส่วนพื้นท่ี (A1/A2) และ  ท่ีทราบค่า ในลักษณะนี้ท่อเวนทูรี่
สามารถนำไปใช้วัดความเร็วกระแสลมได้ 
 การประยุกต์ใช้งานอีกอย่างหนึ่งของการไหลไร้การอัดตัวในท่อคืออุโมงค์ลมความเร็วต่ำ (Low 
speed Wind Tunnel) ซึ่งเป็นอุปกรณ์ท่ีใช้สร้างกระแสลมเพื่อจำลองการบินในช้ันบรรยากาศ 
อุโมงค์ลมความเร็วต่ำจะถูกออกแบบให้มีความเร็วลมระหว่าง 0 ถึง 250 ไมล์ต่อช่ัวโมง จากรูป
ประกอบจะเห็นว่าอุโมงค์ลมคือท่อเวนทูรี่ขนาดใหญ่ท่ีกระแสอากาศถูกสร้างขึ้นโดยใช้ใบพัดซึ่งขับโดย
มอเตอร์ ใบพัดท่ีใช้จะคล้ายใบพัดของอากาศยานและมีประสิทธิภาพสูงในการดูด (หรือเป่า) อากาศ
ให้ไหลเวียนในวงจรของอุโมงค์ลม อุโมงค์ลมอาจมีลักษณะวงจรเป็นเปิดอย่างรูป3.4 ก ซึ่งอากาศถูก
ดูดจากบรรยากาศภายนอกเข้ามาในวงจรและปล่อยท้ิงไป หรืออาจมีลักษณะเป็นวงจรปิดอย่างในรูป
3.4 ข ท่ีอากาศจะถูกหมุนเวียนอยู่ในวงจร ท้ังสองกรณีกระแสอากาศความดัน p 1 จะไหลเข้าสู่
ท่อน๊อซเซิล (Nozzle) ด้วยความเร็วต่ำ V1  ท่ีหน้าตัด A1 ท่ีบริเวณหน้าตัดทดลอง (Test section) 
ท่อน๊อซเซิลลดพื้นท่ีหน้าตัดลงเป็น A2 ซึ่งทำให้ความเร็วเพิ่มขึ้นเป็น V2 และความดันจะลดลงเป็น p 2 
หลังจากไหลผ่านหุ่นจำลอง (ซึ่งอาจเป็นอากาศยานท้ังลำหรือแค่บางส่วนของอากาศยาน เช่น ปีก 
หาง กะเปาะเครื่องยนต์) อากาศจะไหลผ่านสู่ส่วนท่ีท่อผายออกเรียกว่าท่อดิฟฟิวเซอร์ (Diffuser) ซึ่ง
พื้นท่ีหน้าตัดจะเพิ่มขึ้นเป็น A3 ความเร็วลดลงเป็น V3 และความดันเพิ่มขึ้นเป็น p 3 จากสมการ    
การไหลต่อเนื่องความเร็วในหน้าตัดทดลองจะเป็น 

  V2 =   1
1

2

A
V

A
                 (3.20) 

ส่วนความเร็วที่ปลายดิฟฟิวเซอร์จะเป็น 
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  V3 =   2
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A
 (3.23) 

และความดันท่ีเปล่ียนแปลงไปตามตำแหน่งต่างๆ จะได้จากสมการเบอร์นูล่ี 

   21

2
p V +   =  21

2
p V+  

                                   2
1 1

1

2
p V+  = 2

2 2

1

2
p V+  = 2

3 3

1

2
p V+  (3.24) 

 

 
รูป 3.4  อุโมงค์ลมความเร็วต่ำ (ก) วงจรเปิด  (ข) วงจรปิด (Anderson, 2016) 

 
 ส่วนประกอบสำคัญท่ีควบคุมความเร็วในส่วนทดลองของอุโมงค์ลมคือความดันต่าง p 1 – p 2 
หรือให้เห็นชัด เขียนสมการ (3.24) ใหม่เป็น 

  2
2V  = ( ) 2

1 2 1

2
p p V
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− +  (3.25) 
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รวมกับสมการ (3.23) จะได้ 
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หรือความเร็ว V2 ในหน้าตัดทดลองจะเป็น 
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 ในเมื่ออัตราส่วน (A1/A2) เป็นค่าแน่นอนของอุโมงค์ลมแต่ละตัว และ   เป็นความหนาแน่นซึ่ง
คงท่ีสำหรับการไหลไร้การอัดตัว สมการ (3.27) จึงสรุปให้เห็นว่าความเร็ว V2 ถูกกำหนดโดยความดัน
ต่าง  p 1 – p 2 ซึ่งกำกับโดยกำลังท่ีได้จากใบพัด ดังนั้นการปรับรอบใบพัดเพื่อควบคุมความเร็ว V2    

ในหน้าตัดทดลองท่ีต้องการ แท้จริงแล้วคือการปรับค่า p 1 – p 2 นั่นเอง 
 สำหรับอุโมงค์ลมความเร็วต่ำการวัดความเร็ว V2 ผ่านสมการ (3.27) โดยการวัดค่าความดันต่าง  
p 1 – p 2  นั้นวิธีท่ีสะดวกท่ีสุดก็คือการใช้มาโนมิเตอร์อย่างง่าย (หัวข้อ 1.9) ซึ่งทำได้โดยต่อท่อวัด
ความดันจากรูท่ีเจาะท่ีผนังอุโมงค์ไปยังมาโนมิเตอร์หลอดแก้วรูปตัว U ซึ่งค่าความต่างความดันจะ
แสดงในรูปความสูงของของเหลวในมาโนมิเตอร์ ถ้าด้านความดัน pa ของมาโนมิเตอร์ต่อกับรูวัดความ
ดันท่ีตำแหน่งห้องปรับตัว (Settling chamber) ท่ีมีความดัน p 1 และด้านความดัน p b ของมาโน
มิเตอร์ต่อกับรูวัดความดันท่ีหน้าตัดทดลองท่ีมีความดัน p 2 ดังนั้นจากสมการ (1.71) 

  p 1 – p 2  = ของเหลว h 
เมื่อ h  คือความสูงของของเหลวในมาโนมิเตอร์ และ    คือน้ำหนักจำเพาะของของเหลวในมาโนมิเตอร์ 
เพราะฉะนั้นจะได้ 

  V2 = 
2

2 1

2

 1   [ ( / ) ]

h

A A







−
  (3.28) 

 สมการ (3.28) เป็นการคำนวณความเร็วในส่วนทดลองท่ีใช้ท่ัวไป แต่ควรคำนึงถึงข้อจำกัดไว้
ด้วยว่าสมการ (3.28) มีท่ีมาจากสมการเบอร์นูล่ีท่ีเรากำหนดให้การไหลเป็นมิติเดียว และไม่มีความ
หนืดมาเกี่ยวข้อง การใช้สมการนี้บางครั้งอาจทำให้เราได้ผลลัพธ์ท่ีผิดถ้าข้อกำหนดท่ีเราตัดท้ิงไปจาก
การพิจารณาเกิดมีความสำคัญขึ้นมา ตัวอย่างเช่น ถ้า A1 = A3 (พื้นท่ีเข้ากับพื้นท่ีออกของอุโมงค์ลม
เท่ากัน) สมการเบอร์นูล่ีจะให้ค่า V1  =  V3 และค่า  p 1  =  p 3 ซึ่งหมายถึงไม่มีความดันต่างหรือการ
สูญเสียความดันเลยตลอดการไหลผ่านอุโมงค์ลม ถ้าข้อความนี้จริงกระแสลมจะไหลหมุนเวียนอยู่ใน
อุโมงค์ลมตลอดไปไม่ส้ินสุดโดยไม่ต้องใช้ใบพัดหรือกำลังจากภายนอก แต่เราทราบอยู่แล้วว่าแรงเสียด
ทานจากผนังและแรงต้านบนหุ่นจำลอง จะทำให้เกิดการสูญเสียความดันขึ้นในอุโมงค์ลมซึ่งสมการ
เบอร์นูล่ีไม่ได้รวมเอาไว้ในสมการ ดังนั้นในอุโมงค์ลมหน้าท่ีของใบพัดและมอเตอร์คือทดแทนการ
สูญเสียความดันโดยการเติมพลังงานให้กระแสอากาศนั่นเอง 
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ตัวอย่าง 3.2   พิจารณาท่อเวนทูรี่ท่ีมีอัตราส่วนพื้นท่ีหน้าตัดคอคอดต่อทางเข้าเป็น 0.8 วางอยู่ในการ
ไหลท่ีระดับน้ำทะเล ถ้าความดันต่างระหว่างทางเข้าและคอคอดเป็น 7 lbf/ft2 จงคำนวณความเร็วท่ี
ทางเข้า 
วิธีทำ  ท่ีระดับน้ำทะเล     = 0.002377 slug/ft3    ดังนั้น 

  V1 = 1 2

2
1 2

2

  1 

( )

[ ( / ) ]

p p

A A

−

−
   

   = 
( )

2
f

3 2

2 7 lb /ft

0 002377 slug/ft  1 0 8  1 

( )

. [ ( / . ) ]−
  

   =  102.3 ft/s                                   ตอบ 

ตัวอย่าง 3.3   พิจารณาอุโมงค์ลมความเร็วต่ำกว่าเสียงท่ีมีสัดส่วนการลดหน้าตัด (Contraction 
ratio) ของน๊อซเซิลเท่ากับ 12 : 1 ถ้าความเร็วในหน้าตัดทดลองเป็น 50 m/s และมีสภาวะท่ี
ระดับน้ำทะเล จงคำนวณความสูงท่ีต่างกันในมาโนมิเตอร์หลอดแก้วรูปตัว U ท่ีมีปรอทเป็นของเหลว 
ปลายข้างหนึ่งต่อกับทางเข้าและปลายอีกด้านต่อกับส่วนทดลอง 
วิธีทำ  ท่ีระดับน้ำทะเล      = 1.23 kg/m3 

 เพราะฉะนั้น p 1 – p 2  = 
2

2 2
2

1

1
1

2

A
V

A


  
 −  
   

 

   =  ( ) ( )
2

231 1
1 23 kg/m 50 m/s 1

2 12
.

  
−  
   

 

   =   1527 N/m2 

 แต่     p 1 – p 2 = ของเหลว h และ    ของปรอท =  1.36  104  kg/m3 

 ดังนั้น           ปรอท = (1.36  104  kg/m3)(9.8 m/s2)    

    =  1.33  105 N/m3  

   h  = 1 2p p



−   

    = 
2

5 3

1527 N/m

1 33 10  N/m. 
  

    =   0.00148 m ตอบ 

ตัวอย่าง 3.4 พิจารณาหุ่นจำลองอากาศยานในอุโมงค์ลมในรูป 3.4 อุโมงค์ลมมีสัดส่วนการลดหน้าตัด
(Contraction ratio) ของน๊อซเซิล 12 : 1 สัมประสิทธิ์แรงยกสูงสุดของหุ่นจำลองวัดได้ 1.3 พื้นท่ี
ระนาบปีกของหุ่นจำลอง 6 ตารางฟุต การวัดแรงยกใช้เครื่องมือท่ีวัดแรงได้สูงสุด 1000 ปอนด์     
(ถ้าแรงเกิน 1000 ปอนด์ อุปกรณ์จะเสียหาย) ในขณะทดลองหุ่นจำลองจะถูกปรับไปท่ีมุมปะทะต่างๆ 
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จนถึงมุมท่ีให้สัมประสิทธิ์แรงยกสูงสุด จงคำนวณความดันต่างสูงสุดระหว่างห้องปรับตัว (Settling 
chamber) และหน้าตัดทดลองท่ีอนุญาตได้ สมมติคุณสมบัติอากาศท่ีระดับน้ำทะเล 
วิธีทำ แรงยกสูงสุดจะเกิดท่ีมุมปะทะท่ีมีค่า CL สูงสุด ดังนั้นแรงยกสูงสุดท่ีอุปกรณ์วัดได้ 1000 ปอนด์ 
จะใช้หาความเร็วกระแสอิสระได้จาก 

   Lmax = 
2

2
Lmax

V SC
   

หรือ   V = 2
max

maxL

L

SC


  

    =  ( )

( ) ( ) ( )
f

3 2

2 1000 lb

0 002377 slug/ft 6 ft 1 3. .
 

    =  328.4 ft/s 
คำนวณความต่างความดันได้จาก 

   p 1 – p 2  =  
2

2 2

1

1
1

2

A
V

A

 

  
 −  
   
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2

2

31
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1
1

1
t/s

2 2
. .

  
−  
   

 

    =  117.5 lb/ft2                                         ตอบ 

3.4 ท่อปิโตต์ (Pitot tube) : อุปกรณ์วัดความเร็วลม  
 ท่อปิโตต์เป็นอุปกรณ์วัดความเร็วกระแสอากาศท่ีใช้กันอย่างกว้างขวาง ประดิษฐ์ขึ้นเป็นครั้งแรก
โดยชาวฝรั่งเศส “อองรี ปิโตต์”(Henri Pitot) เพื่อใช้วัดความเร็วกระแสน้ำในแม่น้ำเซน โดยใช้ท่อท่ี
หักเป็นรูปตัว L ตามท่ีแสดงในรูปท่ี 3.5 แล้วหันปลายข้างหนึ่งให้ขนานกับทิศทางของกระแสน้ำแล้ว
ใช้ความดันในท่อเป็นตัววัดความเร็วกระแสน้ำ  พิจารณากระแสของไหลท่ีมีความดัน p 1  และความเร็ว 
V1 ในรูป 3.5 เรียกความดัน p 1 ของกระแสของไหลว่าความดันสถิต (Static pressure) ซึ่งเป็นความ
ดันท่ีเป็นผลมาจากการชนของโมเลกุลอากาศอิสระตามท่ีกล่าวแล้วในบทท่ี 1 บนพื้นผิวสมมติใดๆ ท่ี
เคล่ือนท่ีไปพร้อมกระแส (ด้วยความเร็ว V1) จะถูกกระทำด้วยความดัน p 1 โดยท่ัวไปเมื่อกล่าวถึง
ความดันเราจะหมายถึงความดันสถิตแบบ p 1 นอกจากจะระบุเป็นอย่างอื่น พิจารณาต่อไปอีกท่ี
ขอบเขตของการไหล เช่น ผนังท่ีเจาะรูต้ังฉากกับผิวอย่างในรูป 3.5 หน้าตัดของรูจะขนานกับกระแส  
เช่นท่ีตำแหน่ง A ในรูป เนื่องจากกระแสพัดผ่านรูเปิดไปความดันท่ีจุด A จึงเป็นความดันสถิตของ
กระแสท่ีวัดได้ รูเปิดเล็กๆ บนผิวแบบนี้เรียกว่ารูวัดความดันสถิต (Static pressure orifice หรือ 
static pressure tap) 
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รูป 3.5  ท่อปิโตต์และรูวัดความดัน (Anderson, 2016) 

 ถ้าท่อปิโตต์ถูกแหย่เข้าไปในกระแสโดยให้ปลายเปิดปะทะต้ังฉากกับกระแสอย่างเช่นจุด B   
ในรูป  แล้วต่อปลายอีกข้างกับเครื่องวัดความดันท่ีจุด C หลังจากเวลาผ่านไปช่ัวขณะหนึ่งจากท่ีท่อปิ
โตต์ถูกแหย่เข้าไป กระแสจะเข้าไปเต็มท่อปิโตต์ แต่เนื่องจากปลาย C เป็นปลายปิดเมื่อของไหลบรรจุ
เต็มในท่อของไหลจะหยุดนิ่งหรือมีความเร็วเป็นศูนย์ รวมถึงจุด B ท่ีปลายท่อด้วย  ผลก็คือเส้นกระแส
ท่ีเข้าปะทะจุด B  ตามเส้น DB ในรูป จะเห็นจุด B เป็นส่ิงท่ีกีดขวาง ของไหลท่ีเคล่ือนท่ีตามแนว DB  
จะเคล่ือนท่ีช้าลงเมื่อเข้าใกล้จุด B  และมีความเร็วเป็นศูนย์เมื่อถึงจุด B เราเรียกจุด B (หรือจุดอื่นใด
ในการไหลท่ีมีความเร็วเป็นศูนย์) ว่าจุดชะงัก (Stagnation point) ดังนั้น VB = 0 จากสมการเบอร์นูล่ี
เราทราบว่าความดันเพิ่มจะควบคู่กับความเร็วท่ีลดลง นั่นคือ p B > p 1  เราเรียกความดันท่ีวัดท่ีจุด
ชะงักว่าความดันจุดชะงัก (Stagnation pressure) หรือความดันรวมหรือความดันเบ็ดเสร็จ (Total 
pressure) ใช้สัญลักษณ์แทนด้วย p o  เพราะฉะนั้นท่ีจุด B, p B = p o   ดังนั้น ความดันท่ีวัดได้ในการ
ไหลจะแบ่งได้เป็นสองแบบ คือ ความดันสถิตและความดันรวม ท่อปิโตต์ใช้หลักการนี้ในการวัด
ความเร็ว สังเกตว่าความดันรวมของการไหลท่ีเข้าปะทะจุด B ของท่อปิโตต์ จะมีค่าเท่ากันทุกจุด
ภายในท่อจาก B ถึง C เพราะกระแสในท่อมีความเร็วเป็นศูนย์ นั่นคือ เกจวัดความดันท่ี C จะวัดค่า 
p o ซึ่งเมื่อนำมารวมกับการวัดความดันสถิต โดยใช้รูเจาะ A จะได้ผลต่าง ความดันรวมกับความดัน
สถิต p o – p 1  ซึ่งนำไปคำนวณความเร็วกระแสได้โดยใช้สมการเบอร์นูล่ีระหว่างจุด A ซึ่งมีความดัน 
p 1 และความเร็ว V1 กับจุด  B  ซึ่งมีความดัน p 0 และความเร็วศูนย์ 

  21

2
A A

p V+  = 21

2
B B

p V+  

หรือ  2
1 1

1

2
p V+  =  p o  + 0 (3.29) 

แก้สมการหา V1 จะได้    
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  V1 = 12
o

( )p p



−  (3.30) 

 สมการ (3.30) ทำให้เราสามารถคำนวณความเร็วลมได้ง่าย ๆ จากความดันต่างระหว่างความ
ดันรวมและความดันสถิต เมื่อ p 0 ได้จากท่อปิโตต์ และ p 1  ได้จากรูวัดความดันจากตำแหน่งท่ี
เหมาะสม จริงๆ แล้วอาจรวมการวัดความดัน p 0  และ p 1 ของกระแสเอาไว้บนอุปกรณ์ตัวเดียวกัน
ได้ เรียกอุปกรณ์นี้ว่า “ท่อปิโตต์ – สแตติก” (Pitot-static probe) ตามท่ีเห็นในรูป 3.6 ท่อปิโตต์ – 
สแตติกเป็นท่อ 2 ช้ัน มีปลายเปิดเพื่อวัดความดันรวมและมีรูวัดความดันสถิตท่ีผิวท่อช้ันนอกเลยจาก

ตำแหน่งวัดความดันรวมไป ในสมการ (3.29) เทอม 2
1

1

2
V  เรียกว่าความดันพลวัต (Dynamic 

pressure) และแทนด้วยสัญลักษณ์ q1 สำหรับการไหลท่ัวไปค่า 21

2
V  ถือเป็นความดันพลวัตของ

การไหล ณ จุดท่ีมีความเร็ว V จากสมการ (3.29) จะเห็นว่าความดันรวมของการไหลเป็นผลรวมของ
ความดันสถิตและความดันพลวัตของการไหล 

  2
1 1

1

2static
dynamic

p V+  = o
total

p   

หรือ  p 1 + q1 = p o  
  q1 = p o – p 1 (3.31) 

 
รูป 3.6  ท่อปิโตต์ – สแตติก (Anderson, 2016) 

 
 โปรดจำว่าสมการ (3.31) มีท่ีมาจากสมการเบอร์นูล่ี ดังนั้นจึงใช้ได้เฉพาะกับการไหลไร้การอัด
ตัว สำหรับการไหลอัดตัว (Compressible flow) ความดันต่าง  p o – p 1  จะไม่เท่ากับ q1 แต่ก็ยังนำ
ท่อปิโตต์ไปใช้วัดความเร็วโดยวิธีเดียวกันกับการไหลไร้การอัดตัวได้เพียงแต่สมการจะแตกต่างออกไป 
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ตัวอย่าง 3.5   เครื่องบินบินท่ีบรรยากาศระดับน้ำทะเล ท่อปิโตต์ท่ีติดต้ังท่ีปลายปีกอ่านค่าความดันได้ 
2190 lb/ft2  จงหาความเร็วของเครื่องบิน 
วิธีทำ  บรรยากาศท่ีระดับน้ำทะเลมีค่าความดันสถิต 2116  lb/ft2 จากสมการ (3.31)  
 

  V1 = ( )12
o

p p



−     

   = ( ) 2
f

3

2 2190 2116  lb /ft

0 002377 slug/ft.

−  

   =   250  ft/s ตอบ 

ตัวอย่าง 3.6   ในตัวอย่าง 3.4 สมมติว่าท่อปิโตต์ถูกนำไปไว้ด้านหน้าหุ่นจำลอง จงคำนวณว่าจะอ่าน
ค่าความดันได้เท่าใด สำหรับเงื่อนไขอย่างเดียวกับ ตัวอย่าง 3.4 
วิธีทำ  จากสมการ (3.31) 

  p 0 =  p  + q  =   21

2
p V  +  

   =    ( ) ( )
22 31

2116 lb/ft 0 002377 lb/ft 328 4 ft/s
2

. .+  

   =     2116  +  128.2  lb/ft2 
   =    2244.2  lb/ft2                    ตอบ 

3.5 สัมประสิทธิ์ความดัน (Pressure coefficient) 
 ในบทท่ี 1 ได้กล่าวถึงการพิจารณาแรงและโมเมนต์ในรูปสัมประสิทธิ์ ซึ่งให้ความสะดวกกว่า
การพิจารณาแรงและโมเมนต์โดยตรง เช่นเดียวกัน การพิจารณาความดันในรูปสัมประสิทธิ์ก็มี
ประโยชน์มากเช่นกัน ในทางอากาศพลศาสตร์สัมประสิทธิ์ความดัน cp กำหนดโดยความสัมพันธ์ 

  cp = p p

q





−  (3.32) 

สมการ (3.32) เป็นนิยามท่ีใช้กันท่ัวไปในทางอากาศพลศาสตร์ ครอบคลุมท้ังการไหลในย่านความ เร็ว
ต่ำไปจนถึงความเร็วเหนือเสียง และส่วนมากการใช้งานและการหาค่าความดันในรูปสัมประสิทธิ์มัก
สะดวกกว่าการคำนวณหาความดันโดยตรง 
 สำหรับการไหลไร้การอัดตัว cp จะอยู่ในรูปของความเร็วเพียงอย่างเดียว พิจารณาการไหลผ่าน

วัตถุในกระแสอิสระท่ีมีความดัน  p   และความเร็ว V ณ จุดใดๆ ในกระแสท่ีมีความดัน p และ
ความเร็ว V จากสมการเบอร์นูล่ี 

  21

2
p V +  = 21

2
p V+  

หรือ  p –  p = ( )2 21

2
V V  −  (3.33) 
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แทนสมการ (3.32) ในสมการ (3.33) จะได้ 

cp  =  p p

q





−   =  
2 2

2

1

2
1

2

( )V V

V









−
 

  cp  = 
2

1
V

V

 
−  
 

 (3.34) 

 สมการ (3.34) มีประโยชน์มากสำหรับแสดงค่าสัมประสิทธิ์ความดัน cp สำหรับการไหลไร้การอัดตัว   
สังเกตว่าท่ีจุดชะงักความเร็วเป็นศูนย์ (V = 0) ค่าของ cp สำหรับการไหลไร้การอัดตัวจะเท่ากับ 1

เสมอซึ่งเป็นค่าสูงสุดท่ีแต่ละจุดจะมีได้และในตำแหน่งท่ี V > V หรือ p < p   cp จะมีค่าเป็นลบ    
ถ้าจัดสมการ (3.34) ใหม่เป็น 
  p = p + q cp 

จะเห็นว่าค่าของ cp  จะบอกเราว่า p จะมีค่ามากหรือน้อยกว่า p  เป็นจำนวนกี่เท่าของ q นั่นคือ 

ถ้า cp = 1 จะได้  p =  p  + q   ค่าความดัน ณ ตำแหน่งนั้นจะมีค่า 1 เท่าของความดันพลวัต   

สูงกว่าความดันสถิตของกระแสอิสระ หรือถ้า cp = -3 จะได้ p = q - 3 q    

ตัวอย่าง 3.7   แพนอากาศในกระแสอิสระความเร็ว 150 ft/s ความเร็ว ณ จุด ๆ หนึ่งบนผิว         
แพนอากาศเป็น 225 ft/s  จงคำนวณสัมประสิทธิ์ความดันท่ีจุดนี้ 
 

  cp  = 
2

1
V

V

 
−  
 

    

   =  
2

225
1

150

 
−  
 

    

   =   - 1.25                                     ตอบ 

ตัวอย่าง 3.8   พิจารณาแบบจำลองอากาศยานในตัวอย่าง 3.4 ท่ีมุมปะทะสูง(ต่ำกว่าค่าสูงสุด
เล็กน้อย) สัมประสิทธิ์ความดันต่ำสุด ณ จุดจุดหนึ่งบนผิวปีกมีค่า – 5.3 จงคำนวณความเร็วกระแส

อิสระ เมื่อ ก) V =  80 ft/s  และ  ข) V =  300 ft/s  
วิธีทำ  จากสมการ (3.34)  จะได้ 

  (ก)                      V  = 2 1( )
p

V c −  =  280 ft/s 1 5 3( ) ( . )− −  
   =  200.8  ft/s ตอบ 

  (ข)       V  = 2 1( )
p

V c −  = 2300 ft/s 1 5 3( ) [ ( . )]− −   
   =   753  ft/s ตอบ 

 ตัวอย่าง 3.8 ข้างบนให้มุมมองท่ีน่าสนใจ 2 ข้อดังนี้ 
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 1.  ณ จุดจุดหนึ่งบนผิวแพนอากาศค่า cp ของจุดนี้ในตัวอย่างมีค่าคงท่ีแม้ความเร็วกระแส     
จะเพิ่มจาก 80 เป็น 300 ft/s ทำไม ? คงจำได้ว่าจากบทท่ี 1 การวิเคราะห์มิติแสดงให้เห็นว่าค่า cp   
จะขึ้นอยู่กับ M, Re และรูปร่างกับการจัดวางของวัตถุในกระแสอิสระ รวมท้ังตำแหน่งบนผิววัตถุ 
สำหรับการไหลความเร็วต่ำแบบไร้ความหนืดท่ีเราพิจารณาอยู่นี้ M และ Re ไม่เข้ามาเกี่ยวข้องกับ
การเปล่ียนแปลง ค่าของ cp จึงขึ้นกับตำแหน่งบนผิวกับรูปร่างลักษณะของวัตถุ ดังนั้น cp จะไม่ข้ึนกับ 

V และ p   ตราบเท่าท่ียังสมมติให้การไหลเป็นการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวได้ ซึ่งสำหรับการ
ไหลในแบบนี้เมื่อการแจกแจง cp รอบตัววัตถุถูกกำหนดแล้ว (โดยการคำนวณ การทดลอง ฯลฯ)   

การแจกแจง cp นั้นจะใช้ได้กับทุกค่า V และ p   ของกระแสอิสระ 
 2.  ในส่วน (ข) ของตัวอย่าง 3.8 ความเร็วท่ีจุดท่ี cp มีค่าต่ำสุด สูงถึง 753 ft/s ทำให้เกิด 
คำถามว่าสมการ (3.34) สามารถนำมาใช้ได้หรือไม่ ซึ่งคำตอบคือไม่ได้ เพราะว่าสมการ (3.34) ใช้ได้
กับการไหลไร้การอัดตัวเท่านั้น ท่ีความดันมาตรฐานความเร็วเสียงมีค่า 1117 ft/s ซึ่งทำให้ความเร็ว
กระแสอิสระมีค่า M = 300/1117 = 0.269 ซึ่งสอดคล้องกับการสมมติให้การไหลไร้การอัดตัว แต่อีก
ทางหนึ่งการไหลมีการขยายตัวอย่างรวดเร็ว และเร่งความเร็วเป็น 753 ft/s ด้านผิวบนของแพน
อากาศท่ีจุดท่ีมีความดันต่ำสุด ณ จุดนี้อุณหภูมิจะลดลงและความเร็วเสียงจะน้อยกว่า 1117 ft/s   
(ในอากาศความเร็วเสียงมีค่าขึ้นกับอุณหภูมิซึ่งจะพบในตำราเกี่ยวกับ Compressible flow) ดังนั้น  
ท่ีจุดนี้กระแสอากาศจะมีค่า M สูงกว่า 753/1117 = 0.674 นั่นคือการไหลได้ขยายตัวไปสู่ย่าน
ความเร็วเสียงซึ่งการสมมติให้การไหลเป็นการไหลไร้การอัดตัวไม่สามารถทำได้ หรือคำตอบในข้อ (ข) 
เป็นคำตอบท่ีไม่ถูกต้อง ประเด็นท่ีน่าสนใจคือ เพียงเพราะว่าหุ่นจำลองถูกทำการทดสอบในอุโมงค์ลม
ความเร็วต่ำไม่ได้หมายความว่าการสมมติให้การไหลเป็นแบบไร้การอัดตัวจะใช้ได้กับสนามการไหล
ท้ังหมด อย่างท่ีเห็นในตัวอย่างนี้มีบางบริเวณรอบๆ วัตถุท่ีการไหลอาจมีความเร็วสูงขึ้นจนต้อง
คำนึงถึงการอัดตัวที่เข้ามาเกี่ยวข้อง 

3.6 เงื่อนไขของความเร็วสำหรับการไหลไร้การอัดตัว 
 อนุภาคของไหลท่ีเคล่ือนท่ีไปในสนามการไหลไร้การอัดตัวจะมีความหนาแน่นคงท่ีและจะมี

ปริมาตรไม่เปล่ียนแปลง (Anderson, 2016) ในบทท่ี 2 ได้พิสูจน์แล้วว่า V 


 มีค่าเท่ากับอัตราการ
เปล่ียนแปลงปริมาตรเทียบต่อปริมาตรเดิมของอนุภาค ดังนั้นสำหรับสนามการไหลไร้การอัดตัว
เงื่อนไขของความเร็ว คือ 

  V 


 = 0 (3.35) 
สมการ (3.35) อาจพิสูจน์ได้จากการพิจารณาสมการการไหลต่อเนื่อง 

  ( )V
t





+  




 = 0  (2.41) 
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เมื่อ   มีค่าคงท่ี   ดังนั้น 
t




 =  0   และ  ( )V 


 =  ( )V  


 

จะได้  ( )V  


 = 0 

หรือ  V 


 = 0 
ซึ่งเป็นสมการเดียวกับสมการ (3.35) 

3.7 สมการกำกับสำหรับการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัว : สมการลาปลาส 
 (Governing equation for irrotational incompressible flow : Laplace’s equation) 
 ในหัวข้อ 3.6 สนามการไหลของการไหลไร้การอัดตัวจะอยู่ในรูปท่ีความเร็วกำหนดโดย

ความสัมพันธ์ V 


 = 0 และจากหัวข้อ 2.16 ในบทท่ี 2 สำหรับการไหลไร้การหมุนเราสามารถ
กำหนดศักย์ความเร็ว (Velocity potential)   (Anderson, 2016) ซึ่งสัมพันธ์กับความเร็วตามสมการ 

  V


 = 


  (2.85) 
 ดังนั้นสำหรับการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุน (Incompressible irrotational flow) สมการ
(3.35) และ (2.85) เมื่อรวมกันจะได้ 
  ( )  

   = 0 
หรือ  2  = 0 (3.36) 
 สมการ (3.36) คือ สมการลาปลาส (Laplace’s equation) ซึ่งเป็นท่ีรู้จักกันดีและมีศึกษาถึง
คำตอบของสมการไว้หลายรูปแบบ ในวิชาคณิตศาสตร์คำตอบของสมการลาปลาสเป็นฟังก์ช่ันท่ี
เรียกว่า “ฟังก์ช่ันฮาโมนิก” (Harmonic function) ซึ่งเป็นฟังก์ช่ันท่ีมีการรวบรวมไว้เป็นจำนวนมาก  
ดังนั้นการท่ีการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุนถูกกำกับด้วยสมการลาปลาสจึงเป็นโชคดีท่ีมีคำตอบของ
การไหลในหลายรูปแบบท่ีเป็นท่ีเข้าใจรออยู่แล้ว 
 ค่าฟังช่ันลาปลาส 2  ในสมการ (3.37) ในพิกัดต่างๆ แสดงได้ตามสมการต่อไปนี้  
พิกัดคาร์ทีเชียน :      =  (x,y,z)  

  2  = 
2 2 2

2 2 2
x y z

    
+ +

  
  (3.37) 

พิกัดทรงกระบอก :    =    (r,,z) 

  2  = 
2 2

2 2 2

1 1
( )r

r r r r z

  



   
+ +

   
  (3.38) 

พิกัดทรงกลม :    =    (r,,) 

           2   =  2

2

1 1
( sin ) (sin )

sinsin
r

r rr

  
 

    

       
+ +  

       
   (3.39) 

 ทำนองเดียวกันจากหัวข้อ 2.15 สำหรับการไหลสองมิติไร้การอัดตัว คงจำได้ว่าฟังก์ช่ันกระแส
(Stream function)   ในพิกัดคาร์ทีเชียนมีนิยามตามสมการ 
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  u =  
y




   (2.83a) 

  v = 
x


−


   (2.83b) 

ถ้าพิจารณาสมการการไหลต่อเนื่อง V 


 =  0  ในพิกัดคาร์ทีเชียน สำหรับการไหลสองมิติ 

  u v

x y

 
+

 
  =  0 (3.40) 

แทนสมการ (2.83a) และสมการ (2.83b) ใน (3.40) จะได้ 

  
x y y x

      
+ −   

     
 = 

2 2

x y x y

  
−

   
   =  0 

 จะเห็นว่า  จะสอดคล้องกับสมการการไหลต่อเนื่องโดยอัตโนมัติซึ่งจริงๆ แล้วก็ไม่น่าแปลกใจ
เพราะว่าท่ีมาของ  ได้มาจากกฎถาวรของมวล ทำให้เราอาจใช้สมการ (2.83) แทนสมการการไหล
ต่อเนื่องได้ 
 ถ้าพร้อมกับการไหลไร้การอัดตัวการไหลเป็นแบบไร้การหมุนด้วย จากหัวข้อ 2.7.2 สำหรับ
เงื่อนไขของการไร้การหมุนบนระนาบ xy  จะได้ 

  v u

x y

 
−

 
 =  0 

เมื่อแทนเงื่อนไขนี้โดยใช้ u และ v จากสมการ (2.83) จะได้ 

  
x x y y

      
− −   

      
  =  0 

หรือ  
2 2

2 2
x y

  
+

 
  =  0 (3.41) 

ซึ่งคือสมการลาปลาสเช่นเดียวกัน ดังนั้นฟังก์ช่ันกระแสของการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุนจะ
สอดคล้องกับเงื่อนไขตามสมการลาปลาสเช่นเดียวกับ  
 จากสมการ (3.36) และ สมการ (3.41) จะเห็นข้อสรุปสำคัญ 2 ข้อ คือ 
 1.  การไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุนใดๆ จะมีศักย์ความเร็ว    และถ้าการไหลเป็นสองมิติจะมี
ฟังก์ช่ันกระแส   ท่ีต่างก็สอดคล้องกับสมการลาปลาสเสมอ 
 2.  ในทางกลับกันคำตอบใดๆ ของสมการลาปลาสจะเป็นฟังก์ช่ันท่ีแทนศักย์ความเร็ว หรือ 
ฟังก์ช่ันกระแส (สำหรับการไหลสองมิติ) สำหรับการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัวสภาวะคงตัวได้ 
 สังเกตว่าสมการลาปลาสเป็นสมการอนุพันธ์หลายตัวแปรเชิงเส้นลำดับท่ีสอง (Second-order 
linear partial differential equation) ซึ่งทำให้มันมีคุณสมบัติสำคัญอันหนึ่ ง  คือ เราอาจรวม
คำตอบหลายๆ คำตอบของสมการเข้าด้วยกันได้ ผลลัพธ์ท่ีได้จะเป็นคำตอบของสมการด้วยเช่นกัน 
ตัวอย่างเช่น  ถ้า 1, 2, 3, … , n  แทนคำตอบ n คำตอบของสมการ (3.37) ผลรวม 

  =  1 + 2 + 3+ 4+… + n 
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จะเป็นคำตอบของสมการ (3.36) ด้วยโดยอัตโนมัติ ดังนั้นการท่ีการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุน ถูก
กำกับด้วยสมการลาปลาสซึ่งเป็นสมการเชิงเส้นทำให้พอจะสรุปได้ว่า รูปแบบของการไหลท่ีซับซ้อน
ผ่านวัตถุรูปทรงใดๆ แบบไร้การหมุนไร้การอัดตัวอาจสังเคราะห์ข้ึนได้โดยรวมเอารูปแบบการไหลพื้นๆ 
ของการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัวเข้าด้วยกันหลายๆ การไหล อันท่ีจริงแล้วเรากำลังจะสร้าง
แนวทางหรืออาจเรียกว่ายุทธศาสตร์หลักสำหรับการพิจารณา การไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว 
(Inviscid incompressible flow) ขึ้น โดยจะพัฒนารูปแบบการไหลพื้นๆ ขึ้นจำนวนหนึ่ง ซึ่งโดยตัว
ของมันเองไม่น่าจะมีอยู่จริงในธรรมชาติ อย่างไรก็ตามเราจะทำการรวม (เรียกทาง คณิตศาสตร์ว่า
“ทับซ้อน”, Superimpose) รูปแบบการไหลพื้นๆ นี้เข้าด้วยกันในแบบต่าง ๆ  จนกระท่ังผลลัพธ์ท่ีได้
จะแสดงสนามการไหลท่ีสมจริงกับปัญหาในทางปฏิบัติ 
 ก่อนจะศึกษาต่อไปขอให้พิจารณาการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัวผ่านรูปทรงอากาศพลศาสตร์
ท่ีต่างกัน เช่น ทรงกลม กรวย หรือ ปีกเครื่องบิน เห็นได้ชัดว่าการไหลผ่านรูปทรงเหล่านี้ย่อมแตกต่าง
กัน เราทราบด้วยสามัญสำนึกอยู่แล้วว่า  เส้นกระแส และความดันท่ีแจกแจงรอบๆ ทรงกลม ย่อมต่าง
จากท่ีแจกแจงอยู่รอบปีกเครื่องบิน แต่ว่าเส้นกระแสและความดันท่ีแตกต่างกันท้ังสองนี้กลับถูกกำกับ
ด้วยสมการเดียวกัน คือ 2  = 0 อย่างนี้แล้วเราจะมองหาความแตกต่างกันนี้ได้จากอะไร คำตอบ
ของเราอยู่ท่ีส่ิงท่ีเรียกว่าเงื่อนไขท่ีขอบเขต (Boundary conditions) ถึงแม้สมการท่ีกำกับการไหลจะ
เป็นตัวเดียวกันแต่เงื่อนไขท่ีขอบจะต้องสอดคล้องกับรูปร่างท่ีแตกต่างกัน และดังนั้นจะนำไปสู่คำตอบ
ท่ีแสดงสนามการไหลท่ีต่างกัน เงื่อนไขท่ีขอบ จึงเป็นส่ิงท่ีต้องคำนึงถึงเสมอร่วมกับสมการในการ
วิเคราะห์ทางอากาศพลศาสตร์ รูป 3.7 แสดงตัวอย่างการไหลผ่านรูปแพนอากาศของการไหล
สม่ำเสมอ (การไหลเอกรูป) ขอบเขตของการไหลจะล้อมรอบด้วย (1) การไหลของกระแสอิสระซึ่ง
(ในทางทฤษฎี) เกิดขึ้นท่ีระยะอนันต์ (Infinity) ห่างจากวัตถุออกไปท้ังส่ีทิศ และ (2) ผิวของวัตถุ  
ดังนั้นเงื่อนไขท่ีขอบเขต 2 ชุด จะถูกนำมาใช้ดังต่อไปนี้ 
 

 
รูป 3.7  เงื่อนไขท่ีขอบ ท่ีระยะอนันต์ และท่ีผิวของวัตถุ ในการไหลไร้ความหนืด (Anderson, 2016) 
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 3.7.1 เง่ือนไขที่ระยะอนันต์ (Infinity Boundary condition) 
  ไกลออกไปจากวัตถุ (ไปสู่ระยะอนันต์ infinity, ) ในทุกทิศทาง การไหลจะมีความเร็ว

เข้าสู่ความเร็วของกระแสอิสระ ให้ V เป็นความเร็วกระแสอิสระและขนานกับแกน x ตามท่ีแสดงใน
รูป 3.7 ดังนั้นท่ี  

   u  =  
x




  = 

y




 =  V   (3.42) 

   v  =  
y




  = –

x




  =  0 (3.43) 

  สมการ (3.42) และ (3.43) เป็นเงื่อนไขของความเร็วท่ี   ซึ่งใช้กับการไหลท่ีห่างไกล
จากวัตถุออกไป ท้ังทางซ้าย ทางขวา หรือข้างล่าง ข้างบน ตามท่ีแสดงในภาพ 
 3.7.2 เง่ือนไขที่ผนัง (Wall Boundary Conditions) 
  สำหรับผิววัตถุ ท่ีไม่มีรูพรุน  (ผิวทึบ, Solid surface) จะไม่มีกระแสไหลผ่านผิววัตถุ 
เพราะฉะนั้น ถ้าการไหลมีความหนืดเข้ามาเกี่ยวข้อง ผลของแรงเสียดทานระหว่างของไหลกับผิววัตถุ
จะทำให้ความเร็วกระแสท่ีผิวมีค่าเป็นศูนย์เสมอ เรียกเงื่อนไขนี้ว่า “เงื่อนไขของการไม่ล่ืนไถล”     
(No slip condition) ซึ่งจะเป็นเงื่อนไขท่ีคำนึงถึงแรงเสียดทาน ในทางตรงข้ามสำหรับการไหลท่ีไร้
ความหนืด ความเร็วที่ผิวจะเท่ากับความเร็วที่ของไหลล่ืนไถลไปตามผิววัตถุ (เพราะไม่มีแรงเสียดทาน)  
นั่นคือความเร็วจะอยู่ในทิศทางสัมผัสกับผิวทุกจุดรอบวัตถุ เงื่อนไขการสัมผัสผิวของความเร็วแสดงใน

รูป 3.7 เมื่อV


อยู่ในแนวสัมผัสกับผิว ดังนั้นส่วนของความเร็วในทิศทางต้ังฉากกับผิวจะเป็นศูนย์ ให้ 
n̂ เป็นหน่วยเวคเตอร์ (Unit vector) ต้ังฉากกับผิววัตถุตามท่ีแสดงในรูป เขียนเงื่อนไขท่ีผนังได้ว่า 

   ˆV n


 =  ( )n 
    =  0 (3.44) 

หรือ   
n




 = 0 (3.45) 

  สมการ (3.44) และ (3.45) ให้เงื่อนไขท่ีขอบเขตของความเร็วที่ผนังท่ีแสดงในเทอมของ 
  สำหรับ   เงื่อนไขท่ีผนังจะเป็น 

   
s




 = 0 (3.46a) 

เมื่อ s คือระยะทางท่ีวัดไปตามผิววัตถุ ซึ่งแสดงในรูป 3.7 สังเกตว่าเส้นรอบรูปของวัตถุจะเป็นเส้น
กระแสเส้นหนึ่งของการไหล เพราะ   =  cont. คือสมการของเส้นกระแส ดังนั้นถ้ารูปทรงของวัตถุ
ในรูป 3.7 กำหนดโดย  yb =  f(x)  แล้ว 
   surface = 

by y =  =   cont.  (3.46b) 
เป็นสมการแสดงเงื่อนไขอีกรูปหนึ่งของสมการ (3.46a) 
  สำหรับเงื่อนไขท่ีผนังในรูปของส่วนย่อยของความเร็ว u และ v พิจารณาได้จากสมการ
ของเส้นกระแสเส้นท่ีเป็นผิวของวัตถุ 
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   bdy

dx
 = 

surface

v

u

 
 
 

 (3.47) 

3.8 การไหลเอกรูป (Uniform Flow) : การไหลพ้ืนฐานอันแรก 
  เราเริ่มต้นพิจารณารูปแบบการไหลพื้นฐาน ซึ่งจะนำไปทับซ้อนกันเพื่อสร้างรูปแบบการไหลท่ี
ซับซ้อนกว่าในช่วงต่อๆ ไป โดยเริ่มจากการไหลท่ีเป็น 2 มิติ ไม่มีการอัดตัวของการไหลเอกรูป หรือ    

ยูนิฟอร์ม (Uniform Flow) ท่ีมีความเร็ว V ในทิศทาง x ตามท่ีแสดงในรูป 3.8 สนามความเร็ว    

จะเป็น V


= ˆ ˆui vj+  = ˆV i  ในพิกัดคาร์ทีเชียนจะเห็นว่าการไหลเอกรูปจะสอดคล้องกับเงื่อนไข

ของการไหลไร้การอัดตัว ( V 
 

 = 0) และไร้การหมุน ( V
 

= 0) ดังนั้นศักย์ความเร็ว (Velocity 

potential)   ของการไหลเอกรูป ตามสมการ 


 = V


 จะเป็น 

   
x




 = u =  V  (3.48a) 

และ   -
y




 = v =  0  (3.48b) 

อินทิเกรทสมการ (3.48a ) เทียบต่อ x  จะได้ 

    = V x + f(y) (3.49a) 
เมื่อ f(y) เป็นฟังก์ช่ันของ y เท่านั้น  อินทิเกรทสมการ (3.48b) เทียบต่อ y จะได้ 
    = cont. + g(x) (3.49b) 

 
รูป 3.8  การไหลเอกรูป (Uniform Flow) (Anderson, 2016) 

เมื่อ g(x) เป็นฟังก์ช่ันของ x เท่านั้น ในสมการ (3.49a) และ (3.49b)  เป็นฟังก์ช่ันตัวเดียวกัน      

ดังนั้นจากการเปรียบเทียบ จะเห็นว่า g(x)  =  V x และ  f(y)  =  cont. นั่นคือ 

     =  V x + cont. (3.50) 
 ในทางปฏิบัติเราไม่ได้สนใจค่าจริงของ   แต่ความสำคัญอยู่ ท่ีการหาความเร็วจากการหา

อนุพันธ์ของ   หรือจาก 


 = V


 เพราะอนุพันธ์ของค่าคงท่ีเป็นศูนย์ เราจึงสามารถท้ิงค่าคงท่ีใน
สมการ (3.50) ได้โดยไม่เสียความสมบูรณ์ หรือ 

     =  V x   (3.51) 
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 สมการ (3.51) เป็นศักย์ความเร็วของการไหลเอกรูปความเร็ว V ขนานกับแกน x  สังเกตว่า
การได้มาของสมการไม่ได้กำหนดว่าการไหลต้องไร้การอัดตัวหรือไม่ ดังนั้นจึงใช้ได้กับการไหลเอกรูป 
ท่ีเป็นท้ังแบบอัดตัวและไม่อัดตัว 
 ถ้าพิจารณาฟังก์ช่ันกระแส   จากรูป 3.8 และจากสมการ (2.83)  

   
y




 =  u   = V (3.52a) 

   
x




 = - v   = 0 (3.52b) 

อินทิเกรทสมการ (3.52a) เทียบต่อ y และ อินทิเกรทสมการ (3.52b) เทียบต่อ  x จะได้ 

     =  V y + cont. (3.53) 

เป็นฟังก์ช่ันกระแสของการไหลเอกรูปความเร็ว V ขนานกับแกน x  
 จากหัวข้อ 2.15 สมการของเส้นกระแสคือสมการ   =  cont. ดังนั้นจากสมการ(3.53) เส้น

กระแสของการไหลเอกรูป คือ    =  V y  =  cont. แต่ V มีค่าคงท่ี ดังนั้นสมการเส้นกระแส  
จะเป็น y  = cont. ซึ่งก็คือเส้นตรงขนานกับแกน x ท่ีระยะ y ต่างๆ ผลลัพธ์นี้สอดคล้องกับรูป 
3.8 ซึ่งเส้นกระแสเป็นเส้นตรงในแนวระดับ และสังเกตเช่นกันว่าจากสมการ (3.51) เส้นศักย์เสมอ
(Equipotential)   = cont. จะเป็นเส้นตรงขนานกับแกน y ซึ่งแสดงเป็นเส้นประในรูป เส้นกระแส 
และเส้นศักย์เสมอ จะอยู่ในแนวตั้งฉากกัน ซึ่งเป็นส่ิงท่ีเคยกล่าวแล้วในหัวข้อ 2.1 
 ถ้าพิจารณาในพิกัดเชิงมุม (r,)   x  =  rcos และ  y  =  rsin  จะพบว่า   และ  จะมีค่า 

    = V r cos (3.54) 

และ    = V r sin  (3.55) 
 พิจารณาค่าการหมุนวน (Circulation) รอบโค้งปิดใดๆ ในการไหลเอกรูป จากนิยามของการ
หมุนวน 
    =   .

C

V ds
 

     (2.73) 

 ให้โค้งปิด C ในสมการเป็นเส้นรอบรูปส่ีเหล่ียมกว้าง h  ยาว l  ตามท่ีแสดงในรูป 3.8 ดังนั้นรอบ
รูปส่ีเหล่ียม 

  .
C

V ds
 

   =  - V l - (0) (h) + V l + (0) (h)  =  0 

หรือ    = 0  (3.56)
 ค่าการหมุนวนเท่ากับศูนย์รอบโค้งปิดใดๆ ในการไหลเอกรูปจะเป็นจริงเสมอโดยโค้งปิดไม่
จำเป็นต้องเป็นรูปส่ีเหล่ียมตามท่ีแสดงเป็นตัวอย่าง ข้อความนี้สามารถพิสูจน์ได้ง่ายๆ จากการท่ี   
V


= cont. สำหรับการไหลเอกรูป ดังนั้น 
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   =  
C

V ds
 

  =  
C

V ds 
 
   =  ( )0V

  = 0 

 เพราะ 
C

ds


  ของโค้งปิดใดๆ จะเท่ากับศูนย์เสมอ ดังนั้นจากสมการ (3.57) อาจกล่าวได้ว่า 

“ค่าการหมุนวนรอบโค้งปิดใดๆ ในการไหลเอกรูปจะมีค่าเป็นศูนย์” และจะสอดคล้องกับสมการ (2.74)       
ท่ีกำหนดว่า 
    = ( )

S

V dS 
  (2.74) 

เนื่องจากในการไหลเอกรูป V
 = 0 ทุกจุด ดังนั้น  จึงเท่ากับศูนย์ สังเกตด้วยว่าค่า  และ  ใน 

(3.50) และ (3.53) สอดคล้องกับสมการลาปลาส 

3.9 การไหลจากแหล่งกำเนิด (Source Flow) : การไหลพ้ืนฐานอันท่ี 2 
 พิจารณาการไหล 2 มิติ ไร้การอัดตัวที่มีเส้นกระแสเป็นเส้นตรงพุ่งออกจากจุดศูนย์กลาง O  ดัง
แสดงในรูป 3.9 ก ให้ความเร็วบนเส้นกระแสแปรผันกลับกับระยะทางจาก O  เราเรียกการไหลนี้ว่า 
“การไหลจากแหล่งกำเนิด” หรือ การไหลซอร์ส (Source flow) จากรูปจะเห็นว่าในพิกัดเชิงมุม (r,)  
ส่วนของความเร็วตามแนวรัศมีจากจุด O  Vr  และตามแนวสัมผัส V  จะเป็น 

                               Vr = C

r
        และ    V  = 0 (3.57) 

 ใช้ความสัมพันธ์ตามสมการ (2.22) กับสมการ (2.25) จะพบว่า V 
 

 และ V
 

 มีค่าเป็น

ศูนย์ท่ีทุกจุดยกเว้นท่ีจุดกำเนิด 0  ซึ่งค่า V 
 

=  นั่นคือการไหลจากแหล่งกำเนิดมีลักษณะเป็น การ
ไหลไร้การอัดตัวยกเว้นท่ีจุดกำเนิด และมีลักษณะไร้การหมุนทุกจุด 

 
          (ก)                                                                             (ข) 

รูป 3.9  การไหลจากแหล่งกำเนิดและคืนแหล่งกำเนิด (Source & Sink flow)  

 สำหรับการไหลจากแหล่งกำเนิดทิศทางการไหลจะพุ่งออกจากแหล่งกำเนิด กรณีตรงข้ามกันคือ 
เมื่อทิศทางการไหลพุ่งเข้าสู่แหล่งกำเนิด  เรียกการไหลแบบนี้ว่า “การไหลคืนแหล่งกำเนิด” หรือการ
ไหลซิงค์ (Sink flow) ดังแสดงในรูป 3.9 ข อันท่ีจริงแล้วการไหลคืนแหล่งกำเนิดก็คือการไหลจาก
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แหล่งกำเนิดท่ีมีกำลังเป็นลบนั่นเอง เราอาจมองแหล่งกำเนิดท้ังท่ีเป็นซอร์สและซิงค์ในอีกแบบหนึ่ง
โดยพิจารณาตำแหน่งจุดกำเนิด O เป็นซอร์สเด่ียวหรือซิงค์เด่ียว (Discrete source, sink) ซึ่ง
เหนี่ยวนำให้บริเวณโดยรอบเกิดการไหลในแนวรัศมีในลักษณะเดียวกับกระแสไฟฟ้าท่ีไหลในเส้นลวด

เหนี่ยวนำให้เกิดสนามแม่เหล็กในบริเวณรอบตัวลวด  คงจำได้ว่าสำหรับการไหลซอร์ส V 
 

 จะเป็น

ศูนย์ทุกจุดยกเว้นท่ีจุดกำเนิด ซึ่ง V 
 

 มีค่าเป็น  เหตุนี้จุดกำเนิดจึงเป็นตำแหน่งท่ีทางคณิตศาสตร์
เรียกว่า “จุดเอกเทศหรือจุดซิงกูลาร์” (Singular point) และเราอาจแทนจุดเอกเทศเหล่านี้ด้วย   
ซอร์สหรือซิงค์เด่ียวท่ีมีกำลังท่ีกำหนดและเหนี่ยวนำให้เกิดการไหลควบคู่ไปกับซอร์ส หรือซิงค์นั้น  
การตีความในลักษณะนี้จะเป็นประโยชน์มากในหัวข้อต่อไป 
 ในสมการ (3.57) ค่าคงท่ี C ในสมการของความเร็ว Vr จะสัมพันธ์กับอัตราการไหลท่ีออกมา
จากซอร์ส(หรือไหลคืนสู่ ซิงค์) พิจารณาต่อความลึก l หน่วยลงไปในหน้ากระดาษท่ีแสดงในรูป 3.10  
ความยาว l หน่วยจะอยู่ในแนวแกน z ของพิกัดทรงกระบอก ในรูปแสดงลักษณะ 3 มิติของการไหล
ซอร์สท่ีเราจะมองเห็นทุกๆ หน้าตัดต้ังฉากกับแกน z มีลักษณะเหมือนกันทุกประการ และจุด O ซึ่ง
เป็นซอร์ส หรือ ซิงค์ เป็นเพียงจุดๆ หนึ่งบนเส้นท่ีมีซอร์สเรียงอยู่เต็มเรียกว่า “เส้นซอร์ส” (line 
source)  ถ้าเรานึกภาพการไหลท่ีพุ่งออกมาจากเส้นซอร์สข้ามพื้นท่ีผิวของทรงกระบอกรัศมี r และ
ความสูง l หน่วย ปริมาณมวลท่ีไหลผ่านพื้นท่ีผิวทรงกระบอกคำนวณได้จาก ความเร็วคูณพื้นท่ีหน้าตัด
การไหล เนื่องจากท่ีรัศมี r ความเร็ว Vr  มีค่าคงท่ีโดยรอบ เพราะฉะนั้น 

   m  = 2 rlVr   
หรือ ถ้าคิดเป็นอัตราการไหลของปริมาตร ต่อความยาว l หน่วย 

   Q  =  m

l

  =  2 rVr  

หรือ    Vr = 
2

Q

r
  (3.58) 

 เทียบกับสมการ (3.57) จะเห็นว่าค่าคงท่ี  C = 
2

Q


 เรานิยาม Q  อัตราการไหลของปริมาตร

ออกจากซอร์สว่าเป็น “ความแรงของซอร์ส หรือ กำลังของซอร์ส” (Source strength) จะเห็นว่า 
หน่วยของ Q  เป็น m2/s ค่า Q  ท่ีเป็นบวกจะเป็นกำลังของซอร์ส ส่วนค่า Q  ท่ีเป็นลบ จะเป็นกำลัง
ของซิงค์ 
 



 145 

 
รูป 3.10  ปริมาตรท่ีไหลจากเส้นซอร์ส (Anderson, 2016) 

 
 จากความเร็ว Vr  ในสมการ (3.58) เราอาจหาค่าศักย์ความเร็วของการไหลซอร์สกำลัง Q  ได้
จาก (2.87) 

   
r




 = Vr  =  

r2

Q


  (3.59a) 

และ   1

r








 = V  =   0 (3.59b) 

อินทิเกรทสมการ (3.59a) เทียบต่อ r  ได้ 

     =  ( )
2

ln
Q

r


 +  f1() (3.60a) 

อินทิเกรทสมการ (3.59b) เทียบต่อ   ได้ 
      = cont. +  f2(r) (3.60b) 

 เมื่อเทียบสมการ (3.60a) กับ (3.60b) จะเห็นว่า  f1() = cont และ f2() = ( )
2

ln
Q

r


เช่น

ท่ีเคยกล่าวไว้แล้วในหัวข้อ 3.8 ว่าค่าคงท่ีอาจละท้ิงไปได้เพราะไม่มีความสำคัญในการพิจารณาปัญหา  
ดังนั้นอาจเขียนได้ว่า 

        = ( )
2

ln
Q

r


  (3.61) 

 สมการ (3.61) คือ ศักย์ความเร็วของการไหลซอร์ส 2 มิติ 
 ทำนองเดียวกันสำหรับฟังก์ช่ันกระแส   ของการไหลซอร์ส 

   1

r








  = Vr  = 

2

Q

r
 (3.62a) 

และ   
r


−


 = V  =   0 (3.62b) 

อินทิเกรทสมการ (3.62a) เทียบต่อ   และอินทิเกรทสมการ (3.62b) เทียบต่อ r จะได้ 

       = 
2

Q



 +  f1(r) (3.63a) 

     = cont. +  f2() (3.63b) 
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 เมื่อเทียบสมการ (3.63a) กับ (3.63b) จะเห็นว่า  f1(r) = cont. ; f2() = 
2

Q



  ตัดค่าคงท่ีท้ิง

ตามเหตุผลท่ีกล่าวมาแล้ว จะได้ 

     =  
2

Q



 (3.64) 

สมการ (3.64) เป็นฟังก์ช่ันกระแสของการไหลซอร์ส คงจำได้ว่าสมการเส้นกระแสได้จากการจัดให้   
  =  cont. ในกรณีการไหลซอร์ส จัดให้สมการ (3.64) เท่ากับค่าคงท่ี 

     =  
2

Q



  =   cont.  

 จะเห็นว่าสมการเส้นกระแสของการไหลซอร์ส คือ    =  cont  ในพิกัดเชิงมุม(r, ) คือสมการ
ของเส้นรัศมีท่ีทำมุม  ต่างๆ นั่นเอง ซึ่งสอดคล้องกับภาพการไหลในรูป 3.9 นอกจากนี้สมการ (3.61) 
จะให้เส้นศักย์เสมอเป็น  r  =  cont  หรือเส้นรอบวงของวงกลมรัศมี r ซี่งสรุปได้อีกครั้งหนึ่งว่าเส้น
กระแสจะต้ังฉากกับเส้นศักย์เสมอ 
 ในสมการ(3.61) กับ (3.64)   และ   อยู่ในพิกัดเชิงมุม (r,) แต่เราสามารถแสดง   และ   
ในพิกัดคาร์ทีเชียน (x, y) ได้โดยใช้ความสัมพันธ์  
   r2 =  x2 + y2 

      =  tan–1 1
tan

y

x

−  

ดังนั้นในพิกัดคาร์ทีเชียน 

       = ( )2 2

2
ln

Q
x y


+   (3.65) 

       = 1

2
tan

Q y

x

−  
 
 

 (3.66) 

 สุดท้ายถ้าเราประเมินค่าการหมุนวนรอบโค้งปิดใดๆ ในการไหลซอร์ส เนื่องจาก V
 

= 0 
ทุกจุด ดังนั้นจาก 
     =  ( )

S

V dS 
   (2.74) 

การหมุนวนรอบโค้งปิดล้อมรอบบริเวณใดๆ ของการไหลซอร์ส จะมีค่าเป็นศูนย์เสมอ 
 ถ้าเราแทน   และ   ของการไหลซอร์ส ในสมการลาปลาส 2  และ 2   จะเห็นว่าท้ัง   
และ   สอดคล้องกับสมการลาปลาส ซึ่งหมายความว่าการไหลซอร์ส (และซิงค์) เป็น “การไหล     
ไร้การหมุนไร้การอัดตัว” และสามารถใช้เป็นการไหลพื้นฐานรวมกับการไหลเอกรูปเพื่อสร้างรูปแบบ
การไหลท่ีซับซ้อนกว่าได้ 

3.10 การรวมการไหลเอกรูป กับ การไหลจากแหล่งกำเนิด 
 พิจารณาการไหลในพิกัดเชิงมุม (r, ) ท่ีเกิดจากการไหลเอกรูปความเร็ว V เคล่ือนท่ีจากซ้าย
ไปขวาผ่านซอร์สความแรง Q ท่ีอยู่ท่ีตำแหน่งจุดกำเนิดตามแสดงในรูป 3.11 ฟังก์ช่ันกระแสของการไหล
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ท่ีเกิดจากการทับซ้อนกัน (Superimposed) ของการไหลท้ังสองได้จากผลรวมของสมการ (3.55) กับ 
สมการ (3.64) 

     =  
2

sin
Q

V r  


 +   (3.67) 

 เพราะว่าท้ังการไหลเอกรูปและการไหลซอร์ส เป็นการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุน ดังนั้น
ฟังก์ช่ันกระแสในสมการ (3.67) จะเป็นฟังก์ช่ันกระแสของการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุนด้วย หรือ
ฟังก์ช่ัน  ในสมการ (3.67) จะสอดคล้องกับสมการลาปลาสเส้นกระแสของการไหลตามสมการ
(3.67) แสดงในรูป 3.11 
 สมการของเส้นกระแสได้จากการจัดให้สมการ (3.67) เท่ากับค่าคงท่ี 

     =  
2

sin
Q

V r  


 +  = cont.  (3.68) 

 ในรูป 3.11 ตำแหน่งของซอร์สอยู่ท่ีตำแหน่ง D ซึ่งเป็นจุดกำเนิดของแกนพิกัด ความเร็วของ
การไหลจะได้จากการหาอนุพันธ์ตามสมการ (2.84) 

   Vr =  1

r








  =  

2
cos

Q
V

r



 +    (3.69) 

และ                                   V  =  
r


−


   =  sinV −  (3.70) 

 ขอให้สังเกตว่าจากหัวข้อ 3.8 V cos คือส่วนของความเร็ว V  ในแนวรัศมี (r) ของการไหล

เอกรูป และจากหัวข้อ 3.9 
2

Q

r
 คือความเร็วในแนวรัศมีของการไหลซอร์ส เพราะฉะนั้นไม่ใช่เพียง

ค่าของฟังก์ช่ันกระแสเท่านั้นท่ีจะได้จากการรวมกันของการไหลย่อยท้ังสอง แต่ความเร็วก็จะได้จาก
การรวมความเร็วของการไหลย่อยท้ังสองเข้าด้วยกันโดยตรงด้วย 

 
รูป 3.11  การรวมการไหลเอกรูป กับ การไหลซอร์ส การไหลผ่านวัตถุกึ่งอนันต์ (Anderson, 2016) 

 ตามท่ีกล่าวแล้วว่าจุดชะงัก (Stagnation point) คือจุดท่ีความเร็วการไหลลดลงเป็นศูนย์   
ดังนั้นเราอาจหาตำแหน่งของจุดชะงักได้โดยจัดให้สมการ (3.69) และ (3.70) เท่ากับศูนย์ นั่นคือ 
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2

cos
Q

V
r




 +   = 0 (3.71) 

และ             sinV   = 0  (3.72) 

จากสมการ (3.71) และ (3.72) จุดชะงักจะอยู่ท่ีตำแหน่ง (r, ) =  
2

,
Q

V


 

 
 
 

 แสดงด้วยจุด S ใน

รูป 3.11 หรือจุดชะงักจะอยู่ท่ีระยะ 
2

Q

V 

 ทางซ้ายของตำแหน่งจุดซอร์ส จากผลลัพธ์นี้จะเห็นว่า 

ระยะห่าง DS ระหว่างซอร์สกับจุดชะงักจะลดลงถ้าความเร็ว V เพิ่มข้ึน และจะเพิ่มขึ้น ถ้ากำลัง Q 
ของซอร์สเพิ่มขึ้น ยกตัวอย่างเช่น เมื่อมองดูจากรูป 3.11 คงจะคาดได้ว่า ถ้ากำลังของซอร์สแรงขึ้น 

จุด S คงถูกดันขึ้นไปเหนือลมตามแกน x มากขึ้น แต่ถ้าความเร็วลม V เพิ่มขึ้นจุด S จะถูกดัน
กลับไปหาซอร์สตามแกน x  มากขึ้น 

 แทนตำแหน่งของจุดชะงัก  
2

,
Q

V


 

 
 
 

ลงในสมการ(3.68)  จะได้ 

     =  
2 2

sin
Q Q

V
V

 
 

 +   

     =  
2

Q  

นั่นคือเส้นกระแสท่ีผ่านจุดชะงักคือเส้นท่ีมีสมการ 

    
2

sin
Q

V r  


 +   =  
2

Q    

ซึ่งเป็นเส้น LSL1  ในรูป 3.11   
 พิจารณารูป 3.11 ให้ละเอียดจะพบสาเหตุท่ีทำให้เราสนใจเส้นกระแสของการไหลท่ีเกิดขึ้น   
เพราะการพิจารณาการไหลเป็นการไหลไร้ความหนืดจึงทำให้ความเร็วของกระแสท่ีผิววัตถุท่ีมันไหล
ผ่านล่ืนไถลไปตามผิว (ซึ่งต่างจากการพิจารณาการไหลท่ีเป็นการไหลหนืด) ทำให้ผิววัตถุเหมือนเป็น
เส้นกระแสเส้นหนึ่งของการไหล ดังนั้นเส้นกระแสเส้นใดก็ตามท่ีเกิดขึ้นตามวิธีในรูป 3.11 จึงอาจถูก
แทนท่ีด้วยผิววัตถุท่ีมีเส้นรอบรูปท่ีมีรูปร่างแบบเดียวกันได้ และเส้นกระแสท่ีถูกแบ่งออกแต่ละด้าน
ของเส้นกระแสเส้นนี้จะแทนเส้นกระแสของการไหลผ่านผิววัตถุ โดยเฉพาะอย่างยิ่งเส้นกระแส LSL1  
เพราะการท่ี LSL1 ผ่านจุดชะงัก S ทำให้ LSL1 เป็นเส้นกระแสเส้นท่ีแบ่งการไหลท่ีมาจากการไหลเอก
รูป และการไหลซอร์สออกจากกัน การไหลด้านนอก LSL1 ท้ังหมดมาจากการไหลเอกรูป และการ
ไหลด้านใน LSL1 ท้ังหมดเป็นการไหลท่ีไหลมาจากซอร์ส ดังนั้น ถ้าสนใจกระแสอิสระเป็นหลัก 
บริเวณท้ังหมดด้านในเส้น LSL1 อาจถูกแทนท่ีด้วยวัตถุท่ีมีรูปร่างอย่างเดียวกับเส้น LSL1 ได้(แทนท่ี
ซอร์สด้วยวัตถุ)โดยท่ีไม่ทำให้กระแสอิสระท่ีไหลเข้ามาปะทะรู้สึกถึงความแตกต่าง เส้นกระแส 

2

Q
 =  (เส้น  LSL1) ต่อยาวไปจนถึง  ฟอร์มตัวเป็นรูปวัตถุกึ่งอนันต์ (Semi-infinite body)  

ดังนั้นถ้าต้องการสร้างการไหลของกระแสอิสระผ่านรูปวัตถุกึ่งอนันต์ซึ่งมีรูปร่างเหมือนโค้ง LSL1 ใน
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รูป 3.11  ส่ิงท่ีต้องทำก็เพียงแค่นำซอร์สความแรง Q ไปไว้ท่ีตำแหน่ง D ในการไหลเอกรูปความเร็ว 

V ผลท่ีได้จากการรวมกันจะแทนการไหลผ่านวัตถุท่ีมีรูปทรง LSL1 นั่นเอง ส่ิงนี้แสดงให้เห็นวิธีการ
สร้างรูปแบบการไหลผ่านรูปร่างท่ีซับซ้อนโดยการรวมการไหลพื้นฐานง่าย ๆ เข้าด้วยกัน  อย่าลืมว่า
การท่ีทราบฟังก์ช่ันกระแสท่ีกำหนดการไหลทำให้สามารถหาความเร็ว (และความดัน) ณ ตำแหน่งต่าง 
ๆ ได้อย่างง่ายดาย 
 การรวมการไหลท่ีแสดงในรูป 3.11 ได้ผลเป็นการไหลผ่านรูปวัตถุกึ่งอนันต์ LSL1 ซึ่งเป็นรูปครึ่งตัว

ของวัตถุท่ียืดยาวไปถึง  และเป็นรูปเปิด แต่ถ้าเรานำซิงค์ (Sink) ท่ีมีกำลังเท่ากับซอร์สไปไว้ใน
ตำแหน่งด้านหลังของซอร์สจะพบว่าผลลัพธ์ที่ได้จะเป็นวัตถุท่ีมีเส้นรอบรูปปิด 
 พิจารณาระบบในพิกัดเชิงมุม (r, ) ท่ีวางซอร์สและซิงค์ท่ีมีกำลังเท่ากันไว้ที่ระยะห่าง a จากจุด
กำเนิดทางซ้ายและทางขวาตามรูป 3.12  ให้กำลังของซอร์สและซิงค์เป็น Q และ – Q  และวางอยู่ใน

การไหลเอกรูปความเร็ว V จากซ้ายมาขวาตามรูป ค่าฟังก์ช่ันกระแส  ณ จุด P ใดๆ ในบริเวณ 
การไหลจะได้จากสมการ (3.55) และ (3.64) 

     =  2 1
2 2

sin
Q Q

V r   
 

 + −   

หรือ     =  ( )2 1
2

sin
Q

V r   


 + −    (3.73) 

สังเกตว่าจาก     1 =  1
tan

y

x a

−

−
    และ   2 =  1

tan
y

x a

−

+
     

และเพราะว่า  tan (A – B)  =   

1    

tan tan

tan tan

A B

A B

−

+
 

 
รูป 3.12  รูปทรงไข่ของแรนกิ้น (Rankine oval) (Anderson, 2016) 

 

ดังนั้น   (2 – 1) = 1

2 2 2

2
tan

ya

x y a

− −

+ −
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 เราหาความเร็วได้จากการหาอนุพันธ์ของสมการ (3.73) จากความสัมพันธ์ตามสมการ (2.84)  
ซึ่งนักเรียนสามารถลองทำเองได้ โดยการแทนค่าความเร็วเท่ากับศูนย์จะพบว่ามีจุดชะงัก 2 จุดท่ี
ตำแหน่ง A และ B ในรูป 3.12 ซึ่งอยู่ ณ ตำแหน่ง 

   OA  =  OB = 2   

   

Q a
a

V 

+  (3.74) 

สมการของเส้นกระแสได้จากการจัดใหส้มการ (3.73) เท่ากับค่าคงท่ี 

     =  ( )2 1
2

sin
Q

V r   


 + −  =  cont.   (3.75) 

 สำหรับเส้นกระแสเส้นท่ีผ่านจุดชะงักได้จากการแทนตำแหน่งของจุดชะงักลงในสมการ (3.75) 
โดยท่ีจากในภาพ    = 1 = 2 =   ท่ีจุด A และ   = 1 = 2 = 0  ท่ีจุด B ดังนั้นสำหรับเส้นกระแส
เส้นท่ีผ่านจุดชะงักสมการ (3.75) ให้ค่าคงท่ีเป็นศูนย์ ( = 0) เพราะฉะนั้นสมการเส้นกระแสท่ีผ่าน
จุดชะงักจะเป็น 

   ( )2 1
2

sin
Q

V r   


 + −  = 0 (3.76) 

 สมการ (3.76) เป็นสมการของรูปไข่ท่ีอยู่ในรูป 3.12 เส้นกระแสตามสมการ (3.76) เป็นเส้น 
กระแสท่ีแบ่งการไหลเป็นสองส่วน การไหลจากซอร์สท้ังหมดจะถูกดูดกลับคืนไปท่ีซิงค์ และไหลวนอยู่
ภายในรูปไข่ ส่วนการไหลท่ีอยู่ภายนอกรูปไข่ท้ังหมดมีต้นทางมาจากการไหลเอกรูป ดังนั้นบริเวณ
ภายในรูปไข่ท้ังหมดอาจแทนได้ด้วยวัตถุท่ีมีรูปร่างกำหนดโดยเส้นโค้งตามสมการ (3.76) และบริเวณ
ด้านนอกรูปไข่การไหลจะแทน “การไหลไร้ความหนืดไร้การหมุนไร้การอัดตัว” (Iinviscid , 
irrotational, incompressible flow) ผ่านรูปไข่นี้  ปัญหานี้ได้รับการพิจารณาเป็นครั้งแรกโดย
วิศวกรชาวสก๊อต “W.J.M. Rankine”  ดังนั้นจึงเรียกรูปไข่นี้ว่ารูปไข่ของแรนกิ้น (Rankine oval) 

3.11 การไหลจากจุดซ้อน (Doublet Flow) : การไหลพ้ืนฐานอันท่ี 3 
 การจับคู่ระหว่างแหล่งกำเนิดซอร์สกับซิงค์ในแบบเฉพาะพิเศษจะเหนี่ยวนำให้เกิดลักษณะการ
ไหลในรูปแบบพิเศษรอบจุดเอกเทศ (Singular point) ท่ีเรียกว่าการไหลรอบจุดซ้อน  (Doublet 
flow) (Anderson, 2016) ซึ่งถูกใช้บ่อยครั้งในการพิจารณาการไหลไร้การอัดตัว 
 พิจารณาซอร์สความแรง Q และ ซิงค์ความแรง – Q วางเรียงกันบนแกน x โดยมีระยะห่าง  

2xo ตามท่ีแสดงในรูป 3.13 ก  ณ จุดใดๆ ในการไหล P(x,y)  ค่าฟังก์ช่ันกระแส   จะเป็น 

    =  ( )2 1
2

Q
 


−  =  ( )1 2

2

Q
 


− −     

  = 1 1

2 o o

tan tan
Q y y

x x x x

− −
 

− − 
− + 

     

ใช้ความสัมพันธ์ตรีโกณมิติ 
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   tan–1 – tan–1  =  1

1
tan

 



−  −
 

+ 
     

จะได้     = 1

22
1

o o( ) ( )
tan

( )( )o o

y y

x x x xQ

y

x x x x



−

 
 −

− + 
−

  
 +   − +  

     

เพราะฉะนั้นจะได้ฟังก์ช่ันกระแสของคู่ซอร์สซิงค์ เป็น 

     = 1

2 2 2

2

2
o

o

tan
x yQ

x y x

−
 

−   + − 
     (3.77) 

 โดยการจัดให้สมการ (3.77) เท่ากับค่าคงท่ีจะได้สมการของเส้นกระแสเป็นเส้นรอบวงของ  
วงกลมท่ีมีจุดศูนย์กลางบนแกน y ตามท่ีแสดงในรูป 3.13 ข 
 กรณีเฉพาะพิเศษเกิดขึ้นเมื่อระยะห่างระหว่างซอร์สกับซิงค์ลดลงในขีดจำกัดเข้าสู่ศูนย์  ถ้า
กำลังของซอร์สและซิงค์คงท่ีการไหลท่ีถูกเหนี่ยวนำจากซอร์สและซิงค์จะหักล้างกันหมดไป   แต่ถ้าใน
ขีดจำกัดเราคงสถานะของคู่ซอร์สซิงค์ไว้โดยเพิ่มกำลังขึ้นจนค่าผลคูณ  2xoQ มีค่าคงท่ีในขณะท่ี  
ระยะ xo  มีค่าลดลง  ผลท่ีได้จะเป็นการไหลรอบจุดเอกเทศท่ีเรียกว่า “จุดซ้อน” (Doublet) ซึ่งมี
กำลัง   เมื่อ 

   = 2xoQ  

ฟังก์ช่ันกระแสของจุดซ้อนได้จากสมการ (3.77) ในขีดจำกัด  xo →  0  นั่นคือ 

      = 1

2 2 20

2

2o

o

o

tan
x

x yQ

x y x

−

→

 
− 

+ − 
lim     

    = 1

2 2 20

2 2

4o

o o

o o

tan
x

x Q x y

x x y x

−

→

 
− 

+ − 
lim      (3.78)  
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รูป 3.13  (ก) คู่ซอร์สซิงค์ (Source-sink pair)  (ข) เส้นกระแสของคู่ซอร์สซิงค์  

 จากรูป 3.13 ก ในขีดจำกัด xo → 0 มุม (1 – 2) → 0 ดังนั้น tan–1(1 – 2)  (1 – 2)  
สมการ (3.78) จะเปล่ียนเป็น 

หรือ                                                           =  
2 22

y

x y




− 

+
  (3.79a) 

แทนความสัมพันธ์  y  =  r sin  และ  x2 + y2  =  r2   จะได้ 

                                                           =  
2

sin

r

 


−    (3.79b) 

 สมการ (3.79) คือฟังก์ช่ันกระแสของจุดซ้อนในพิกัดคาร์ทีเชียน (x, y) และพิกัดเชิงมุม (r,)   
โดยวิธีการแบบเดียวกันนี้ เราอาจหาค่าศักย์ความเร็วของจุดซ้อนได้เป็น 

หรือ                                                            =  
2 22

x

x y






+
  (3.80a) 

และ                                                           =  
2

cos

r

 


   (3.80b) 

ในพิกัดคาร์ทีเชียน (x, y) และพิกัดเชิงมุม (r,) ตามลำดับ 
 เส้นกระแสของการไหลรอบจุดซ้อนได้จากการจัดสมการ (3.79b) ให้เท่ากับค่าคงท่ี 

                                                           =  
2

sin

r

 


−    =   C   

หรือ                                                        r   =  
2

sin
C





−      (3.81) 
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รูป 3.14  (ก) ขีดจำกัด xo→ 0 ของคู่ซอร์สซิงค์   (ข)  เส้นกระแสของจุดซ้อนกำลัง  

 สมการ (3.81) เป็นสมการเส้นกระแสของการไหลรอบจุดซ้อน  สมการเป็นสมการวงกลมจุด

ศูนย์กลางอยู่บนแกน y  สัมผัสจุดกำเนิด O และมีขนาดเส้นผ่าศูนย์กลาง   
C2

 วงกลมแต่ละวงจะ

สัมพันธ์กับค่า C ตามท่ีแสดงในรูป 3.14 ข สังเกตว่าในรูป 3.14 ก เราวางซอร์สไว้ทางซ้ายของซิงค์   
ดังนั้นในรูป 3.14 ข ทิศทางการไหลจะพุ่งออกจากจุด O ไปทางซ้ายและวนกลับมาสู่จุดกำเนิด O 
จากทางขวา ถ้าเราสลับตำแหน่งของซอร์สกับซิงค์ เครื่องหมายในสมการ (3.80) และ (3.81) จะกลับ
เป็นตรงข้าม และทิศทางการไหลในรูป 3.14 ข จะกลับไปอีกทิศทางหนึ่ง ดังนั้นจุดซ้อนจะมีทิศทาง
ควบคู่ไปกับตัวเสมอซึ่งเป็นทิศทางการไหลบนเส้นกระแสรูปวงกลม โดยปกติเราแสดงทิศทางของจุด
ซ้อนโดยลูกศรท่ีลากจากซิงค์ไปยังซอร์ส ตามท่ีแสดงในรูป 3.14 ข ในรูปลูกศรช้ีไปทางซ้ายซึ่งจะ
สอดคล้องกับสมการ (3.80) และ (3.81) ถ้าลูกศรช้ีไปทางขวาทิศทางการไหลวนจะกลับเป็นตรงข้าม 
และเครื่องหมายในสมการ (3.80) จะเป็นบวก และในสมการ (3.81) จะเป็นลบ 

 ขอให้สังเกตรูป 3.14 ก อีกครั้งว่าในขีดจำกัด xo→ 0 นั้น ซอร์สและซิงค์จะขยับมาทับกัน    
อย่างไรก็ตามกำลังของซอร์สกับซิงค์ไม่ได้หักล้างกันหมดไป เพราะว่ากำลังของซอร์สและซิงค์ เพิ่มข้ึน
จนเป็นค่าอนันต์ (Infinity) ทำให้เราได้ความเป็นเอกเทศ (Singularity) กำลัง ( – ) ซึ่งอยู่ในรูป
กำหนดค่าไม่ได้ แต่สามารถมีค่าเป็นค่าจำกัดจำนวนหนึ่งได้ 
 เหมือนการไหลซอร์สกับการไหลซิงค์ เรามองหรือตีความการไหลรอบจุดซ้อนตามรูป 3.14  
เป็นการไหลท่ีถูกเหนี่ยวนำจากจุดซ้อนเด่ียว (Discrete doublet) กำลัง  วางไว้ที่จุดกำเนิด จุดซ้อน
เด่ียวนี้จะเป็นจุดเอกเทศท่ีเหนี่ยวนำรอบตัวให้เกิดการไหลวนเป็นรูปวงกลมสวนกันตามท่ีแสดงในรูป 
3.14 ข  
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3.12 การไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีไม่เกิดแรงยก 
 ทรงกระบอกกลมเป็นรูปทรงพื้นฐานท่ีเป็นปัญหาคลาสสิกทางอากาศพลศาสตร์ ในการศึกษา
การไหลของกระแสอากาศ เราเห็นจากหัวข้อ 3.10 แล้วว่าการไหลเอกรูปผ่านซอร์สและซิงค์ท่ีวางคู่
กันสามารถจำลองการไหลผ่านรูปโค้งปิดคล้ายรูปไข่ได้ เราจะพัฒนาวิธีการคล้าย ๆ กันในหัวข้อนี้เพื่อ
ศึกษาการไหลผ่านทรงกระบอกกลม 

 
รูป 3.15  การไหลเอกรูปผ่านจุดซ้อน (Anderson, 2016) 

 พิจารณาการไหลเอกรูปความเร็ว V ผ่านจุดซ้อนกำลัง   ตามรูป 3.15 ให้ทิศทางของจุดซ้อน
เป็นไปตามสมการ (3.80) มีทิศทางสวนกับความเร็ว V  จากสมการ (3.56) และ (3.80b) ฟังก์ช่ัน
กระแสของการไหลในพิกัดเชิงมุม จะเป็น 

    =  
2

sin
sinV r

r

 



 −   

หรือ    =  
2

1
2

sinV r
V r









 
−  

 
 (3.82) 

ให้ค่าคงท่ี   R2  =  
2 V



 

  เขียนสมการ(3.82)ใหม่ได้ เป็น 

    =  
2

2
1sin

R
V r

r


 
− 

 
 (3.83) 

สมการ (3.83) เป็นฟังก์ช่ันกระแสของการไหลเอกรูปบวกกับจุดซ้อน และเป็นฟังก์ช่ันกระแสของการ
ไหลเอกรูปผ่านทรงกระบอกกลมรัศมี R ตามท่ีแสดงในรูป 3.15   
 หาสนามความเร็วโดยหาอนุพันธ์ของสมการ (3.83) ดังต่อไปนี้ 

   Vr  = 
1

r








  =  ( )

2

2

1
 1V r cos

R

r r


 
− 

 
 

   Vr =   
2

2
 1 V

R

r
cos

 
− 

 
 (3.84) 

    V = 
r


−


   

    = ( )
2 2

3 2

2
  1

R R

r r
V r sin V sin  

   
− +  −
  


 



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    = ( )
2

2
1  s

R

r
V in

 
− + 
 

 (3.85) 

 ตำแหน่งของจุดชะงักหาได้จากจุดท่ีมีความเร็วเป็นศูนย์ ดังนั้นจัดสมการ (3.84) และ (3.85) ให้
เท่ากับศูนย์ 

   
2

2
 1 V

R

r
cos

 
− 

 
 =  0 (3.86) 

  ( )
2

2
 1 V

R

r
sin

 
+ 

 
 =  0  (3.87) 

 แก้สมการ (3.86) กับ (3.87) พร้อมกันจะได้ตำแหน่งของจุดชะงัก 2 ตำแหน่ง ท่ีจุด (r, ) = 

(R, 0) และ (R, )  ซึ่งเป็นตำแหน่ง A และ B ในรูป 3.16 

    
รูป 3.16  การไหลเอกรูปผ่านทรงกระบอกกลม (Anderson, 2016) 

 จุดชะงักจะอยู่บนเส้นกระแสท่ีผ่านจุด A หรือ B ซึ่งมีสมการท่ีหาได้โดยแทนค่าพิกัดของ A 
หรือ B ลงในสมการ (3.83) แทนค่าพิกัดของจุด A คือ r = R และ  =   จะได้   = 0  เช่นเดียวกัน
เมื่อแทนค่าพิกัดของจุด B คือ  r = R และ  = 0  จะได้   = 0  นั่นคือจุดชะงักท้ังสองจุด A กับ B 
ด้านหน้าและด้านหลัง จะอยู่บนเส้นกระแสเส้นเดียวกัน  ซึ่งเป็นเส้นท่ีมีสมการเป็น 

    =  
2

2
1sin

R
V r

r


 
− 

 
 =  0 (3.88) 

 ค่า r = R  ในสมการ (3.88) จะทำให้สมการเป็นจริงทุกค่าของ   จาก 0 → 2   แต่ R  = 

2 V



 

 เป็นค่าคงท่ี ในพิกัดเชิงมุม r = Cont. (ค่าคงท่ีใดๆ) คือวงกลมท่ีมีรัศมีเท่ากับค่าคงท่ีนั้น    

ดังนั้นสมการ (3.88) บอกเราว่าเส้นรอบวงวงกลมรัศมี R เป็นส่วนของเส้นกระแส  = 0 นอกจากนี้
ในสมการ (3.88) ค่า  =  และ  = 0 ทำให้สมการเป็นจริงสำหรับทุกค่าของ r ดังนั้นเส้นตรงทับ
แกน x  จาก –  →   จะเป็นส่วนหนึ่งของเส้นกระแส  = 0 ด้วย 
 สังเกตว่าเส้นกระแส  = 0 เป็นเส้นท่ีผ่านจุดชะงักเป็นเส้นกระแสท่ีแบ่งการไหลจากการไหล
เอกรูปและจากจุดซ้อนออกจากกัน การไหลท้ังหมดภายในเส้น  = 0 (ในวงกลมรัศมี R) มาจากจุด
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ซ้อน และการไหลท้ังหมดด้านนอก  = 0 (นอกวงกลมรัศมี R) จะมาจากการไหลเอกรูป นั่นคือ เรา
สามารถแทนจุดซ้อนกำลัง   ด้วยทรงกระบอกรัศมี R โดยท่ีการไหลภายนอกจะไม่รู้สึกถึงความ
แตกต่าง ดังนั้นสรุปได้ว่า “การไหลไร้ความหนืดไร้การหมุนไร้การอัดตัว”(Inviscid, irrotational, 
incompressible flow) ผ่านทรงกระบอกกลมรัศมี R อาจสังเคราะห์ขึ้นได้โดยการรวม การไหลเอก

รูปความเร็ว V    กับจุดซ้อนกำลัง   โดยรัศมี R ของทรงกระบอกจะสัมพันธ์กับ V  และ  ผ่าน
สมการ 

  R = 
2 V



 

 (3.89) 

 ขอให้สังเกตว่าสมการเส้นกระแส แสดงการไหลท่ีสมมาตรกันรอบแกน x และแกน y ดังท่ี
แสดงในรูป 3.16  ทำให้การแจกแจงความดันมีลักษณะสมมาตรรอบแกนท้ังสองด้วย ผลคือ การแจก
แจงความดันด้านบนของทรงกระบอกจะหักล้างกับการแจกแจงความดันด้านล่างพอดี และทำให้แรง
ยกสุทธิเป็นศูนย์ เช่นเดียวกันระหว่างด้านหน้าและด้านหลัง ความดันจะหักล้างกันพอดี ทำให้แรงต้าน
สุทธิเป็นศูนย์ ในความเป็นจริง แรงยกเป็นศูนย์ เป็นผลลัพธ์ท่ียอมรับได้ แต่แรงต้านเป็นศูนย์ เป็น
ผลลัพธ์ที่ขัดสามัญสำนึก เพราะเราทราบดีว่าวัตถุรูปร่างใดๆ ท่ีจมอยู่ในกระแสการไหลต้องพบกับแรง
ต้านเสมอ   ผลลัพธ์ท่ีขัดแย้งความเป็นจริงนี้ เรียกว่า “D’Alumbert paradox”  ซึ่งได้ช่ือตามชาว
ฝรั่ ง เศส “Jean Le Rond D’Alumbert” ท่ี เป็นบุคคลแรกท่ีพยายามคำนวณแรงต้าน ของ
ทรงกระบอกลมโดยทฤษฎีไฮโดรไดนามิกส์ (Hydrodynamics) ในช้ันแรกผลอันนี้ไม่สามารถหา
คำอธิบายได้ แต่ในปัจจุบันเป็นท่ีทราบกันดีแล้วว่า ความหนืดมีผลต่อแรงเสียดทานท่ีผิว และการ
แยกตัวจากผิวของกระแสในบริเวณด้านหลังของทรงกระบอกทำให้เกิดกระแสอลวน (Wake) เป็น
แถบกว้างด้านหลัง ทำลายลักษณะสมมาตรของการไหลด้านหน้าและด้านหลัง อย่างไรก็ตามเนื่องจาก
เราไม่ได้รวมผลของความหนืดไว้ในการพิจารณา จึงทำให้ทฤษฎีการไหลไร้ความหนืดท่ีเราใช้ทำนาย
การไหลท่ีราบเรียบติดผิวด้านหลังตามท่ีแสดงในรูป 3.16  ไม่มีกระแสอลวน  และไม่มีความ           
ไม่สมมาตร ผลคือ แรงต้านท่ีเป็นศูนย์ 
 ความเร็วกระแสบนเส้นรอบรูปทรงกระบอกได้จากการแทนค่า r = R  ในสมการ (3.84) และ 
(3.85) ซึ่งจะได้ 
  Vr = 0 (3.90) 
และ   V =  2 sinV −  (3.91) 
 สังเกตว่าบนผิวทรงกระบอก Vr  จะอยู่ในทิศทางต้ังฉากกับผิว ดังนั้นสมการ (3.91) จึงแสดงค่า
สอดคล้องกับเงื่อนไขท่ีผิววัตถุท่ีจะไม่มีกระแสไหลเข้าหรือออกจากผิววัตถุ นั่นคือความเร็วต้ังฉากกับ
ผิวจะมีค่าเป็นศูนย์ และความเร็วในแนวสัมผัสเส้นรอบวงจะมีค่าตามสมการ (3.91) และเป็นค่าขนาด
ของความเร็วบนเส้นรอบวง คือ V = V  = 2 sinV −  ค่าลบในสมการสอดคล้องกับพิกัดเชิงมุมท่ี  
V  ในทิศทางเพิ่มขึ้นของ   เป็นบวก หรือทวนเข็มนาฬิกาตามแสดงในรูป 3.17 ก แต่ในการพิจารณา
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ของเราความเร็วจะไล่ตามผิวจากซ้ายไปขวาเครื่องหมายลบในสมการจึงปรากฎขึ้นด้วยเหตุนี้ สังเกต

ว่าจากสมการ(3.91) ความเร็วบนผิวทรงกระบอกจะถึงค่าสูงสุดท่ี   = /2 และ 3/2  และค่า  
Vmax = 2 V 
 จากสมการ (3.34) สัมประสิทธิ์ความดัน คิดจาก 

  cp  = 
2

1
V

V

 
−  
 

  (3.34) 

แทนค่าความเร็วจากสมการ (3.91) จะได้สัมประสิทธิ์ความดันบนผิวทรงกระบอก  

  cp  = 21 4sin −   (3.92) 

 
                            (ก)                                                                      (ข) 

รูป 3.17  (ก) การกำหนดความเร็ว Vr และ V    (ข) ความเร็วสูงสุดบนผิวทรงกระบอก 

 ค่า cp จะเปล่ียนแปลงจากค่า 1.0 ท่ีจุดชะงักจนถึง –3.0 ท่ีตำแหน่งท่ีมีความเร็วสูงสุด การแจก
แจงสัมประสิทธิ์ความดันบนผิวทรงกระบอก แสดงในรูป 3.18 เห็นได้ชัดว่าการแจกแจงความดันของ
ครึ่งบนและครึ่งล่างของทรงกระบอกจะเท่ากันทำให้แรงยกจะมีค่าเป็นศูนย์ และการแจกแจงความดัน
ของบริเวณท่ีเป็นครึ่งหน้าและครึ่งหลังของทรงกระบอกจะเท่ากัน และทำให้แรงต้านเป็นศูนย์เช่นกัน    
ผลลัพธ์นี้อาจยืนยันได้โดยการอินทิเกรทความดันรอบทรงกระบอก ตามสมการ  

  cn = 
0

1
, ,( )

c

p l p uc c dx
c

−   (1.32) 
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รูป 3.18   การแจกแจงสัมประสิทธิ์ความดันรอบทรงกระบอก 
      ตามทฤษฎกีารไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว (Katz & Plotkin, 2001) 

  ca = 
0

1
, ,( )

c

p u p lc c dy
c

−  (1.33) 

สำหรับทรงกระบอกกลม ความยาวคอร์ด c จะเป็นเส้นผ่าศูนย์กลางจากหน้าไปหลัง ในรูป 3.18 ค่า 
cp, l จะเท่ากับ cp, u  สำหรับทุกตำแหน่งด้านบนและด้านล่างท่ีตรงกัน ดังนั้นค่าอินทิเกรทในสมการ
จะมีค่าเท่ากับศูนย์ และทำให้ cn = ca =  0 ซึ่งยืนยันข้อสรุปท่ีผ่านมา 

ตัวอย่าง 3.9   จงคำนวณหาตำแหน่งบนผิวทรงกระบอกท่ีมีกระแสไหลผ่านท่ีมีความดันเท่ากับความ
ดันของกระแสอิสระ 

วิธีทำ ท่ีความดัน  p  =  p    ค่า  cp  =  0  ดังนั้นจากสมการ(3.92) 

  cp  = 0  = 21 4sin −  

นั่นคือ  sin   = 1

2
   

เพราะฉะนั้น   = 30, 150, 210, 330 ตอบ  

 
รูป 3.19   ตำแหน่งบนผิวทรงกระบอกท่ีมีความดัน p  =  p   ตามตัวอย่าง 3.9 
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 ตำแหน่งนี้แสดงในภาพพร้อมจุดชะงักและจุดท่ีความเร็วสูงสุด สังเกตว่าท่ีจุดชะงัก  cp = 1    

ดังนั้นความดัน p = p  + q และค่อยๆ ลดลงจนเป็น p  ในช่วง 30 แรกไล่ไปตามผิว    

ความดันต่ำสุดจะอยู่ท่ีจุดสูงสุดและต่ำสุดบนผิวและจะมีค่า  =  p  – 3q  ซึ่งตรงกับ  cp = – 3 

3.13   การไหลวอร์เทค (Vortex Flow) : การไหลพ้ืนฐานท่ี 4 
 พิจารณาการไหลท่ีเส้นกระแสเป็นเส้นรอบวงของวงกลมรอบจุดศูนย์กลางท่ีกำหนดตามท่ี
แสดงในรูป 3.20 กำหนดให้ค่าความเร็วบนเส้นกระแสแต่ละเส้นมีค่าคงท่ี แต่แปรผันจากเส้นหนึ่งไป
ยังอีกเส้นหนึ่งกลับกับรัศมีจากจุดศูนย์กลาง การไหลแบบนี้เรียกว่าการไหลวอร์เทค (Vortex flow)  

สังเกตจากรูป 3.20 ส่วนของความเร็วตามแนวรัศมีและแนวสัมผัส จะเป็น Vr = 0  และ V = C

r
 

(ส่วนของความเร็วจะกลับกันกับการไหลซอร์สในหัวข้อ 3.9) สามารถแสดงได้ง่ายๆ ว่าความเร็วของ

การไหลวอร์เทคจะสอดคล้องกับสมการ V 


 = 0 ซึ่งแสดงว่าการไหลไม่มีการอัดตัว และ V


= 0  
ซึ่งแสดงว่าการไหลไม่มีการหมุนทุกจุด ยกเว้นท่ีจุดกำเนิด  

 
รูป 3.20  การไหลวอร์เทค (Vortex flow)  

 การประมาณค่า C ใน  V = C

r
   ทำได้โดยหาค่าการหมุนวนรอบเส้นกระแสรัศมี r จาก 

     =  
c

V ds
 

  =  – V (2 r)  

หรือ   V  =  C

r
 = – 

2 r

  (3.93) 

เพราะฉะนั้น C = –
2

  (3.94) 

 ดังนั้นสำหรับการไหลวอร์เทค สมการ (3.94) แสดงให้เห็นเป็นตัวอย่างว่าค่าการหมุนวนท่ีคิด

รอบเส้นกระแสแต่ละเส้นจะมีค่าเท่ากันเสมอคือ   = –2C  โดยนัยนี้เราจึงเรียก  เป็นกำลังของ
วอร์เทค และสมการ (3.93) จะแสดงสนามความเร็วของการไหลวอร์เทคท่ีมีกำลัง  สังเกตว่าใน
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สมการ (3.93)  V จะเป็นลบเมื่อ  เป็นบวก นั่นคือวอร์เทคท่ีมีกำลังเป็นบวกจะหมุนวนตามเข็ม
นาฬิกา 

 ได้กล่าวแล้วตอนต้นว่าสำหรับการไหลวอร์เทค ค่า V


= 0 ทุกจุดยกเว้นท่ีจุดศูนย์กลาง 
 r = 0  แสดงว่าการไหลเป็นการไหลไร้การหมุนยกเว้นท่ีจุดศูนย์กลาง เราจะศึกษาว่าเกิดอะไรขึ้นท่ี 
จุดศูนย์กลางโดยดูจากสมการ  
   = ( )

S

V dS−  
  (2.74) 

เมื่อรวมกับสมการ (3.94) ได้ 

  2C = ( )

S

V dS 
  (3.95) 

 เนื่องจากกำลังพิจารณาการไหล 2 มิติ ดังนั้นในรูป 3.20 การไหลเกิดขึ้นบนระนาบของ

หน้ากระดาษ ในสมการ (3.95)  ท้ัง V


และ dS


 จะมีทิศทางต้ังฉากกับหน้ากระดาษเหมือนกัน  
เราจึงเขียนสมการ (3.95) ได้ใหม่เป็น 

  2C = ( )

S

V dS 
   =   

S

V dS
  (3.96) 

 ในสมการ (3.96) พื้นท่ีของการอินทิเกรทจะอยู่ภายในวงกลมท่ีคิดค่า  รอบเส้นรอบวง  แต่เรา
พิสูจน์แล้วว่า  จะเป็นค่าเดียวกันไม่ว่าจะคิดบนเส้นกระแสเส้นใด ดังนั้นเลือกเส้นกระแสท่ีเป็นเส้น

รอบวงของวงกลมท่ีเล็กมากรอบจุดศูนย์กลาง หรือเราเลือก r → 0 ในกรณีนี้ค่า   ยังคงเป็น           

–2C  แต่พื้นท่ีภายในวงกลมจะลดลงจนเกือบเป็นศูนย์ และ 
( )

S

V dS  →


     V dS
  

ดังนั้นในขีดจำกัด r → 0  จะได้ 

  2C  =  V dS


 

หรือ    V


 = 2 C

dS

  (3.97) 

แต่เมื่อ r → 0  พื้นท่ี dS → 0  ด้วย ดังนั้นในสมการ (3.97) 
 V


 →   

 สรุปได้ว่าการไหลวอร์เทคเป็นการไหลไร้การหมุนทุกจุดยกเว้นท่ี  r = 0  ซึ่งค่าของวอร์ทิซิต้ี
(Vorticity) มีค่า   เหตุนี้ท่ีจุด r = 0 จึงเป็นจุดเอกเทศของการไหลเช่นเดียวกับการไหลจากซอร์ส  
ซิงค์ และจุดซ้อน การไหลวอร์เทคมีจุดเอกเทศบรรจุอยู่ ดังนั้นเราอาจคิดถึงจุด O ในรูป 3.20 ว่าเป็น
จุดวอร์เทคท่ีเหนี่ยวนำรอบตัวมันให้เกิดกระแสท่ีไหลวนเป็นวงกลม ตามท่ีแสดงในรูป 
 ศักย์ความเร็วและฟังก์ช่ันกระแสของการไหลวอร์เทค ได้จาก 

    
r




 = Vr = 0 
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   1

r








=V  = 

2 r


−   

เมื่ออินทิเกรท จะได้ 

   = 
2




  (3.98) 

และจาก  1

r








 = Vr  =  0  

   
r


−


 = V  = 
2 r


−  

เมื่ออินทิเกรท จะได้  = 
2

ln r


  (3.99) 

 สมการ (3.98) และ (3.99) เป็นศักย์ความเร็วและฟังก์ช่ันกระแสของการไหลวอร์เทค สังเกตว่า
สมการ (3.99) จะให้สมการเส้นกระแส เป็นเส้นรอบวงวงกลมรัศมี r ใด ๆ ส่วนสมการ (3.98) ให้
สมการของเส้นศักย์เสมอเป็นเส้นรัศมีจากจุดศูนย์กลาง ซึ่งเส้นท้ังสองจะต้ังฉากกันและตรงตามนิยาม
ของ การไหลวอร์เทค และสังเกตอีกด้วยว่า  และ   ของการไหลวอร์เทคจะสลับกับ  และ  ของ 
การไหลซอร์ส เมื่อไม่คิดความแตกต่างของ  และ Q 

3.14 การไหลผ่านทรงกระบอกท่ีเกิดแรงยก (Lifting Flow over Cylinder) 
 ในหัวข้อ 3.12 การรวมการไหลเอกรูปกับจุดซ้อนให้ผลลัพธ์เป็นการไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ี
มีความสมมาตรของเส้นกระแสและมีแรงยกกับแรงต้านเป็นศูนย์ รูปแบบการไหลนี้ไม่ได้เป็นเพียง
รูปแบบแบบเดียวท่ีการไหลเอกรูปสามารถไหลผ่านทรงกระบอกกลมได้ทางทฤษฎี แต่เป็นเพียง
รูปแบบการไหลท่ีควบคู่กับการไม่เกิดแรงยก (หรือกล่าวอีกอย่างคือ เป็นรูปแบบการไหลท่ีให้เส้น
กระแสสมมาตรกันตามรูป 3.16) ยังมีรูปแบบการไหลแบบอื่นอีกผ่านทรงกระบอกกลมท่ีควบคู่กับการ
เกิดแรงยก และเป็นเรื่องท่ีจะกล่าวถึงกันในหัวข้อนี้ 
 ถึงตอนนี้อาจทำให้เกิดความลังเลขึ้นในใจได้ว่า การไหลผ่านทรงกระบอกจะเกิดแรงยกขึ้นได้
อย่างไรในเมื่อทรงกระบอกเป็นรูปทรงสมมาตร ความลังเลนี้อาจขจัดไปได้โดยการทดลอง ถ้าเราติดต้ัง
ทรงกระบอกในอุโมงค์ลมแล้วทำการวัดแรงยกท่ีเกิดขึ้น แน่นอนว่าจะได้แรงยกเป็นศูนย์สอดคล้องกับ
ผลสรุปในหัวข้อ 3.9 และสามัญสำนึกของเรา แต่ถ้าเป็นไปได้ท่ีจะปั่นทรงกระบอกในอุโมงค์ลมให้
หมุนรอบแกนด้วยความเร็วสูงพอสมควรแล้ว เราอาจแปลกใจท่ีคราวนี้เราสามารถวัดได้ว่ามีแรงยก
เกิดขึ้น  ตอนนี้เราอาจนึกย้อนไปถึงสถานการณ์อื่นท่ีคล้ายกัน เช่นลูกบอลหรือลูกกอล์ฟ ท่ีเคล่ือนท่ีไป
พร้อมกับปั่นไปด้วยจะวิ่งเป็นเส้นโค้ง แสดงถึงว่ามีการไหลแบบไม่สมมาตรผ่านรูปทรงท่ีเป็นรูป
สมมาตรได้ในความเป็นจริง แต่เหตุผลอะไรท่ีเป็นต้นตอของปรากฏการณ์นี้ เราอาจประหลาดใจ    
ถ้าทราบว่า แนวคิดของการเกิดแรงยกบนทรงกระบอกเป็นจุดเริ่มต้นของการพิจารณาการเกิดแรง
ยกขึ้นบนรูปแพนอากาศ (Anderson, 2016) ในบทท่ี 4  



 162 

 เราเริ่มต้นด้วยการรวมการไหลผ่านทรงกระบอกท่ีไม่เกิดแรงยกกับการไหลวอร์เทคกำลัง    
ตามท่ีแสดงในรูป 3.21 ฟังก์ช่ันกระแสของการไหลผ่านทรงกระบอกได้มาจากสมการ (3.83) 

    =  
2

2
1sin

R
V r

r


 
− 

 
  (3.83) 

 ฟังก์ช่ันกระแสของการไหลวอร์เทค กำลัง  ได้จากสมการ (3.99) เนื่องจากฟังก์ช่ันกระแส 
สามารถกำหนดให้มีค่าคงท่ีใดๆ มารวมด้วยได้โดยไม่ทำให้ฟังก์ช่ันเปล่ียนแปลง ดังนั้นเราจะเขียน
สมการ (3.99) เป็น 

     = 
2

ln r C



+  (3.99a) 

เพราะว่าค่า C เป็นค่าอะไรก็ได้  เพื่อความสะดวกเลือกให้ 

  C = 
2

ln R



−   

ทำให้สมการ (3.99) เป็น 

  2 = 
2

ln
r

R

  (3.99b) 

 สมการ (3.99b) เป็นฟังก์ช่ันกระแสของการไหลวอร์เทค กำลัง   เช่นเดียวกับสมการ (3.99) 
จะแตกต่างกันเฉพาะค่าคงท่ีท่ีใช้ในสมการ สังเกตว่าในสมการ (3.99b) เส้นกระแสท่ีเป็นเส้นรอบวง
ของวงกลมรัศมี R  จะมีค่า  2 =  0  

 
รูป 3.21  การไหลผ่านทรงกระบอกท่ีเกิดแรงยก (Anderson, 2016) 

 ค่าฟังก์ช่ันกระแสของการไหลท่ีแสดงทางขวาของรูปท่ี 3.21  จะเป็น 
     =  1 + 2  

หรือ                                            =  
2

2
1

2
sin ln

R r
V r

Rr





  
− + 

 
 (3.100) 

 ในสมการ (3.100) ถ้า  r = R,   จะเท่ากับศูนย์สำหรับ  ทุกค่า นั่นคือเส้นรอบวงวงกลมรัศมี 
R จะเป็นเส้นกระแสเส้นท่ีมีค่า   = 0 ซึ่งแสดงว่าสมการ (3.100) เป็นฟังก์ช่ันกระแสของการไหล   
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ไร้ความหนืดไร้การอัดตัวผ่านทรงกระบอกได้ตามแสดงในรูป 3.21 จริงๆ แล้วสมการ(3.83) เป็นกรณี
พิเศษของสมการ (3.100) เมื่อค่า  =  0 นั่นเอง 
 เส้นกระแสของสมการ (3.100) ท่ีแสดงทางขวาของรูป 3.21  แสดงความไม่สมมาตรของการ
ไหลข้ามแกน x  และน่าจะทำให้ทรงกระบอกรู้สึกถึงแรงกระทำต้ังฉากกับแกน x อย่างไรก็ตามข้าม
แกน y  เส้นกระแสยังมีลักษณะสมมาตรกัน และมีผลให้แรงต้านมีค่าเป็นศูนย์ ขอให้สังเกตด้วยว่า 
เนื่องจากเราเพิ่มวอร์เทค กำลัง  เข้าไปในการไหล ตอนนี้ค่าการหมุนวนรอบทรงกระบอกจะมีค่า
เท่ากับ   
 ความเร็วของการไหลได้จากการหาอนุพันธ์ของสมการ (3.100) หรืออาจทำโดยการรวม
ความเร็ว Vr  และ V  ของการไหลผ่านทรงกระบอกตามสมการ (3.90) และ (3.91) กับความเร็วของ 
การไหลวอร์เทค ตามสมการ (3.93) เข้าด้วยกันโดยตรงก็ได้ ดังนั้นจะได้ความเร็วของการไหลผ่าน
ทรงกระบอกท่ีเกิดแรงยก เป็น 

    Vr = 
2

2
1 cos

R
V

r


 
− 

 
   (3.101) 

 V = 
2

2
1

2
sin

R
V

rr





  
− + − 
 

 (3.102) 

 หาตำแหน่งของจุดชะงักโดยจัดให้สมการ (3.101) และ (3.102) เท่ากับ 0  และแก้สมการหา
ตำแหน่ง (r, ) 

   Vr  =  
2

2
1 cos

R
V

r


 
− 

 
   =  0 (3.103) 

   V  =  
2

2
1

2
sin

R
V

rr





  
− + − 
 

= 0 (3.104) 

สมการ (3.103) จะเท่ากับศูนย์ เมื่อ  r  =  R  นำไปแทนในสมการ (3.104)  จะได้ 

    = 1

4
sin

V R

−



 
− 
 

 (3.105) 

 ถ้าค่า  มีค่าเป็นเลขบวก มุม   จะอยู่ในควอดเดรนท์ (Quadrant) ท่ี 3 และ 4  นั่นคือจะมี
ตำแหน่งของจุดชะงักได้สองตำแหน่งบนผิวทรงกระบอกท่ีแสดงโดยตำแหน่ง 1 และ 2 ในรูป 3.22 ข  
โดยตำแหน่งของจุดชะงักจะอยู่ท่ี ( R, )  และมุม  กำหนดโดยสมการ (3.105) อย่างไรก็ตามผลลัพธ์

นี้ใช้ได้เฉพาะเมื่อ 
4 V R 

  < 1 เท่านั้น   ถ้า 
4 V R 

  > 1  แล้วสมการ (3.105) จะไร้ความหมายเพราะไม่มี 

sin ของมุมใดมีค่ามากกว่า 1 ในกรณีท่ี 
4 V R 

  =  1 จุดชะงักจะเหลือเพียงจุดเดียวเท่านั้นคือจุดท่ี 3 

ในรูป 3.22 ค ซึ่งจะอยู่ท่ีตำแหน่ง ( R, 
2


−  ) สำหรับกรณีท่ี 

4 V R 

  >  1   สมการ (3.103) นอกจากจะ
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เป็นจริงเมื่อ r = R  แล้ว สมการยังเป็นจริงเมื่อ   = 
2

  และ 
2


−  ด้วย ดังนั้นแทนค่า    =

2


−    ใน

สมการ (3.104) แก้สมการหา  r  จะได้ 

   r = 
2

2

4 4
R

V R V  

  
 − 

 
  (3.106) 

 นั่นคือตำแหน่งจุดชะงักจะอยู่บนแกน y  ด้านในของทรงกระบอกจุดหนึ่งและด้านนอกอีกจุด
หนึ่ง  ตามท่ีแสดงด้วยจุด 4 และ 5 ในรูป 3.22 ง เหตุผลท่ีมีจุดชะงักอยู่ด้านในของทรงกระบอกนั้น
เพราะว่าจริงๆ แล้วเส้นรอบวง  r  =  R  หรือ   =  0  เป็นเพียงเส้นกระแสของการไหลเส้นหนึ่ง
เท่านั้น  ในทางทฤษฎีมีการไหลภายในทรงกระบอกท่ีเกิดจากจุดซ้อนท่ีจุดศูนย์กลางรวมกับการไหลท่ี
เกิดจากจุดวอร์เทคสำหรับบริเวณภายในรัศมี r < R เส้นกระแสท่ีเป็นเส้นรอบวง r = R  เป็นเส้นแบ่ง
การไหลภายในนี้กับการไหลจากการไหลเอกรูปออกจากกัน  ดังนั้นเราอาจแทนเส้นกระแสเส้นนี้ด้วย
ผิวทรงกระบอกกลมรัศมี R โดยท่ีไม่ทำให้เกิดความแตกต่างสำหรับการไหลเอกรูป ดังนั้นแม้จุดชะงัก 
5 จะมีตำแหน่งอยู่ภายในทรงกระบอกก็ไม่มีผลใดๆ ต่อการไหลจริงท่ีจะต้องไปกังวลกับมัน และจุด
ชะงัก 4 จะเป็นจุดชะงักจุดเดียวที่มีความหมายในกรณีนี้ 

 
รูป 3.22  จุดชะงักของการไหลผ่านทรงกระบอกเมื่อเกิดแรงยก (Anderson, 2016) 
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 การไหลในรูป 3.22 อาจอธิบายได้ดังนี้    พิจารณาการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวท่ีมี

ความเร็วกระแสอิสระ V  ผ่านทรงกระบอกรัศมี R  ถ้า  = 0 ไม่มีการหมุนวนการไหลจะมีลักษณะ
ตามรูป 3.22 ก โดยจุดชะงักจะอยู่บนแกน x ท่ีตำแหน่งตรงข้ามกันบนผิวทรงกระบอก ตอนนี้สมมติ
ให้เกิดการหมุนวนรอบทรงกระบอกจนทำให้  < 4 V R   การไหลในรูป 3.22 ข จะเกิดขึ้น จุดชะงัก
จะเล่ือนจากจุด A และ B มาด้านล่างยังตำแหน่ง 1 และ 2 ถ้าค่า   เพิ่มข้ึนอีกจนกระท่ัง   = 4 V R        

จุดชะงักจะเล่ือนมาทับกันท่ีจุด (R,
2


− ) หรือจุด 3 ในรูป 3.22 ค ถ้าค่า  ยังคงเพิ่มขึ้นไปอีกจน      

> 4 V R   จุดชะงักจะเล่ือนออกจากผิวทรงกระบอกลงมาด้านล่างตามแนวแกน y เป็นจุดท่ี 4     ใน
รูปท่ี 3.22 ง  
 จะเห็นได้จากท่ีได้กล่าวมาว่า  เป็นตัวแปรท่ีอาจเลือกค่าได้อย่างอิสระ นั่นคือ  อาจมีค่า
เท่าใดก็ได้ เมื่อพิจารณาการไหลผ่านทรงกระบอก ดังนั้น สำหรับการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว
ผ่านทรงกระบอกกลมจะมีรูปแบบการไหลท่ีเป็นคำตอบท่ีเป็นไปได้นับไม่ถ้วน ควบคู่ไปกับค่า  นับไม่
ถ้วนท่ีเลือก ข้อสรุปนี้ไม่ใช่สำหรับทรงกระบอกกลมเท่านั้น แต่จะเป็นจริงสำหรับการไหลไร้ความหนืด
ไร้การอัดตัวผ่านวัตถุรูปทรงใดๆ ใน 2 มิติ ทุกรูปทรงด้วย 
 เราสรุปจากรูปร่างของเส้นกระแสในรูป 3.21 และ 3.22 ว่าจะต้องมีแรงยกเกิดขึ้น แต่แรงต้าน
จะยังคงเป็นศูนย์ เราจะคำนวณเพื่อยืนยันผลลัพธ์นี้โดยคำนวณความเร็วบนผิวทรงกระบอก จาก
สมการ (3.102) เมื่อแทน  r = R 

   V  =  V   =  2
2

sinV
R







− −   

เมื่อนำไปแทนในสมการของสัมประสิทธิ์ความดัน จะได้ 

   cp  =  
2

2
1

V

V

 
−  

 
  = 

2

2

2
2

1

sinV
R

V








  
− −  

  −
 
  
 

 

   cp  = 
( ) ( )

2
2

2

2 2 2
2 2

1

sin sinV V
R R

V

 
 

 



     
− − − +    

    −
 
  
 

 

หรือ   cp  =  
2

2 2
1 4

2

sin
sin

RV RV




  

   
 − + +  
   

 (3.107) 

 เราใช้วิธีการในบทท่ี 1 หาแรงลัพธ์ที่เกิดจากความดันท่ีแจกแจงรอบผิวทรงกระบอก เพราะใน
กรณีท่ีพิจารณานี้ cf = 0 (ไม่คิดแรงเสียดทานท่ีผิว) ดังนั้นสัมประสิทธิ์แรงต้าน cd  จะได้จากสมการ
(1.33) 
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   cd  =   ca  =  1
, ,( )

TE

p u p l

LE

c c dy
c

−  

หรือ   cd   = 1 1
, ,

TE TE

p u p l

LE LE

c dy c dy
c c

−   (3.108) 

ในพิกัด (r,) y = Rsin  และ dy = Rcos d  นำไปแทนในสมการ (3.108) พร้อมกับ c = 2R จะได้ 

          cd   = 
0 2

1 1

2 2
, ,cos cosp u p lc d c d



 

   −   (3.109) 

 ขีดจำกัดของการอินทิเกรทในสมการ (3.109) มาจากการท่ีเราอินทิเกรทเทอมแรกตามผิวบน

จากชายหน้าไปชายหลัง เพราะฉะนั้นมุม   จะเริ่มจาก  และลดลงจนเป็น 0 ท่ีชายหลัง ส่วนใน 

เทอมท่ีสองการอินทิเกรทจะเกิดตามผิวด้านล่าง เพราะฉะนั้นมุม    จะเริ่มจาก  และเพิ่มขึ้นเป็น 

2  ท่ีชายหลัง แต่ cp,u และ cp,l  ในสมการมีค่าเดียวกันคือ cp ตามสมการ (3.107)   
 เขียนสมการ (3.109) ใหมเ่ป็น 

          cd   = 
2

0

1 1

2 2
, ,cos cosp u p lc d c d

 



   − −   

   cd   =  
2

0

1

2
cospc d



 −   (3.110) 

เมื่อแทนค่า cp ตามสมการ (3.107) แล้วอินทิเกรท พร้อมความสัมพันธ์ 

   
2

0

cos d



   =  0 (3.111a) 

   
2

0

sin cos d



    = 0 (3.111b) 

   
2

2

0

sin cos d



    = 0 (3.111c) 

ซึ่งทำให้   cd = 0 (3.112) 
 สมการ (3.112) ยืนยันข้อสรุปข้างต้นของเราท่ีว่าแรงต้านมีค่าเท่ากับศูนย์ โดยไม่ต้องคำนึงว่า
การไหลมีการหมุนวนหรือไม่ 
 สำหรับแรงยกบนทรงกระบอก อาจคำนวณได้ในลักษณะเดียวกันจากสมการ (1.32)  เมื่อ  cf   =  0 

   cl  =   cn  =  1 1
, ,

TE TE

p l p u

LE LE

c dx c dx
c c

−   (3.113) 

ในพิกัดเชิงมุม  x = Rcos   และ  dx = –Rsin d   นำไปแทนค่าในสมการ (3.113) จะได้ 

          cl   = 
2 0

1 1

2 2
, ,sin sinp l p uc d c d



 

   − +   

เช่นเดียวกับสมการ (3.109)  cp, l และ cp, u  มีค่าเดียวกันตามสมการ (3.107) ดังนั้น 
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          cl   = 
2

0

1

2
sinpc d



 −   (3.114) 

แทนสมการ (3.107) ในสมการ (3.114) และใช้ความสัมพันธ์ 

   
2

0

sin d



   =  0 (3.115a) 

   
2

2

0

sin d



   =  (3.115b) 

   
2

3

0

sin d



   = 0 (3.115c) 

จะได้คำตอบ  

   cl = 




RV
 (3.116) 

จากนิยามของ  cl   แรงยกต่อหน่วยความยาว  L   หาได้จาก 

   L  = qScl  = 21

2
lV Sc   (3.117) 

ในท่ีนี้พื้นท่ีอ้างอิง S  =  2R(1)  ดังนั้นเมื่อรวมสมการ (3.116) และ (3.117) จะได้ 

   L = 21
2

2
V R

RV




 

  

หรือ   L = V   (3.118) 
 สมการ (3.118) ให้ค่าแรงยกต่อหน่วยความยาวของทรงกระบอกกลมท่ีมีการหมุนวน     

รอบตัว และเป็นผลลัพธ์ที่ง่าย สมการบอกเราว่า “แรงยกต่อหน่วยความยาวจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับ
ค่าการหมุนวน” สมการนี้เป็นสมการหลักท่ีมีความหมายมากในทฤษฎีอากาศพลศาสตร์ สมการนี้รู้จัก
กันในช่ือ“ทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้”(Kutta – Joukowski theorem) ตามช่ือนักคณิตศาสตร์         
ชาวเยอรมัน “M. Willheim Kutta” และนักฟิสิกส์ชาวรัสเซีย “Nikolai E. Joukowski” ท่ีต่างคน
ต่างเป็นผู้ค้นพบความสัมพันธ์ตามสมการ (3.119) ในช่วงต้นศตวรรษท่ี 20 
 ส่ิงท่ี เช่ือมโยงระหว่างการไหลทางทฤษฎีกับความเป็นจริง อาจพิจารณาได้ดังต่อไปนี้            
การทำนายแรงต้านท่ีเกิดขึ้นว่ามีค่าเท่ากับศูนย์แสดงความผิดพลาดของทฤษฎีท่ีจะใช้คำนวณ        
แรงต้าน เนื่องจากผลของความหนืดทำให้เกิดแรงเสียดทานท่ีผิวและการไหลแยกตัว ซึ่งจะทำให้เกิด
แรงต้านขึ้นเสมอ และเป็นเรื่องท่ีเราจะศึกษากันต่อไป ในทางกลับกันการทำนายการเกิดแรงยก  
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         รูป 3.23  การไหลผ่านทรงกระบอกในความเป็นจริง (Anderson, 2016) 
 

 
รูป 3.24  การเกิดแรงยกบนทรงกระบอกหมุน (Anderson, 2016) 

โดยสมการ (3.119) จะใกล้เคียงความจริงมาก การทดลองในอุโมงค์ลมสามารถยืนยันความจริงอันนี้
ได้เป็นอย่างดี การทดลองกับทรงกระบอกท่ีไม่หมุน แสดงลักษณะการไหลท่ีคล้ายกับรูป 3.23 เส้น
กระแสด้านหน้าของการไหลคล้ายกับท่ีทำนายไว้ทางทฤษฎี อย่างไรก็ตาม ผลของความหนืดทำให้การ
ไหลเกิดการแยกตัวจากผิวด้านหลังของทรงกระบอก ทำให้แรงต้านเกิดขึ้น แต่การไหลยังมีลักษณะ
สมมาตรกันระหว่างครึ่งบนและครึ่งล่าง ซึ่งทำให้ผลรวมของแรงยกเป็นศูนย์  แต่ถ้าให้ทรงกระบอก
หมุนรอบแกน รูปแบบของการไหลคล้ายกับรูป 3.22 ข, ค และ ง จะเกิดขึ้น ซึ่งคล้ายกับท่ีทำนายไว้
โดยทฤษฎี ขึ้นกับขนาดของการหมุน และท่ีสำคัญยิ่งคือสามารถวัดแรงยกได้  คำถามท่ีเกิดขึ้นคือ  
เกิดอะไรขึ้นบนทรงกระบอก ทำไมการหมุนทรงกระบอกจึงทำให้เกิดแรงยกขึ้นได้ ในความเป็นจริง
แรงเสียดทานท่ีผิวทรงกระบอกจะลากของไหลท่ีอยู่ติดผิวให้เคล่ือนท่ีไปด้วยความเร็วเท่ากับผิว
ทรงกระบอกท่ีหมุนอยู่ เมื่อรวมเข้ากับความเร็วของกระแสท่ีไหลอ้อมผิวทรงกระบอกด้านบน จะทำให้
บริเวณนี้มีความเร็วเพิ่มขึ้นมากกว่าปกติ แต่ด้านล่างทรงกระบอกจะลากให้กระแสมีความเร็วสวนกลับ
กับกระแสท่ีไหลอ้อมผิวทรงกระบอกด้านล่าง และทำให้ความเร็วลดลงน้อยกว่าปกติ ตามท่ีแสดงใน
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รูป 3.24 ความเร็วเหล่านี้เป็นความเร็วท่ีอยู่ท่ีขอบนอกของช้ันชิดผิวบนผิวทรงกระบอก จากสมการ
เบอร์นูล่ี เมื่อความเร็วเพิ่มขึ้นความดันจะลดลง ดังนั้นจากรูป 3.24 ความดันบริเวณส่วนบนของ
ทรงกระบอกจะต่ำกว่าความดันบริเวณครึ่งล่างของทรงกระบอก ความไม่สมดุลของความดันด้านบน
ด้านล่างนี้ทำให้เกิดแรงลัพธ์ที่มีทิศทางช้ีขึ้นด้านบนหรือแรงยกเกิดขึ้นนั่นเอง    
 แนวคิดท่ีได้อธิบายมาท้ังหมดข้างต้นอาจนำไปใช้อธิบายปรากฏการณ์ท่ีเกิดขึ้นกับทรงกลมท่ีมี
การหมุนปั่นรอบแกน ซึ่งเป็นคำอธิบายว่าทำไมลูกกอล์ฟหรือลูกบอลท่ีปั่นรอบตัวจึงมีการวิ่งเป็นเส้น
โค้งได้ ปรากฏการณ์นี้เป็นผลมาจากการไหลผ่านท่ีมีรูปแบบไม่สมมาตรผ่านวัตถุท่ีมีการหมุนรอบแกน 
และสร้างแรงทางอากาศพลศาสตร์ในทิศทางต้ังฉากกับเวคเตอร์ของความเร็วเชิงมุม ปรากฏการณ์นี้
เรียกว่า “Magnus effect” ต้ั ง ช่ือตามวิศวกรชาวเยอรมัน ท่ี เป็น ผู้ สังเกตและให้คำอธิบาย
ปรากฏการณ์นี้ 
 มีเรื่องน่าสนใจคือ ทรงกระบอกกลมท่ีหมุนด้วยความเร็วจะสามารถสร้างแรงยกได้มากกว่าปีก
อากาศยานท่ีมีพื้นท่ีปีกเท่ากันหลายเท่า อย่างไรก็ดีแรงต้านบนทรงกระบอกจะมีค่ามากกว่าปีกท่ีได้รับ
การออกแบบมาเป็นอย่างดีหลายเท่าเช่นกัน นอกจากนั้นกลไกในการสร้างการหมุนให้ทรงกระบอกยัง
มีน้ำหนักมาก เป็นผลให้การนำ “Magnus effect” มาใช้งานในด้านการบินอย่างจริงจังจึงไม่ปรากฏ
ให้เห็นเป็นรูปธรรม 

ตัวอย่าง 3.10   พิจารณาการไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีเกิดแรงยก ถ้าค่าสัมประสิทธิ์แรงยกเป็น 5  
จงคำนวณความดันท่ีมีค่าสัมประสิทธิ์ต่ำสุด 
วิธีทำ จากรูปท่ี 3.21  สังเกตว่าความเร็วสูงสุดในกรณีไม่เกิดแรงยกจะเป็น 2V และเกิดขึ้นท่ีด้าน 
บนสุดและล่างสุดของทรงกระบอก  เมื่ อวอร์เทคในรูป 3.21 ถูกรวมเข้าในสนามการไหล 
ทิศทางของความเร็วจะอยู่ในแนวสัมผัสเส้นรอบวง และอยู่ในแนวเดียวกับความเร็วด้านบนสุด 
ของทรงกระบอก แต่จะอยู่ในทิศทางสวนกับความเร็วที่ด้านล่างสุดของทรงกระบอก ดังนั้นตำแหน่งท่ี
ความเร็วสูงสุดสำหรับกรณีเกิดแรงยกจะเกิดท่ีจุดบนสุดของทรงกระบอก และมีความเร็วเท่ากับ

ความเร็ว –2V  และ 
2 R


−  รวมกัน (เครื่องหมายลบแสดงทิศทางความเร็วท่ีสวนทางกับ +V)   

นั่นคือ 

        V =  2
2

V
R




− −   (i) 

แต่   L   = V    

   cl = 
( )21
2

2

L

V R 

  =  
2

V

V R





 

 

   

    =  
RV

  =   5  
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    
R

  = 5V  (ii) 

แทนสมการ (ii) ใน (i)  จะได้ 

   V  = 5
2

2
V V

 
− −   

    =  -2.796 V 

   จะได้                         cp   = 1 – 
2

V

V

 
 
 

  

                                          =  1 – (2.796)2   
                                          =   – 6.82  ตอบ 

 ตัวอย่าง 3.10 ต้องการแสดงให้เห็นว่า สำหรับการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวการแจกแจง
ของ cp บนผิววัตถุจะขึ้นอยู่กับรูปร่างและตำแหน่งจัดวางของวัตถุเท่านั้น คุณสมบัติของกระแส เช่น  
ความเร็ว ความหนาแน่น จะไม่เข้ามาเกี่ยวข้อง เช่น การแจกแจง cp รอบทรงกระบอกท่ีไม่มีแรงยก  
cp = 1–4 sin2  นั่นคือ cp จะเป็นฟังก์ช่ันของ   เท่านั้น แต่ในกรณีท่ีมีแรงยกการแจกแจง cp จะ
เป็นฟังก์ช่ันของตัวแปรเพิ่มอีกตัวหนึ่งคือ cl  ในตัวอย่างนี้มีเพียงค่า cl เท่านั้นท่ีโจทย์กำหนดให้ แต่ก็
เพียงพอท่ีจะกำหนดรูปแบบการไหลท่ีแน่นอนได้ 

ตัวอย่าง 3.11  สำหรับการไหลในตัวอย่างท่ี 3.10 จงคำนวณหาตำแหน่งของจุดชะงัก และตำแหน่ง
บนผิวที่ความดันเท่ากับความดันกระแสอิสระ 
วิธีทำ  จากสมการ (3.105) ตำแหน่งของจุดชะงัก อยู่ท่ี 

    = 1

4
sin

V R

−



 
− 
 

 

จากตัวอย่างท่ี 3.10 
RV

  =  5 

ดังนั้น    = 1 5

4
sin



−  
 
 

  

    = 203.4 และ 336.6  

หาตำแหน่งท่ี  p =  p    โดยเริ่มจาก   

    cp   =   1 – 
2

1
V

V

 
−  
 

 

เมื่อ   V = 2
2

sinV
R







− −  

ดังนั้น   cp = 

2

2

2
2

1

sinV
R

V








  
− −  

  −
 
  
 
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แต่จากตัวอย่าง 3.10    
RV

  =  5   ดังนั้น 

    cp  =  
2

2 10 5
1 4

2
sin sin 

 

 
− − −  

 
  

     =  0.367 – 3.183 sin  – 4 sin2  

ท่ี  p  =  p         cp = 0   เพราะฉะนั้น  
    0  =   0.367 – 3.183 sin  – 4 sin2  
แก้สมการกำลังสองสมบูรณ์ ได้  

   sin  =  
23 183 3 183 5 872

8

. ( . ) . +

−
  

     =   –0.897, 0.102 

จะได้       =   243.8  และ  296.23 

และ       =   5.85  และ  174.1   
 จะมีตำแหน่ง 4 ตำแหน่งบนผิวทรงกระบอกท่ี p = p   ตามท่ีแสดงในรูป 3.25 พร้อมจุด 

ชะงัก ตำแหน่งท่ีมีความดันต่ำสุดเกิดขึ้นท่ีด้านบนของทรงกระบอกและมีค่า p = p  - 6.82q  

ทางด้านผิวล่างตำแหน่งความดันเกิดขึ้นที่  = 3

2

  ท่ีตำแหน่งนี้ ค่าความดันจะเป็น 

   cp =   0.367 – 3.183 sin 3

2

  – 4 sin2 3

2

  

    =   0.367 + 3.183 – 4   =   – 0.45 

ดังนั้น ท่ีจุดล่างสุดของทรงกระบอก    p = p   – 0.45 q ตอบ 

 
รูป 3.25  ค่าของความดัน ณ จุดต่าง ๆ บนผิวทรงกระบอก กรณีเกิดแรงยก 

             และมีการหมุนวน ค่าความดันคิดตามกรณีตัวอย่าง 3.10 
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3.15  ทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้ (Kutta-Joukowski Theorem) : การกำเนิดแรงยก 
 ถึงแม้สมการ (3.118) จะมีท่ีมาจากการพิจารณาการไหลผ่านทรงกระบอกกลม แต่โดยความ
เป็นจริงแล้วสมการจะนำไปใช้กับทรงกระบอกท่ีมีหน้าตัดรูปอื่นๆ เช่น แพนอากาศ ได้ด้วยเช่นกัน   
ถ้าเราพิจารณาการไหลไร้การอัดตัวผ่านรูปแพนอากาศตามท่ีแสดงในรูป 3.26 ให้โค้ง A เป็นโค้งปิด     
ใดๆ ล้อมรอบแพนอากาศ ถ้าจะเกิดแรงยกขึ้นบนแพนอากาศแล้ว สนามของความเร็วรอบแพน
อากาศจะต้องมีลักษณะท่ีการอินทิเกรทสนามของความเร็วรอบเส้นโค้งจะต้องมีค่าอันหนึ่งเสมอ หรือ
จะต้องมีค่าการหมุนวน (Circulation) รอบแพนอากาศ (Katz & Plotkin, 2001) นั่นเอง ค่าการหมุน
วนรอบโค้ง A ได้จาก 
    =  

A

V ds− 
 

  

และแรงยกต่อหน่วยความยาว L บนแพนอากาศ จะได้จากทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้ ตามสมการ 
(3.118) 

   L = V   (3.118) 

 
รูป 3.26  ค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศ (Katz & Plotkin, 2001) 

ซึ่งแสดงให้เห็นความสำคัญของแนวคิดเรื่องการหมุนวนท่ีกำหนดไว้ในหัวข้อ 2.13 ทฤษฎีของ คุตต้า
และจูโควสกี้ กล่าวว่า “แรงยกต่อหน่วยความยาวบนวัตถุรูปสองมิติจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับค่าการ
หมุนวนรอบวัตถุนั้น” การพิสูจน์ว่าสมการ (3.119) เป็นจริงสำหรับรูปหน้าตัดอื่นนอกจากรูป
ทรงกระบอกกลมจะไม่นำมากล่าวในท่ีนี้ เพราะต้องอาศัยการพิสูจน์โดยใช้ทฤษฎีตัวแปรเชิงซ้อน    
ซึ่งอยู่นอกเหนือขอบเขตของเรา สำหรับผู้ท่ีสนใจสามารถค้นคว้าได้จากหนังสืออ้างอิง 
 ในหัวข้อก่อนนี้ การไหลผ่านทรงกระบอกท่ีเกิดแรงยกได้มาจากการรวมการไหลเอกรูป จุดซ้อน 
และวอร์เทค คงจำได้ว่าการไหลท้ัง 3 แบบนี้เป็นการไหลไร้การหมุนทุกจุด ยกเว้นท่ีจุดวอร์เทคซึ่งมีค่า
วอร์ทิซิต้ี (Vorticity) เป็น   ดังนั้นการไหลผ่านทรงกระบอกท่ีเกิดแรงยกในรูป 3.21 จะเป็นการไหล
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ไร้การหมุนทุกจุดยกเว้นท่ีจุดกำเนิด ถ้าเราหาค่าของการหมุนวนรอบโค้งใด ๆ ท่ีไม่ได้ล้อมรอบจุด
กำเนิดไว้ ผลท่ีจะได้คือการหมุนวนรอบโค้งนั้นจะเท่ากับศูนย์ เฉพาะเมื่อเราเลือกโค้งท่ีรวมจุดกำเนิด
(จุดวอร์เทค) ไว้ภายในเท่านั้นท่ีค่าการหมุนวนจะไม่เท่ากับศูนย์ และมีค่าเท่ากำลังของวอร์เทค     
การพิจารณาอย่างเดียวกันนำมาใช้กับการไหลผ่านแพนอากาศในรูป 3.26 การไหลโดยรอบแพน
อากาศจะเป็น การไหลไร้การหมุน ดังนั้นค่าการหมุนวนรอบโค้งปิดท่ีไม่ได้ล้อมรอบแพนอากาศ (เช่น
โค้ง B ในรูป) จะเป็นศูนย์ แต่ในทางกลับกันถ้าเลือกโค้งท่ีล้อมรอบแพนอากาศไว้ภายใน (โค้ง A ใน
รูป) ค่าของการหมุนวนจะมีค่าจำกัดค่าหนึ่ง ในบทท่ี 4 เราจะแสดงให้เห็นว่าการไหลผ่านแพนอากาศ
อาจแทนได้ ด้วยการไหลผ่านวอร์เทคจำนวนมากท่ีมีการแจกแจงบนผิวแพนอากาศหรือบรรจุอยู่
ภายใน   วอร์เทคเหล่านี้จะมีกำลังท่ีรวมกันเท่ากับค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศนั้น ประเด็นสำคัญ
อยู่ท่ีว่าในทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้นั้นค่า  ในสมการ (3.118) จะต้องคิดจากโค้งปิดท่ีล้อมรอบ
รูปทรงของวัตถุไว้ภายใน ส่วนรูปร่างของโค้งจะเป็นอย่างไรก็ได้ 
 ในช้ันนี้ เราลองทบทวนประเด็นท่ีได้พิจารณาผ่านมา นิยามของการหมุนวน และสมการ 
(3.118) ท่ีใช้หาค่าแรงยกซึ่งถือได้ว่าเป็นส่วนสำคัญของทฤษฎีการเกิดแรงยกทางอากาศพลศาสตร์ 
และเป็นจุดเปล่ียนสำคัญในการศึกษาการเกิดแรงยก อย่างไรก็ดีควรต้องระลึกไว้ด้วยว่าทฤษฎีการเกิด
แรงยกจากการหมุนวนเป็นเพียงวิธีคิดแบบหนึ่งท่ีใช้สำหรับอธิบายการกำเนิดแรงยกบนรูปทรงอากาศ
พลศาสตร์ แต่ในความเป็นจริงต้องคิดไว้เสมอว่าส่ิงท่ีเกิดขึ้นจริงรอบวัตถุคือความดันและแรงเค้นเฉือน
ซึ่งทำให้เกิดแรงกระทำขึ้นบนวัตถุ ทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้เป็นเพียงอีกวิธีหนึ่งซึ่งแสดงถึงผลท่ี
เกิดขึ้นเนื่องจากการแจกแจงความดันรอบผิววัตถุท่ีประกอบด้วยเครื่องมือพิเศษต่างๆ ท่ีเรานำมาใช้
ทางคณิตศาสตร์สำหรับการวิเคราะห์การไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว และถ้าจะกล่าวกันจริงๆ แล้ว
ตัวทฤษฎีหรือสมการ (3.118) ก็ได้มาจากการพิจารณาการแจกแจงความดันรอบผิววัตถุแล้วนำมา
อินทิเกรทหาผลลัพธ์นั่นเอง ดังนั้นแทนท่ีจะกล่าวว่าการหมุนวนทำให้เกิดแรงยกซึ่งไม่น่าจะถูกต้อง    
เราควรกล่าวว่าแรงยกเป็นผลมาจากความไม่สมดุลของความดันท่ีเกิดขึ้นโดยรอบผิววัตถุ ซึ่งความไม่
สมดุลนี้ ช้ี ให้ เห็นได้ทางคณิตศาสตร์ว่ามีหรือไม่มี อยู่ โดยดูจากค่าการหมุนวนรอบวัตถุ  และ
ความสัมพันธ์ระหว่างการแจกแจงความดันรอบผิววัตถุ (ซึ่งแน่นอนทำให้เกิดแรงยก) กับการหมุนวน
จะเป็นไปตามสมการ (3.118) นั่นเอง เพียงแต่ว่าในทฤษฎีการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว การ
กำหนดค่าการหมุนวนรอบผิววัตถุทำได้ง่ายกว่าการหารายละเอียดของการแจกแจงความดันรอบผิว
วัตถุมาก ดังนั้นการกำหนดแรงยกโดยทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้ จึงเป็นท่ีนิยมและใช้งานอย่าง
กว้างขวาง ผลท่ีตามมาก็คือ การวิเคราะห์การเกิดแรงยกบนวัตถุสองมิติสำหรับการไหลไร้ความหนืด
ไร้การอัดตัว จะมีเป้าหมายอยู่ท่ีการคำนวณหาค่าการหมุนวนรอบวัตถุให้ได้ หลังจากนั้นจะสามารถ
คำนวณแรงยกได้จากสมการ (3.118) ปัญหาจากนี้ไปของเราจึงอยู่กับคำถามท่ีว่าการกำหนดค่าการ
หมุนวนรอบวัตถุจะทำได้อย่างไร 
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3.16 การแจกแจงแหล่งกำเนิดการไหลบนเส้น (Line source distribution) 
 แนวคิดท่ีน่าสนใจของการรวมการไหลพื้นฐานเข้าด้วยกันคือ การนำแหล่งกำเนิดการไหลหรือ
ซอร์ส (และซิงค์) มาวางเรียงกันตามแนวเส้นตรงหรือเส้นโค้ง ในหัวข้อ 3.10 และ 3.12 เราได้แสดง 
ให้เห็นแล้วว่าการนำมาซ้อนกันของการไหลเอกรูปกับการไหลซอร์ส มีผลเป็นการไหล 2 มิติผ่าน
รูปทรงเปิดตามรูป 3.11 และเมื่อนำซิงค์ท่ีมีกำลังเท่ากันไปวางเรียงต่อจากซอร์สจะเกิดผลเป็นการไหล
ผ่านรูปไข่ของแรนกิ้น และหากจัดให้ซอร์สกับซิงค์เล่ือนเข้าทับกันจนฟอร์มตัวเป็นจุดซ้อนรูปไข่จะ
กลายเป็นทรงกระบอกกลมตามท่ีแสดงในรูป 3.15 ดังนั้นอาจสรุปเป็นแนวทางได้ว่าถ้าให้การไหลเอก
รูปไหลผ่านจุดซ้อนท่ีวางเรียงกัน หรือไหลผ่านกลุ่มของซอร์สและซิงค์ท่ีวางเรียงกันและมีกำลังรวมกัน
เป็นศูนย์ ก็อาจสร้างการไหลผ่านรูปทรงใดๆ ได้ รูป 3.27 เป็นตัวอย่างของแนวความคิดดังกล่าว 

 
(ก) 

 
(ข) 

รูป 3.27  การไหลเอกรูปผ่านกลุ่มซอร์ส ซิงค์ ท่ีมีกำลังรวมเป็นศูนย์ (Katz & Plotkin, 2001) 

   จากรูป 3.12 ในหัวข้อ 3.10 แสดงเส้นกระแสท่ีผ่านจุดชะงักของการไหลเอกรูปผ่านซอร์ส 
ซิงค์ท่ีวางคู่กันและมีกำลังเท่ากัน เป็นรูปไข่ของแรนกิ้น ถ้าแบ่งซิงค์ท่ีจัดวางคู่กับซอร์สเป็นสองส่วน 
และวางไว้ในตำแหน่งเรียงกันโดยให้กำลังรวมของซอร์ส ซิงค์ ยังเป็นศูนย์ เส้นกระแสท่ีผ่านจุดชะงัก
จะเปล่ียนเป็นรูปร่างคล้ายหยดน้ำมากขึ้นตามรูป 3.27 ก คงสังเกตว่าราไม่ได้ถูกจำกัดให้ใช้จำนวน
ซอร์สและซิงค์เด่ียว (Discrete source & sink ) เป็นจำนวนใดจำนวนหนึ่ง ดังนั้นในแง่ทฤษฎีเราจะ
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ใช้ ซอร์ส ซิงค์ จำนวนเท่าใดก็ได้วางเรียงตามแนวแกน x  และถ้าจัดให้ขนาดและตำแหน่งของซอร์ส
และซิงค์เหมาะสม (และแน่นอนต้องมีกำลังรวมกันเป็นศูนย์) เราจะได้รูปปิดของวัตถุท่ีมีลักษณะ
สมมาตรกับแกน x ในลักษณะเดียวกันรูปแพนอากาศสมมาตร รูปหยดน้ำ ฯลฯ  ตามรูป 3.27 ข ซึ่ง
จะมีรูปร่างขึ้นกับการแจกแจงหรือการกระจายของซอร์สและซิงค์ บนแกน x ขอให้สังเกตอีกอย่าง
หนึ่งว่าการใช้จุดซ้อนท่ีมีกำลังต่างกันวางเรียงกันตามแกน x ในการไหลเอกรูปจะมีผลเกิดขึ้นใน
ทำนองเดียวกัน เราจึงได้แนวคิดท่ีจะพิจารณาการไหลเอกรูปผ่านรูปทรงสมมาตรกับแกน x โดยการ
แทนรูปทรงใดๆ นั้นด้วยชุดของจุดเอกเทศ (ซอร์ส กับ ซิงค์ หรือ จุดซ้อน) บนแกน x 
 จากรูป 3.27 ข สังเกตว่าเพื่อให้ได้เส้นกระแสท่ีผ่านจุดชะงักเป็นรูปทรงสมมาตรท่ีกำหนด เช่น  
รูปแพนอากาศสมมาตรแบบต่างๆ เราต้องแยกซอร์สและซิงค์ท่ีวางอยู่ในตำแหน่งต่างๆ ออกเป็น
จำนวนมากหรือจริงๆ แล้ว จำนวนซิงกูลาริต้ีเหล่านี้จะต้องมีจำนวนมากและเรียงกันแน่นอยูบ่นแกน x  
ซึ่งนำไปสู่แนวคิด การกระจายซอร์สบนเส้น (Line source distribution) 

       
                      (ก)                                                      (ข) 

รูป 3.28  แนวคิดการกระจายซอร์สบนเส้น (Katz & Plotkin, 2001) 

 สมมติให้มีซอร์สกำลัง Q 3 ตัวเรียงอยู่บนแกน x ในช่วงความยาว 1 หน่วยตามรูป 3.28 ก    
ถ้าเพิ่มจำนวนซอร์สในระยะ 1 หน่วยนี้ขึ้นโดยคงกำลังรวม 3Q ให้คงท่ีไว้ ในขีดจำกัด จำนวนของ
ซอร์สจะเพิ่มขึ้นจนนับไม่ถ้วนและเรียงกันแน่นในระยะหนึ่งหน่วย แต่กำลังของซอร์ส แต่ละตัวจะมีค่า
น้อยลงจนเกือบเป็นศูนย์ ซึ่งแสดงในรูป 3.28 ข ในลักษณะนี้เรากล่าวว่ามีการแจกแจงซอร์สตามแกน 
x ในช่วงความยาว 1 หน่วยโดยท่ีมีกำลังต่อหน่วยความยาว หรือความหนาแน่นของซอร์ส เท่ากับ 
3Q/1 หน่วย เห็นได้ชัดว่าถ้าให้ q(x) เป็นความหนาแน่นของซอร์ส กำลังของซอร์สท่ีเรียงอยู่ในช่วง
ความยาว dx จะเท่ากับ q(x)dx ควรคำนึงไว้ด้วยว่ารูป 3.28 เป็นเพียงตัวอย่างท่ีช้ีให้เห็นความหมาย
ของความหนาแน่นของซอร์ส ในการนำไปใช้งานจริงค่าความหนาแน่นของซอร์ส q(x) ท่ีแจกแจงอยู่
ตามแกน x จะมีค่าเปล่ียนแปลงไปตามตำแหน่ง x ในลักษณะต่างๆ อย่างไรก็ได้รูป 3.29 แสดงการ
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ไหลเอกรูปผ่านซอร์ส บนแกน x ท่ีมีการแจกแจงในลักษณะต่าง ๆ  ค่าการแจกแจงของซอร์สแสดง
โดยกราฟบนแกน x (รูป 3.29 มีท่ีมาจากการไหลผ่านรูปทรงท่ีเกิดจากการหมุนรอบแกน และเกิดจาก
การเรียงกันของซอร์ส 3 มิติ แต่นำมาแสดงในท่ีนี้เป็นตัวอย่าง เพราะมีลักษณะแนวคิดแบบเดียวกับ
การไหลสองมิติท่ีพิจารณาอยู่) สังเกตว่าการแจกแจงของซอร์ส แบบต่างๆ จะให้รูปทรงวัตถุ (เส้น
กระแสผ่านจุดชะงัก) ต่างกันไป และขอให้จำว่าการแจกแจงจะมีกำลังรวมของซอร์สเป็นศูนย์เสมอ  
ถึงจุดนี้เราอาจดำเนินการต่อไปตามแบบเดิมท่ีผ่านมาคือ เปล่ียนการแจกแจงซอร์สไปในแบบต่างๆ 
แล้วพยายามจับคู่เส้นกระแสผ่านจุดชะงัก (Stagnation streamline) ท่ีได้กับรูปร่างของวัตถุท่ีเรา
สนใจ ซึ่งเป็นวิธีท่ีไม่เหมาะสมในทางปฏิบัติ เพราะว่าความสนใจจริงๆ ของเราอยู่ท่ีการพยายามหา
ลักษณะการไหลผ่านรูปทรงท่ีกำหนด ดังนั้นปัญหาของเราก็คือการหาการแจกแจงซอร์สท่ีเหมาะสม
กับรูปร่างท่ีกำหนดซึ่งจะมีวิธีการพิจารณากันดังต่อไปนี้ 

 
รูป 3.29  การไหลผ่านรูปทรงสมมาตรแบบต่าง ๆ โดยใช้การแจกแจงซอร์สบนเส้นตรง                       

เส้นกราฟบนเส้นคอร์ดแสดงการแจกแจงความหนาแน่นของซอร์ส q(x) (Katz & Plotkin, 2001) 
 
 พิจารณาชุดของซอร์สท่ีวางเรียงกันตามแกน x  ให้ qi เป็นกำลังของซอร์สท่ีวางอยู่ท่ีตำแหน่ง 
xi  ดังนั้น ฟังก์ช่ันกระแสของการไหลเอกรูปผ่านซอร์สชุดนี้จะเป็น  

     = 1

2
tani

ii

q y
V y

x x

−
 +

−
   (3.119) 
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 ถ้าเพิ่มจำนวนใหซ้อร์สท่ีเรียงอยู่มีจำนวนมากและเรียงต่อเนื่องกันโดยมีความหนาแน่นเป็น q(t) 
และให้ q(t)dt เท่ากับกำลังรวมของซอร์สท่ีเรียงกันอยู่ระหว่าง x = t และ x = t + dt ดังนั้นฟังก์ช่ัน
กระแสของการไหลเอกรูปผ่านซอร์สชุดนี้จะเป็น 
    (x, y) = V y + S (x, y) (3.120a) 

เมื่อ    S (x, y) = 11

2
( )tan

y
q t dt

x t

−  
 

− 
  (3.120b) 

ทำนองเดียวกันสำหรับศักย์ความเร็วของการไหลเอกรูปผ่านซอร์สชุดนี้จะเป็น 

      (x, y) = V x +  S (x, y) (3.121a) 

     S (x, y) = ( )
1 22

   
1

2

/

( ln) –x tq y dtt


 
 

+  (3.121b) 

 
รูป 3.30  การกำหนดตำแหน่งของซอร์สท่ีแจกแจงบนแกน x (Katz & Plotkin, 2001) 

 ในสมการ (3.120) และ (3.121) t และ x เป็นระยะท่ีวัดตามแกน x เหมือนกัน  แต่เราใช้พิกัด 

x สำหรับกำหนดตำแหน่งตามแกน x  ของจุดในสนามท่ีเราต้องการประเมินค่า  หรือ V


 ในขณะท่ี 
t เป็นระยะตามแกน x ท่ีใช้กำหนดจุดบนเส้นท่ีมีการแจกแจงซอร์ส ดังนั้นการอินทิเกรทในสมการ
(3.120b) และ (3.121b) คือการหาค่า  หรือ   ท่ีจุด (x, y) ใดๆ ในสนามเนื่องจากซอร์สท่ีเรียงกัน
อยู่จากระยะ t = 0 ถึง t = c บนแกน x  ในการอินทิเกรท x จะถูกถือเป็นค่าคงท่ีและ t จะเป็นตัว
แปรของการอินทิเกรท โดยท่ัวไปเราเรียกจุด (x, y) เป็นตำแหน่งในสนาม (Field point) และเรียก
จุด (t,0) เป็นตำแหน่งของซอร์ส (Source point) 
 เพราะว่า   และ  ตามสมการ (3.120) และ(3.121) เป็น   และ   ของการไหลเอกรูปรวม
กับซอร์สจำนวนมากท่ีเรียงกันแน่นบนแกน x  เพราะฉะนั้นจากหลักการทับซ้อน (Superposition)   
 และ   นี้จะเป็นของการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัวโดยอัตโนมัติ และท่ีสำคัญความเร็วที่ระยะห่าง
ไกลออกไปสู่อนันต์สำหรับ q(t) ใดๆ จะเป็นความเร็วเอกรูปเสมอ ซึ่งเป็นเงื่อนไขท่ีขอบเขตประการท่ี 
1 เงื่อนไขท่ีเหลือคือความเร็วต้องอยู่ในแนวสัมผัสท่ีผิววัตถุจะสอดคล้องกับการแจกแจง q(t) ท่ี
เหมาะสมและเป็นคำตอบท่ีเรามองหา 
 สมมติให้เส้นรอบรูปของรูปทรงท่ีเราพิจารณาเป็น  y = Y(x) และเป็นรูปทรงปิดสมมาตร ท่ีมี
ความยาวคอร์ด c อาจแทนการไหลเอกรูปผ่านรูปทรงนี้ด้วยการไหลเอกรูปผ่านการแจกแจงซอร์สบน
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แกน x และแน่นอนว่าซอร์สท้ังหมดต้องบรรจุอยู่ภายในเส้นรอบรูปของวัตถุและประกอบด้วยซอร์ส
กับซิงค์ ท่ีมีกำลังรวมกันเป็นศูนย ์
 เพื่อจะได้สมการท่ีบอกความสัมพันธ์ระหว่างกำลังของซอร์สกับรูปทรงของวัตถุ เราจัดให้ค่า   
เท่ากับค่าท่ีจุดชะงักตามท่ีเราทำผ่านมาเพื่อหาสมการของเส้นกระแสท่ีผ่านจุดชะงัก โดยประเมินค่า 
 ท่ีจุดชะงัก ซึ่งในปัญหาของรูปสมมาตรควรจะอยู่บนแกน x จากรูป 3.31 สำหรับ การไหลเอกรูป
ผ่านการแจกแจงซอร์สบนแกน x จุดชะงักด้านหน้าและจุดชะงักด้านหลังของซอร์สทุกตัวจะอยู่ท่ี 

1
tan

y

x t

−  
 

− 
 =          และ         1

tan
y

x t

−  
 

− 
 =  0 

แทนค่า   =  และ   =  0 ลงในสมการ (3.120b) และจุดชะงักอยู่บนแกน x คือ y = 0 จะได้ 

     =  0  = 
0

2

( )
c

q t dt


  (3.122a) 

และ     =  0  = 
0

0
2

( )
c

q t dt


    (3.122b) 

สำหรับจุดชะงักด้านหน้าและด้านหลังตามลำดับ 

 
รูป 3.31  จุดชะงักด้านหน้าและด้านหลังของการไหลเอกรูปผ่านรูปทรงสมมาตร  

 
 จากสมการ (3.122b)   จะมีค่าเท่ากับ 0 ท่ีจุดชะงักด้านหลัง (ท่ี  = 0) ดังนั้นค่าของฟังก์ช่ัน 
   ของเส้นกระแสผ่านจุดชะงักคือ 
    [x, Y(x)] = 0 
 ถ้าแทน  = 0 และ y = Y(x) ในสมการ(3.120a) จะได้ความสัมพันธ์ระหว่างกำลังของซอร์ส 
กับรูปร่างของวัตถุ  

   0 = ( ) 1

0

1

2

Y( )
( )tanY

c

V x
x

q t dt
x t

−
 +

−  (3.123) 
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 สังเกตด้วยว่าในสมการ (3.122a) เพราะว่า   ต้องเท่ากับศูนย์ท่ีจุดชะงักด้านหน้า ( =  )
เช่นกัน ดังนั้นเราจะได้จากสมการว่ากำลังรวมของซอร์สต้องเป็นศูนย์ 

   
0

( )

c

q t dt  = 0 (3.124) 

ซึ่งไม่น่าแปลกใจเพราะว่าเรากำลังพิจารณาชุดของซอร์สท่ีแทนโค้งรูปปิด ดังนั้นผลรวมของกำลังของ
ซอร์สจะต้องเป็นศูนย์ สมการ (3.124) เพียงแต่เป็นผลทางคณิตศาสตร์ท่ีแสดงความจริงข้อนี้ 
 สมการ (3.123) เป็นสมการท่ีใช้หาค่า q(t)  เมื่อกำหนดค่า Y(x) หรือรูปทรงสมมาตรมาให้  
คงเห็นจากตัวสมการเองแล้วว่าสมการติดค่าการอินทิเกรทตัว q(t) ดังนั้นการหาค่า q(t) ท่ีเหมาะสม
จึงไม่ใช่งานง่าย เพราะเมื่อไม่ทราบ q(t) ก็ทำให้ไม่สามารถอินทิเกรทสมการได้ต้ังแต่เริ่มต้น การแก้
สมการ (3.123) โดยตรงจึงเป็นไปเกือบไม่ได้ ในหัวข้อต่อไปเราจะใช้สมการ (3.123) พัฒนาวิธีเชิง
ตัวเลขเพื่อแก้ปัญหาการไหลผ่านรูปทรงสมมาตร แต่ในตอนนี้เราจะลองมองหาวิธีวิเคราะห์คำตอบ
โดยประมาณท่ีเหมาะสมกับปัญหาท่ีอยู่ในความสนใจของเรา นั่นคือรูปแพนอากาศบาง (Thin 
symmetrical airfoils) ซึ่งมีความหนาน้อยเมื่อเทียบกับความยาวคอร์ด 
    Y(x) << c 
 ในกรณีนี้ การแก้ปัญหาโดยพิจารณาความเร็วท่ีผิวแพนอากาศจะสะดวกกว่าการพิจารณาแก้
สมการ (3.123) โดยตรง คงจำได้ว่านอกจากฟังก์ช่ันกระแสจะนำมารวมกันได้โดยตรงแล้ว เรา
สามารถรวมความเร็วของการไหลเอกรูปและซอร์สเข้าด้วยกันได้โดยตรงเช่นเดียวกัน ถ้าให้ us  และ 
vs เป็นความเร็วตามแกน x และ y  ท่ีเกิดจากการเหนี่ยวนำของซอร์สท้ังหมดรวมกัน ดังนั้นความเร็ว
ของ การไหลเอกรูปรวมกับของซอร์ส จะเป็น 

   u = V + us (3.125a) 
    v =  vs (3.125b) 

เมื่อ   us = 
2 2

0

1

2
( )

( )

c
x t

q t dt
x t y

−

− +  (3.126) 

และ   vs = 
2 2

0

1

2
( )

( )

c
y

q t dt
x t y − +   (3.127) 

สำหรับเงื่อนไขท่ีการไหลต้องสัมผัสไปกับผิวจะได้ว่า บนผิว  y = Y(x) ; 

    s

s

v

V u +
 = Yd

dx
         

 สำหรับแพนอากาศบางความเร็วของกระแสขณะไหลเลียดไปบนผิวจะเปล่ียนแปลงไปจาก
ความเร็วของกระแสอิสระเพียงเล็กน้อย  (ยกเว้นบริเวณใกล้จุดชะงักด้านหน้าและด้านหลัง) เมื่อ
พิจารณาค่าโดยประมาณ เราอาจสมมติให้ความเร็วท่ีเกิดจาก ซอร์สมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับความเร็ว

กระแสอิสระ us , vs  << V  ดังนั้นเงื่อนไขด้านบนจะเขียนได้ใหม่เป็น 
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   vs  Yd
V

dx
  (3.128) 

 นอกจากนี้ เพราะ Y(x) << c การแทนเงื่อนไขตามสมการ  (3.128) อาจใช้การพิจารณา
ความเร็ว vs ท่ีตำแหน่ง y = 0 แทนตำแหน่งจริงบนผิววัตถุก็ได้ นั่นคือเราประมาณค่า vs  ตามสมการ

(3.127) บนแกน x เมื่อ  y → 0  แทนท่ีจะเป็นบน  y  =  Y(x) 

 เมื่อ  y → 0  ค่าอินทิเกรทตามสมการ (3.127) จะมีค่าเป็นศูนย์ ยกเว้นตรงตำแหน่ง x = t 

ตามท่ีแสดงในรูป 3.32 ซึ่งมีค่าสูงขึ้นมา ดังนั้นในขีดจำกัด y → 0 เราอาจปรับการอินทิเกรทสมการ
(3.127) ได้โดยจะไม่ส่งผลต่อผลลัพธ์ท่ีจะได้ออกมา ด้วยการแทนค่า q(t) โดยใช้ค่าของตัวมันเองท่ี

ตำแหน่ง x  สมมติเป็น q(x) และนำออกนอกการอินทิเกรท พร้อมกันนี้ในขีดจำกัด y → 0 ค่าของ

การอินทิเกรทจะไม่เปล่ียนแปลงถ้าเราเปล่ียนขอบเขตของการอินทิเกรทเดิมไปเป็นจาก –  ถึง     

นั่นคือในขีดจำกัด y → 0 

( )
0

lim ,s
y

v x y
→

 =  
2 20

0

1

2
lim ( )

( )

c

y

y
q t dt

x t y→ − +  

                      = ( ) 2 2

1
 

2 ( )

y
q x dt

x t y



−
− +   

                      = ( ) 11

2
tan

t

t

t x
q x

y

=

−

=−

−  

            =  ( )
1

2 2 2
q x

 



  
− −  
  

  

   รูป 3.32  ค่าอินทิเกรทในสมการ (3.127)           vs(x, 0+)  =   
2

( )q x  (3.129) 

 เมื่อนำไปแทนในสมการ (3.128) จะได้ค่าโดยประมาณของกำลังของซอร์สท่ีแจกแจงบนแกน x  
สำหรับแพนอากาศบางโดยตรงจากค่าความชันของผิว ณ ตำแหน่ง x นั้น ๆ  

   q(x)  = 2
Yd

V
dx

  (3.130) 

 สังเกตว่ากำลังของซอร์สตามสมการ (3.130) จะขึ้นกับความชันของผิววัตถุซึ่งเป็นบวกในช่วง
ด้านหน้าของแพนอากาศและเป็นลบในช่วงด้านหลังซึ่งเป็นไปตามท่ีคาดไว้ ซอร์สท่ีมีกำลังเป็นบวกจะ
ดันให้เส้นกระแสของการไหลเอกรูปท่ีเข้ามาแยกออกจากกันทางด้านหน้า และซอร์สท่ี มีกำลังเป็นลบ 
(ซิงค์) จะดึงเส้นกระแสให้กลับมาบรรจบกันด้านหลัง รูป 3.31 แสดงการแจกแจงของ q(x) ตาม
สมการ (3.131) ไว้ทางด้านล่าง สังเกตว่าเนื่องจากรูปมนทางด้านหน้าของแพนอากาศค่าความชันของ

ผิวจะมีค่าสูงบริเวณใกล้ชายหน้าเป็นผลให้ q(x) ตามสมการมีค่าพุ่งขึ้นสู่  เมื่อใกล้จุดชะงักด้านหน้า 
 หลังจากได้การแจกแจงของซอร์สแล้ว เราสามารถคำนวณความเร็วของการไหลตามผิวได้จาก
สมการ (3.126) และ(3.127) และคำนวณความดันได้จากสมการเบอร์นูล่ี ส่วนของความเร็วตามแกน 
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y บนผิวโดยประมาณได้จากสมการ (3.128) สำหรับส่วนของความเร็วตามแกน x สังเกตว่า          

ถ้า y << c ตัวอินทิเกรทในสมการ (3.126) จะเป็น ( )

( )

q t

x t−
 ในบริเวณท่ี x ไม่ใกล้กับ t ดังนั้นเราแบ่งการ

อินทิเกรทเป็น 3 ช่วงระหว่าง 0 < t < x –  ,  x –  < t < x +   และ x +  < t  < c  เมื่อ   มีค่าน้อย 

จะเห็นว่าค่าอินทิเกรทในช่วงกลาง  q(t) →  q(x)  ดังนั้น 

us(x,Y(x))    ( ) 2 2

0

1 1

2
( )

( ) ( )

x x

x

x t
q t dt q x dt

x t x t Y x

 




− +

−

 −
+

− − +
   

                                         
1

( )

c

x

q t dt
x t

+


+ 

− 
  (3.131) 

ให้  z = x – t ในอินทิเกรทตัวกลางทางขวาของสมการ (3.131)  ดังนั้นอินทิเกรทตัวกลางจะเป็น 

( ) 2 2
Y ( )

z
q x dz

z x





+

−
+  

 จะเห็นว่าตัวอินทิเกรทเป็นฟังก์ช่ันค่ี (Odd function) ในขณะท่ีขีดจำกัดของการอินทิเกรทเป็น 

ค่าคู่ (even, จาก – ถึง +)  ค่าของการอินทิเกรทจะหักล้างกันหมดไป ดังนั้น 2  

   us(x,Y(x))  
0

0

( ) ( )
lim

x c

x

q t q t
dt dt

x t x t






−

→
+

 
+ 

− −  
    

           us(x,Y(x)) =   
0

 
( )

c
q t

dt
x t−   (3.132) 

เมื่อแทนค่า q(t) จากสมการ(3.130) สำหรับกำลังของซอร์สของแพนอากาศจะได้ 

   us(x,Y(x))  
0

 
Y ( )

c
V t

dt
x t




−  (3.133) 

 เครื่องหมาย P ในสมการ (3.132) และ (3.133) แสดงค่าการอินทิเกรทโดยใช้ค่า “Cauchy 

principal value” เพื่อหลีกเล่ียงการหารด้วยศูนย์จากตัวหาร x – t เมื่อ x → t โดยการพิจารณา
การอินทิเกรทตามสมการ (3.131)  
 แทนค่าความเร็ว us และ vs ในสัมประสิทธิ์ความดัน 

   cp  =  
2

1
  

V

V

 
−  
 

 = 
2 2

2
1

( )s sV u v

V





+ +
−   

                               =   
2 2

2 s s su u v

V V V  

   
− − −   

   
 (3.134) 

แต่ us และ vs มีค่าน้อยเมื่อเทียบกับ V ตามท่ีกล่าวไว้ข้างต้น โดยเฉพาะบนผิววัตถสุมการ (3.128) 
และ (3.133) บอกเราว่า us และ vs  จะมีค่าหยาบ ๆ เป็นสัดส่วนกับความหนาของวัตถุ ดังนั้นถ้าเรา
พิจารณาแพนอากาศบาง สองเทอมหลังของสมการ (3.134)จะน้อยมากเมื่อเทียบกับเทอมแรก และ 

P 

P 
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   cp   2 su

V

−  (3.135) 

ตัวอย่าง 3.12   จงพิจารณาการแจกแจงความดันของการไหลเอกรูปผ่านวงรีความยาวคอร์ด c และมี
ความหนา c  เมื่อ   เป็นอัตราส่วนความหนา    

 
 

วิธีทำ จากสมการวงรี 
2 2

22

Y ( )c x
x



 
− + 

 
 = 

2

2

c  

หรือ   Y(x) = ( )x c x −  (i) 

และ   Y(x) = 
2

2 ( )

c x

x c x

 −

−
 (ii) 

ดังนั้นจากสมการ (3.129) กำลังของซอร์สสำหรับวงรี จะเป็น 

   q(x) = 
2

( )

c x
V

x c x
 

−

−
 (iii) 

 เพื่อหา cp  บนผิววงรี ส่ิงท่ีต้องทำก็เพียงคำนวณค่า us ตามสมการ (3.132) เท่านั้น แต่ Y 

ติดเทอมท่ีมี  เพื่อสะดวกใช้ความสัมพันธ์ตรีโกณมิติช่วย 

   x = ( )1
2

ocos
c

−  (iv) 

   t = ( )1
2

cos
c

−  (v) 

ดังนั้น t = 0 →   = 0  ;   t = c →   =    และ dt = 
2

sin
c

d   

จากสมการ (ii) และ (iv)   

           ( )Y t   = 1

2
1 1

2 2

( cos )

( cos )[ ( cos )]

c c

c c
c

 

 

− −

− − −

   

    =   cos

sin





 

แทนในสมการ (3.133) จะได้ 

   us[x, Y(x)]  
0

cos

cos cos o

V
d


 


  


−  (vi) 

ในบทท่ี 4 เราจะแสดงให้เห็นว่าค่าอินทิเกรทในสมการ (vi) จะมีค่าตามสูตร 

   
0

cos

cos cos o

n
d





 −  = 

sin

sin

o

o

n



 (vii) 
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 ในสมการ (vi) การอินทิเกรทเป็นกรณี n = 1 ของสมการ (vii) ผลลัพธ์เป็น   ฉะนั้นการ
ประมาณค่า us บนผิววงรีจะได้ 

   us[x, Y(x)] =  V   

เป็นค่าคงท่ีและทำให้  cp     2 su

V

−  = – 2  มีค่าคงท่ีบนผิววงรี 

 เมื่อพิจารณาจากการแจกแจงความดันบนผิวจริงของวงรี(จากการคำนวณด้วยวิธีแม่นตรง)แล้ว
ผลท่ีได้ถือว่าไม่เลวเมื่อมองจากความง่ายในการคำนวณ   ผลลัพธ์ท่ีได้ใกล้เคียงกันเกือบตลอดความ
ยาวคอร์ดยกเว้นท่ีจุดชะงักท่ีปลายท้ังสองด้านของวงรีซึ่งควรจะมีค่า  cp = 1 แต่การประมาณค่าตาม

ตัวอย่างให้ค่า  cp  = – 2 

ตัวอย่าง 3.13   จงพิจารณาการแจกแจงความดันของการไหลผ่านวัตถุท่ีมีรูปร่างกำหนดโดยเส้นโค้ง

ปิดท่ีมองดูคล้ายรูปแพนอากาศสร้างท่ีขึ้นโดยใช้สมการ Y(x) =  A ( )
c

c x
x

−  โดยมีรูปทรงคล้าย

วงรีส่วนหน้าแต่ส่วนท้ายจะเรียวแหลม 

จาก   Y(x) =   A ( )
c

c x
x

−  

ดังนั้น      Y(x)  =  3
2

A c x

x c

 
−  

 

 

ตำแหน่งความหนาสูงสุดจะอยู่ท่ี  x

c
 = 1

3
  ถ้า   เป็นอัตราส่วนความหนาจะได้ว่าท่ี  x = 1

3
c   

Y = 
2

c  ดังนั้น  A  =  
27

16
    ใช้การประมาณค่าสำหรับแพนอากาศบางกำลังของซอร์สคู่กับการ

ไหลเอกรูปผ่านรูปทรงนี้จะเป็น  

   q(x)  = 3
27

16

c x
V

x c

 

−  
 

  

บนผิวความเร็ว us  จะเป็น 

   us  = 
0

27 3

16 2

/ /
c

V c t t c
dt

x t




 −

−   

ค่าอินทิเกรทมีค่าท่ีหาดูได้จากหนังสือคู่มือคณิตศาสตร ์ ดังนั้น 

   su

V

  = 
27

3 6
2 16

ln
c x x c

x c c x





   +
− +    −   
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แทนค่าลงในสมการ (3.134) จะได้ค่าประมาณสำหรับแพนอากาศบางของ cp บนผิวซึ่งแสดงเป็น
กราฟในรูปด้านล่าง เช่นเดียวกับรูปวงรี ผลลัพธ์ท่ีได้ของตัวอย่างนี้มีความผิดพลาดท่ีใกล้จุดชะงักท่ี

ชายหน้า   cp  =   4 27

16




−   

และท่ีชายหลัง (x = c) cp = –  

 
รูป 3.33  การแจกแจงสัมประสิทธิ์ความดันของตัวอย่าง 3.13 

 ในท้ังสองตัวอย่างท่ีผ่านมาทฤษฎีแพนอากาศบางล้มเหลวที่จะนำมาใช้คำนวณค่าความดันใกล้
จุดชะงัก และจะเกิดขึ้นแบบนี้เสมอกับปัญหาอื่นๆ ด้วย ซึ่งเป็นเพราะการประมาณค่าความเร็วในแนว
สัมผัสผิวตามสมการ (3.128) นั้นมีความคลาดเคล่ือนอยู่ และจะยิ่งมีความคลาดเคล่ือนสูงขึ้นเมื่อเข้า
ใกล้จุดชะงัก  ความคลาดเคล่ือนนี้ เกิดจากการท่ี เราใช้ ค่า vs ตามสมการ (3.128) ซึ่ งเป็นค่า
โดยประมาณสำหรับการคำนวณกำลังของซอร์ส ส่วนความคลาดเคล่ือนอีกอย่างหนึ่งซึ่งอาจเห็นไม่
ชัดเจนเกิดขึ้นจากการคำนวณค่า us  และ vs ซึ่งไม่ได้ทำท่ีตำแหน่งบนผิวแพนอากาศโดยตรง แต่
ประมาณค่าบนแกน x แทนด้วยข้อจำกัดทางคณิตศาสตร์ นอกจากนี้ยังมีความคลาดเคล่ือนท่ีมาจาก
การท่ีเราพิจารณาการแจกแจงของซอร์สต้ังแต่ชายหน้าไปชายหลัง (0 < x < c)  แต่จากหัวข้อ 3.10 
การไหลเอกรูปผ่านคู่ซอร์สซิงค์ ตำแหน่งของซอร์สหน้าสุดและหลังสุดจะอยู่ห่างจากจุดชะงักด้านหน้า
และด้านหลังอยู่เป็นระยะทางหนึ่ง การพิจารณาการแจกแจงซอร์สบนแกน x ก็จะมีลักษณะเดียวกัน 
คือการแจกแจงซอร์สจะเรียงจากระยะห่างจากจุดชะงักด้านหน้าและส้ินสุดก่อนถึงจุดชะงักด้านหลัง
อยู่เล็กน้อยเสมอ ดังนั้นขีดจำกัดของการอินทิเกรทจาก 0 ถึง c ในสมการ (3.123) จะไม่ตรงกับ
ลักษณะนี้ เพื่อให้สมการ (3.123) ให้คำตอบท่ีตรงกับสภาพการไหลจริงขีดจำกัดของการอินทิเกรท
ควรจะเปล่ียนเป็นจาก xs ถึง xf เมื่อ xs เป็นระยะห่างจากจุดชะงักด้านหน้าถึงจุดเริ่มต้น และ xf  
เป็นระยะห่างจากจุดชะงักด้านหลังถึงจุดส้ินสุดเส้นการแจกแจงซอร์ส เราอาจพิสูจน์ได้ว่าระยะห่าง
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ระหว่างซอร์สและจุดชะงักจะมีค่าประมาณครึ่งหนึ่งของรัศมีความโค้งผิวตรงท่ีผ่านจุดชะงัก ให ้rs เป็น
รัศมีความโค้งตรงท่ีผ่านจุดชะงัก 

    xs  
2
sr  (3.136) 

 สมการ (3.136) นำไปใช้ได้ท้ังกับจุดชะงักด้านหน้าและหลัง และมีความสำคัญสำหรับวิธีเชิง
ตัวเลขในหัวข้อต่อไป 

3.17  การใช้วิธีเชิงตัวเลขแบบการแจกแจงจุดซ้อนบนเส้น (Line doublet distribution) 
 การแก้สมการ (3.123) เพื่อหาค่า q(x) ท่ีเหมาะสมกับรูปร่างของโค้ง Y(x) นอกจากการใช้วิธี
ประมาณในหัวข้อ 3.16 แล้วอีกทางเลือกหนึ่งท่ีอาจทำได้คือการใช้วิธีเชิงตัวเลข (Kuethe & Chow, 
1997) ในตอนท้ายของหัวข้อ 3.16 ได้อธิบายแล้วว่าการจัดเรียงซอร์สไปตามแกน x ไม่ควรจะเรียงเต็ม
ระยะคอร์ดของแพนอากาศ  แต่ควรอยู่ห่างจากปลายคอร์ดเป็นระยะครึ่งหนึ่งของรัศมีความโค้ง 
ดังนั้นจึงควรเขียนสมการ (3.123) ใหม่ให้เป็น 

             0  = ( ) 11

2

Y( )
Y ( )tan

f

s

x

x

x
V x q t dt

x t

−


 
+  − 

  (3.137) 

เมื่อ xs  1

2
or  และ  xf  1

2
cr  xs เป็นระยะห่างระหว่างจุดชะงักด้านหน้ากับจุดเริ่มต้นของเส้นการ 

แจกแจงซอร์ส  xf เป็นระยะห่างระหว่างจุดชะงักด้านหลังกับจุดส้ินสุดของเส้นการแจกแจงซอร์ส    
ro และ rc  เป็นรัศมีความโค้งท่ี x = 0 และ x = c ของ Y(x) 
 ดังท่ีกล่าวแล้วว่าการหาค่า q(x) จากสมการ (3.137) โดยตรงเมื่อกำหนดค่า Y(x) เป็นไปไม่ได้  
แต่อาจทำได้โดยวิธีเชิงตัวเลข โดยมีขั้นตอนท่ีเป็นมาตรฐานสำหรับแก้สมการอินทิกรัล อย่างสมการ
(3.137) คือ   
 1.  สมมติรูปแบบการเปล่ียนแปลง (Parametric form)ของฟังก์ช่ันท่ีเราไม่ทราบค่า ในท่ีนี้
คือ q(x) ให้เกี่ยวพันกับตัวแปร N ตัว และเพื่อให้การหาค่าตัวแปร N ตัวทำได้โดยง่ายเรามักสมมติ
รูปแบบการเปล่ียนแปลงท่ีเป็นแบบตรงไปตรงมา  
 2.  ประเมินค่าการอินทิเกรทให้อยู่ในเทอมของ x  และตัวแปร N ตัวนั้น 
 3.  จัดให้สมการสมจริงท่ีตำแหน่ง x ต่างๆ กัน N ตำแหน่ง วิธีนี้จะสร้างชุดของสมการ
พีชคณิต N สมการท่ีมีตัวแปรไม่ทราบค่า N  ตัวขึ้น หลังจากการแก้ชุดของสมการก็จะทราบค่าตัว
แปรทุกตัวซึ่งสามารถแทนกลับไปในรูปแบบการเปล่ียนแปลงท่ีเราสมมติไว้สำหรับ q(x) ได้ 
 โดยหลักการถ้ารูปแบบของฟังก์ช่ันท่ีเลือกใช้ในขั้นตอนท่ี 1 เหมาะสมเพียงพอ เราอาจหา
คำตอบท่ีให้รายละเอียดมากเท่าท่ีต้องการได้เพียงแค่ใช้จำนวน N ให้มากพอ รูปแบบฟังก์ช่ันท่ีง่าย
และเช่ือถือได้มากท่ี สุด คือ การกำหนดฟังก์ ช่ันให้มี ค่าคงท่ีเป็นช่วงๆ (Piecewise-constant 
function)  คือการแบ่งช่วง  xs < x < xf  เป็น N ส่วนย่อย (ซึ่งไม่จำเป็นต้องเท่ากัน) และสมมติให้



 186 

ความหนาแน่นของซอร์สมีค่าคงท่ีบนแต่ละส่วนย่อยนั้น นั่นคือ สมมติ 
                                  q(t) = qi    สำหรับ  ti <  t < ti+1    i  =  1, 2, 3, … N 
 ในท่ีนี้  t1 =  xs และ tn+1 = xf รวมทั้งระยะแบ่งช่วงของ ti  แต่ละช่วงจะถูกกำหนดค่าเจาะจง
ลงไป แต่ความหนาแน่นของซอร์ส qi ( คือ q1, q2, … qN) ท่ีคงท่ีในแต่ละช่วงคือตัวแปร N ตัวท่ียังไม่
ทราบค่าท่ีกล่าวถึงในขั้นตอนข้างต้น อินทิเกรทในสมการ (3.137) จะถูกแทนท่ีโดยสมการ 

             0  = ( )
1

1

1

1

2

Y( )
Y tan

i

i

tN

i

i t

x
V x q dt

x t

+

−

=


 

+  − 
   (3.138) 

สมการ (3.138) สามารถจัดให้อยู่ในรูปชุดของสมการพีชคณิต N สมการได้ดังนี้ เขียนสมการ (3.138) 
ให้อยู่ในรูป 

  
1

( )

N

j j

j

A x q
=

  = b(x)          สำหรับ  0 < x < c (3.139) 

เมื่อ  Aj(x) = 
1

11

2

Y( )
tan

j

j

t

t

x
dt

x t

+

−  
 − 

   

และ  b(x) = –VY(x) 
 เขียนสมการ (3.139) โดยคำนวณค่าของสมการท่ีตำแหน่ง x ต่างๆ กัน N ตำแหน่ง จะได้เป็น
ชุดสมการ N สมการของตัวไม่ทราบค่า q1 ถึง qN N ตัว เมื่อแก้สมการชุดนี้ด้วยวิธีเชิงตัวเลขวิธีใดวิธี
หนึ่งก็จะได้คำตอบท่ีต้องการ 
  อย่างไรก็ตามอย่างท่ีเห็นจากสมการ (3.130) ทฤษฎีแพนอากาศบางทำนายความ
หนาแน่นของซอร์ส q(x) เป็นสัดส่วนกับความชันของผิวท่ีตำแหน่ง x เดียวกัน ซึ่งจะมีค่าพุ่งสูงขึ้นไป

ท่ีชายหน้าท่ีมีลักษณะมน(ความชันของผิวเป็น ) อย่างในรูป 3.31 ทำให้การแก้สมการ (3.139) มี
ความไม่เสถียร  เพื่อหลีกเล่ียงผลอันนี้เราลองพยายามเปล่ียนฟอร์มของสมการ (3.137) โดยใช้การ

อินทิเกรทแบ่งส่วน (by parts, =vdu uv udv−  ) กับสมการ (3.120b) เมื่อ  

    S (x, y) = 11

2
( )tan

y
q t dt

x t

−  
 

− 
  (3.120b) 

 ให้ q(t)dt เป็น du และ 1
tan

y

x t

−

−
 เป็น v และ ให ้ 

  (x) = ( )

s

x

x

q t dt        สำหรับ   xs < x < xf (3.140) 

ดังนั้นฟังก์ช่ันการไหลตามสมการ (3.119) อาจเขียนได้ใหม่เป็น 

         (x, y)  =  ( ) 1

2 2

1 1

2 2
tan ( )

( )

ff

s s

xt x

t x x

y y
V y t t dt

x t x t y
 

 

=

−

=

 + −
− − +  (3.141) 

อย่าลืมว่าสำหรับรูปร่างวัตถุผลรวมของกำลังของซอร์สจะเป็นศูนย์เสมอ ดังนั้นจากสมการ (3.140) 
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   (xf)  =  ( )

f

s

x

x

q t dt  =  0 

และสมการบอกอยู่ในตัวว่า  (xs) = 0  ดังนั้นเทอมท่ีสองทางขวาของสมการ (3.141) จะมีค่าเป็น
ศูนย์ และจะได้ฟอร์มใหม่ของฟังก์ช่ันกระแสของการไหลเอกรูปผ่านเส้นการแจกแจงซอร์สบนแกน x 
เป็น 

          (x, y)  =  
2 2

1
 

2

( )

( )

f

s

x

x

t y
V y dt

x t y




 −

− +  (3.142) 

 สมการ (3.142) คือสมการเดียวกับสมการ (3.119) แต่อยู่ในฟอร์มท่ีต่างกัน  ท่ีน่าสนใจคือถ้า
พิจารณาฟังก์ช่ันกระแสของการไหลเอกรูปผ่านจุดซ้อนท่ีมีการแจกแจงบนแกน x จาก xs  ถึง  xf    
โดยให้ความหนาแน่นของจุดซ้อนเป็น (t) ตามท่ีแสดงในรูป 3.33 จากสมการ (3.79a) ท่ีจุด  
P(x, y) ใดๆ ในสนาม จุดซ้อนท่ีเรียงอยู่ในช่วง dt ท่ีตำแหน่ง t จากจุดกำเนิดจะเหนี่ยวนำให้เกิดค่า 
ฟังก์ช่ันกระแส  d  ณ จุด P มีค่า 

  d  = 
2 22

( )

( )

t dt y

x t y



 − +
 

ค่าฟังก์ช่ันกระแสท่ีจุด P เนื่องจากจุดซ้อนท้ังหมดท่ีแจกแจงจาก x = xs  ถึง  x = xf  จะเป็น 

  P = –
2 2

( )

( )

f

s

x

x

t y
dt

x t y



− +  (3.143) 

 

 
รูป 3.33  การแจกแจงจุดซ้อนในการไหลเอกรูป (Kuethe & Chow, 1997) 

 
นั่นคือฟังก์ช่ันกระแสของการไหลเอกรูปผ่านจุดซ้อนท่ีเรียงกันอยู่บนแกน x จะเป็น 
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         (x, y)  =  
2 2

1
 

2

( )

( )

f

s

x

x

t y
V y dt

x t y




 −

− +  (3.142)

  
 ผลท่ีได้เป็นสมการเดียวกับสมการ (3.142) เมื่อ (t) เป็นค่าเดียวกัน แต่สมการ (3.142) ได้

จากการไหลเอกรูปผ่านการแจกแจงซอร์สท่ีเรียงกันบนแกน x  ส่วนสมการ (3.142) ได้จากการไหล
เอกรูปผ่านการแจกแจงจุดซ้อนท่ีเรียงกันบนแกน x ทำให้เราพอจะสรุปได้ตรงนี้ว่า การไหลเอกรูป
ผ่านการแจกแจงซอร์สจะมีผลเช่นเดียวกับท่ีผ่านการแจกแจงจุดซ้อน ภายใต้เงื่อนไขตามสมการ
(3.140) คือกำลังต่อหน่วยความยาวของจุดซ้อนท่ีตำแหน่ง x ใดๆ ระหว่าง  xs < x < xf  จะต้อง
เท่ากับผลรวมของกำลังของซอร์สท่ีเรียงจาก  xs   ถึงตำแหน่ง x นั้นๆ  กล่าวอีกอย่างหนึ่งคือ เราแทน
การไหลเอกรูปผ่านรูปทรงสมมาตรด้วยการแจกแจงซอร์ส หรือจุดซ้อนท่ีเรียงกันบนแกน x อย่างใด
อย่างหนึ่งก็ได้ 

 เพื่อหลีกเล่ียงความไม่เสถียรในการแก้ปัญหาเชิงตัวเลข เนื่องจากค่า q(x) →   ท่ีเกิดขึ้น
บริเวณจุดชะงักด้านหน้าเมื่อแทนวัตถุด้วยการแจกแจงซอร์สอย่างท่ีกล่าวแล้วข้างต้น เราอาจจะเลือก
พิจารณาการไหลผ่านการแจกแจงจุดซ้อนแทนได้ โดยใช้ ฟังก์ช่ันกระแสตามสมการ (3.142)  ในกรณี
นี้เส้นกระแสผ่านจุดชะงักยังคงเป็นเส้น   =  0 ตามเดิม แต่สมการ (3.137) จะเขียนใหม่เป็น 

    0  =   
2 2

1

2

( ) ( )

( ) ( )

f

s

x

x

t Y x
V y dt

x t Y x




 +

− +       สำหรับ    0 < x < c (3.144) 

 

 
รูป 3.34  วิธีการของวิธีเชิงตัวเลข ในรูปแสดง i = 6, j = 3 สำหรับ  N = 10 (Kuethe & Chow, 1997) 

 

 สมการ (3.144) ต้องหาคำตอบโดยวิธีเชิงตัวเลข โดยสมมติฟังก์ชัน (t) ตามท่ีกล่าวมาแล้ว  
ลองพิจารณาการไหลผ่านรูปทรงสมมาตรความยาวคอร์ด c ตามท่ีแสดงในรูป 3.34 ให้เส้นรอบรูป
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วัตถุกำหนดด้วย y = Y(x) เรากำหนดรูปแบบการเปล่ียนแปลงความหนาแน่น  (t) บนแกน x    
จาก xs ถึง xf  ให้มีลักษณะคงท่ีเป็นช่วงๆ โดยแบ่งระยะจาก xs ถึง xf  เป็น N ช่วง แต่ละละช่วงมี

ความกว้าง t = tj+1 − tj  ตามท่ีแสดงในรูป 3.34  ให้ (t) มีค่าคงท่ีในแต่ละช่วง t แต่อาจมีค่า
เปล่ียนแปลงจากช่วงหนึ่งไปยังอีกช่วงหนึ่งได้   
  (t) =  j     สำหรับ   tj < t < tj+1   
ดังนั้นสมการ (3.144) จะเป็น 

    0  =   
1

2 2
1

1

2

Y( )

( ) Y ( )

j

j

t
N

j

j t

x
V y dt

x t x




+

=

 +
− −

         (3.144a) 

 สมการ (3.144a) จัดให้อยู่ในรูปชุดของสมการพีชคณิต N สมการได้เหมือนกับสมการ(3.138) 
คือ เขียนสมการ (3.144a) ให้อยู่ในรูป 
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( )
N

j j

j

A x 
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  = b(x)              สำหรับ    0 < x < c (3.145) 

เมื่อ  Aj(x) = 
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และ  b(x) = –V (3.146b) 
ค่าอินทิเกรทในสมการ (3.146a) ประมาณค่าได้ง่ายๆ จาก 
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เพราะฉะนั้น   

  Aj(x) = 11 11

2
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( ) ( )
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t x t x

Y x Y x
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− − 

− 
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 (3.146c) 

ถ้าเลือกตำแหน่งใดๆ บนผิว N ตำแหน่งสมมติเป็นตำแหน่ง Pi   ในรูป 
  Pi = P(xi , Y(xi))             i = 1, 2, … N  
เราอาจเขียนสมการ (3.145) ได้ N สมการให้อยู่ในฟอร์ม 

  
 1,

N

ij j

i j

C 
=

  = –V           (3.147) 

เมื่อ                       Cij  = Aj(xi)  = 11 11

2
tan tan
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j i j i

i i i

t x t x

x x x

+− −
− − 

− 
 

 (3.148) 

จะเห็นว่าในสมการ (3.147) เป็นชุดสมการ N สมการ N  ตัวแปรไม่ทราบค่า เมื่อแทนค่า Cij  และ 
b(xi)  ตามสมการ (3.148) และ (3.146b) ท่ีตำแหน่งต่างๆ บนผิว N ตำแหน่งลงไป ชุดของสมการ
จะอยู่ในฟอร์ม 
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  C111 + C122 + … C1NN = V  

  C211 + C222 + … C2NN = V 
  :      +    :     + …: =  : 

  CN11 + CN22 +…CNNN =  V (3.149) 
 

 จะเห็นว่าชุดสมการพีชคณิตในสมการ (3.149) มีตัวแปรไม่ทราบค่า 1, 2, …. N  N ตัว  

แต่ละสมการในสมการ (3.149) แสดงผลของการแจกแจงจุดซ้อนท่ีมีค่าคงท่ี  j  ในช่วง tj  ท่ีมีผล
ต่อค่าฟังก์ช่ันกระแส ณ จุด (xi, Y(xi)) จุดหนึ่งบนผิววัตถุหรือบนเส้นกระแสผ่านจุดชะงัก  ในกรณีท่ี

เราลดระยะ t  ลงจำนวน N จะเพิ่มขึ้น ในขีดจำกัด N เข้าสู่  การแจกแจง j จะเข้าสู่ (t)  
ดังนั้นถ้าต้องการคำตอบท่ีใกล้เคียงกับท่ีน่าจะได้จากสมการ (3.143) จำนวน N จะต้องมาก ซึ่งทำให้

จำนวนสมการและตัวแปร j ในสมการเพิ่มข้ึน ในแง่นี้การแก้สมการจำเป็นต้องอาศัยความได้เปรียบ
ของเครื่องคำนวณในการแก้สมการพีชคณิต  ซึ่งนักเรียนจะศึกษาได้จากตำราอ้างอิงท่ัวไปท่ีเกี่ยวกับ
การวิเคราะห์ด้วยวิธีเชิงตัวเลข (Numerical analysis) 

 เมื่อได้ค่า j จากสมการ (3.149) เราจะทราบจากการแจกแจงของจุดซ้อนบนแกน x จากนั้น
ฟังก์ช่ันกระแส ณ จุดใดๆ จะสามารถคำนวณได้จากสมการ (3.146) ส่วนความเร็วและความดันจะ
เป็นผลท่ีตามมาของการหาอนุพันธ์ของฟังก์ช่ันกระแส และนำไปแทนค่าในสมการเบอร์นูลี 
 รูป 3.35 เป็นตัวอย่างการคำนวณสัมประสิทธิ์ความดันรอบแพนอากาศสมมาตร โดยใช้จำนวน 
N = 52 ขอให้สังเกตความถูกต้องของคำตอบเมื่อเทียบกับคำตอบจริงท่ีสอดคล้องกันมาก 
 สำหรับการไหลเอกรูปผ่านรูปทรงไม่สมมาตร การคำนวณในลักษณะเดียวกันอาจกระทำได้โดย
กระจายจุดซ้อนหรือซอร์สไปตามเส้นโค้งแทนท่ีเส้นตรง อย่างไรก็ตามเพราะความไม่สมมาตร 
ตำแหน่งบนผิว P(xi ,Y(xi)) ท่ีใช้ในสมการ (3.147) และ (3.149) ต้องเป็นจุดท่ีอยู่บนผิวท้ังด้านบน
และด้านล่างของแพนอากาศ และจำนวน N ท่ีใช้ในการคำนวณก็จะต้องมากกว่าท่ีใช้กับปัญหา
สมมาตร ท่ีความถูกต้องเท่าๆ กัน 
 นอกจากนี้แทนท่ีจะใช้ฟังก์ช่ันกระแสเราอาจใช้ศักย์ความเร็ว   ของการไหลเอกรูปผ่าน การ

แจกแจงจุดซ้อน และพิจารณาแนวความเร็วที่ผิวให้อยู่ในแนวสัมผัส ซึ่งคือ 
n




= 0  ท่ีผิวก็ได้ ท้ังสอง

วิธีจะให้คำตอบเดียวกันเพียงแต่การแทนเงื่อนไขท่ีผิวของศักย์ความเร็วจะทำได้ง่ายกว่าในบางปัญหาท่ี
ต่างออกไป 
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รูป 3.35  การแจกแจงสัมประสิทธิ์ความดันรอบแพนอากาศสมมาตรท่ีมุมปะทะ 0  

 

3.18 วิธีซอร์สแพแนล (Source panel method) 
 วิธีเชิงตัวเลขในหัวข้อ 3.17 โดยการแทนวัตถุด้วยการแจกแจงซอร์สบนเส้นตรง (Line source 
distribution) ตามแนวคอร์ดของวัตถุใช้ได้ดีเฉพาะกับการไหลผ่านรูปทรงสมมาตรท่ีมีมุมปะทะเป็น
ศูนย์ รวมท้ังการท่ีไม่ทราบระยะห่างท่ีแน่นอนจากจุดชะงักด้านหน้าและด้านหลังไปยังจุดเริ่มต้นและ
จุดส้ินสุดของเส้นซอร์ส หรือระยะ xs และ xf ทำให้การแก้ปัญหาต้องใช้วิธีลองผิดลองถูกซึ่งไม่สะดวก
ในการปฏิบัติ ในหัวข้อนี้เราจะแนะนำวิธีเชิงตัวเลขท่ีสามารถแก้ไขข้อขัดข้องดังกล่าว และสามารถ
นำไปใช้ได้กับกรณีท่ัวไปได้เรียกว่าวิธี “ซอร์สแพแนล” (Source panel method) วิธีซอร์สแพแนล
ถือได้ว่าเป็นวิธีแก้ปัญหามาตรฐานมาต้ังแต่ปี พ .ศ.2513 ท่ีใช้กันท่ัวไปในวงการอุตสาหกรรมและ
วิศวกรรมอากาศยาน (Kuethe & Chow, 1997) ท่ีจริงแล้วการหาคำตอบของการไหลไร้ความหนืดไร้
การอัดตัวโดยวิธีซอร์สแพแนลและวอร์เทคแพแนล (Vortex panel, จะได้กล่าวถึงในบทท่ี 4) ถือได้ว่า
เป็นการปฏิวัติการวิเคราะห์การไหลความเร็วต่ำทีเดียว 
 ย้อนกลับไปยังหัวข้อ 3.16 ถ้าจุดซอร์สท่ีมีกำลังน้อยแต่มีจำนวนมากไม่จำกัดมาเรียงกันแน่น
อย่างต่อเนื่องอยู่บนแนวเส้นตรงหรือเส้นโค้งใดๆ  ซอร์สเหล่านี้จะเรียงตัวกันและฟอร์มตัวเป็นแนวท่ี
เรียกว่าเส้นซอร์ส (Line source) ถ้าให้ค่ากำลังต่อหน่วยความยาวหรือความหนาแน่นของซอร์สท่ี
เรียงกันนี้เป็นฟังก์ช่ันของตำแหน่งบนเส้นโค้ง q(s) แล้ว บนส่วนส้ันๆ ds ของเส้นโค้งกำลังของซอร์ส
ในช่วงส้ันๆ นี้ก็จะเป็น q(s)ds ต้องไม่ลืมว่าจุดซอร์สสองมิติท่ีพิจารณาในหัวข้อ 3.16 มีธรรมชาติ
จริงๆ เป็นเส้นตรงต้ังฉากกับระนาบท่ีพิจารณา ดังนั้นจุดซอร์สท่ีเรียงกันอย่างต่อเนื่องบนเส้นโค้งใน
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สามมิติจะฟอร์มตัวเป็นแผ่นซอร์ส (Source sheet) ดังแสดงในรูป 3.36ก เมื่อมองเข้าไปทางด้านข้าง
ขนานแกน z ในรูป จะมองเห็นแผ่นซอร์สตามรูป 3.36 ข เป็นเส้นโค้งท่ีมีการแจกแจงของซอร์สอย่าง
อย่างต่อเนื่อง เหมือนมองดูด้านข้างของแผ่นซอร์สซึ่งต้ังฉากกับหน้ากระดาษ อย่างท่ีอธิบายไว้แล้ว
ตอนต้น ซอร์สบนระยะส้ันๆ ds บนโค้ง s จะมีกำลัง q(s)ds และทำให้จุด P(x, y) ท่ีอยู่ห่าง r จาก 
ds  มีฟังก์ช่ันกระแสและศักย์ความเร็ว (Velocity potential) เป็น 

                                d  =  
2

qds



            และ           d  =  

2
ln

qds
r


  (3.150) 

 ตามท่ีแสดงในรูป 3.36 ข ฟังก์ช่ันกระแสและ ศักย์ความเร็วท่ีจุด P ซึ่งเป็นผลจากซอร์ส
ท้ังหมดบนเส้นโค้ง s จาก a ถึง b จะเป็น 

 
          (ก)  แผ่นซอร์ส มองจากมุมเฉียง                            (ข) แผ่นซอร์ส มองจากด้านข้าง 

รูป 3.36  แผ่นซอร์ส (Source sheet) (Kuethe & Chow, 1997) 

                                      (x, y)  =  
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qds
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  (3.151) 

 อย่างท่ีเคยกล่าวไว้ในหัวข้อ 3.16 ว่า q(s) อาจเปล่ียนค่าจากบวกเป็นลบได้เมื่อพิจารณาไป
ตามโค้ง s ดังนั้นแผ่นซอร์สจะเป็นส่วนประกอบของซอร์สและซิงค์ผสมกัน  
 แผ่นซอร์สท่ีเป็นแผ่นตรงท่ีเราศึกษาในหัวข้อ 3.16 มีคุณสมบัติท่ีน่าสนใจดังจะแสดงในรูป3.37 
รูปแบบการไหลท่ีซับซ้อนในรูป 3.37 ก เป็นครึ่งบนของเส้นกระแสท่ีเกิดจากการไหลเอกรูปผ่านซอร์
สท่ีมีกำลังเท่ากันและวางไว้ในตำแหน่งท่ีมีระยะห่างเท่ากัน 5 ตำแหน่งในแนวเส้นตรงต้ังฉากกับทิศ
ทางการไหล จากหัวข้อ 3.10 การวางซอร์สขวางการไหลเอกรูป การไหลออกจากซอร์สจะดันการไหล
เอกรูปให้ไหลอ้อมซอร์สไปทำให้เกิดเป็นรูปเปิดไปสู่อนันต์ทางด้านหลัง ดังนั้นการนำซอร์สท้ัง 5 วางไว้
ในตำแหน่งในรูป 3.37 ก จะทำให้เกิดลักษณะการไหลเหมือนกับเส้นกระแส  = 0 (เส้นกระแสท่ี
ผ่านจุดชะงัก) โอบรอบซอร์สท้ัง 5 ไว้ด้านใน ฟอร์มตัวเป็นรูปเปิดไปสู่อนันต์ และสามารถแทนผิววัตถุ
ท่ีมีรูปทรงแบบเดียวกันได้ตามท่ีแสดงในรูป (เส้นกระแสในรูปแสดงครึ่งบนของการไหลสมมาตร)  
สังเกตว่าเส้นกระแส  = 0 มีลักษณะเป็นคล่ืนด้านหน้าซึ่งเป็นผลมาจากการดันของการไหลออกจาก 
ซอร์สท้ัง 5 ตำแหน่งถ้าเรากระจายซอร์ส บนเส้นตรงให้มีจำนวนมากขึ้นในช่วงความยาวเดียวกันจาก 
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       รูป 3.37  รูปแบบการไหลของการไหลเอกรูปผ่านซอร์สท่ีวางเรียงในแนวเส้นประขวาง   

การไหลในแนวต้ังฉากวงกลม แสดงตำแหน่งของซอร์ส ในรูปแสดงการไหลครึ่งบน    
(ก) จำนวนซอร์สเท่ากับ 5 (ข) จำนวนซอร์สเพิ่มเป็น 11 แต่ให้กำลังรวมเท่าเดิม      
(ค) จำนวนซอร์สเพิ่มเป็น 101 แต่กำลังรวมยังคงเท่าเดิม  (ง) จำนวนของซอร์สเป็น 
101 แต่ลดกำลังรวมลง  (จ) จำนวนของซอร์สเพิ่มขึ้นจนเข้าสู่อนันต์ และลดกำลัง

ลงจน  q/2 = V   (ฉ) เงื่อนไขท่ีแผ่น (Panel) เอียงทำมุม   กับ V 

5 เป็น 11 ตำแหน่งตามรูป 3.37 ข  โดยให้กำลังรวมไม่เพิ่มขึ้น ความเป็นคล่ืนของเส้นกระแส  = 0  
จะหมดไป เส้นกระแส  = 0 จะราบเรียบ แต่เส้นกระแสด้านในยังคงแสดงลักษณะการไหลจาก
ซอร์สท้ัง 11 ตำแหน่งให้เห็น ถ้าเรายังเพิ่มจำนวนของซอร์สท้ังหมดออกไปอีกจาก 11 เป็น 101 
ตำแหน่งท่ีระยะห่างเท่ากันบนแนวเส้นเดิมโดยให้กำลังรวมเท่าเดิม ผลท่ีได้ตามรูป 3.37 ค จะแสดง
เส้นกระแส  = 0 ท่ีมีลักษณะหมือนเดิมแต่เส้นกระแสด้านในจะไม่แสดงลักษณะการไหลออกจาก
ซอร์สแต่ละตำแหน่งให้เห็นอีก แต่จะมีเส้นกระแสท่ีพุ่งออกจากแนวท่ีวางซอร์สไว้จะกระจายออกมา
ท้ัง 2 ด้านต่อเนื่องกันไป  ถ้าลดกำลังของซอร์สท้ัง 101 ตัวลง ด้านหน้าของเส้นกระแส  = 0 จะ
ขยับเข้าใกล้แนวของซอร์สท่ีเรียงกันอยู่และเส้นกระแสท่ีพุ่งออกจากแนวที่วางซอร์สไว้จะกระจายออก
เฉพาะท่ีพุ่งออกไปทางด้านหลังตามรูป 3.37 ง ต่อไปถ้าเพิ่มจำนวนของซอร์สให้มากขึ้นจนเรียงกัน
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แน่นแต่ให้กำลังของซอร์สแต่ละตัวน้อยมากอย่างเหมาะสม เส้นกระแส  = 0 จะไปอยู่ในตำแหน่ง
ทับกับแนวของซอร์สท่ีเรียงกันได้ตามรูป 3.37 จ แนวของจุดซอร์สจำนวนมากท่ีเรียงกันแน่นบน
เส้นตรงโดยท่ีจุดซอร์สแต่ละตัวมีกำลังน้อยจนเกือบเป็นศูนย์นี้ฟอร์มตัวเป็นแนวการแจกแจงของซอร์
สเรียกว่า “แผงซอร์สหรือซอร์สแพแนล (Source panel)” ลักษณะสำคัญของซอร์สแพแนล คือ ถ้า
จัดให้มีกำลังเหมาะสม ซอร์สแพแนลสามารถจัดให้อยู่ในแนวสัมผัสกับทิศทางการไหลของกระแส 
หรือวางแทนท่ีเส้นกระแสใดๆ ของการไหลได้นั่นเอง 

 
รูป 3.38  ซอร์สแพแนลความหนาแน่น q(t) จาก – L ถึง L บนแกน x (Kuethe & Chow, 1997) 

   พิจารณาซอร์สแพแนลท่ีมีความหนาแน่นคงท่ี q(t) จาก – L ถึง L บนแกน x  ตามรูป 3.38
จากสมการ (3.16) ฟังก์ช่ันกระแสท่ีจุด P(x, y) เนื่องจากซอร์สท่ีเรียงอยู่จาก – L ถึง L จะเป็น 

             s  = 11

2
( ) tan

L

L

y
q t dt

x t

−

−
−       (3.152) 

และความเร็วตามแกน x และ y จะเป็น 

                us  = 
2 2

1

2
( )

( )

L

L

x t
q t dt

x t y
−

−

− +  (3.153) 

  vs  =   
2 2

1

2
( )

( )

L

L

y
q t dt

x t y
−

− +    (3.154) 

 สำหรับ q(t) เป็นค่าคงท่ี สมการ (3.153) และ (3.154)  อินทิเกรทได้ 

  us (x, y)   = ( )
1

2 2 2

2
ln

t L

t L

q
x t y



=

=−

 − − +
 

 (3.155) 

  vs (x, y)  =   1

2
tan

t L

t L

q y

x t

=

−

=−−
 (3.156) 

เมื่อแทนค่าขีดจำกัดของการอินทิเกรทจะได้ 
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  us (x, y)   = 
2 2

2 22

( )
ln

( )

q x L y

x L y

− +
−

+ +
 (3.157) 

  vs (x, y)  =   1 1

2
tan tan

q y y

x L x L

− − 
− − + 

 (3.158) 

 เราสนใจความเร็วท่ีไล่ไปตามผิวของซอร์สแพแนล คือ us  และ vs เมื่อ y → 0  ในช่วง  
–L < x < L ค่าอินทิเกรทในสมการ (3.157) และ (3.158) แสดงให้เห็นในรูปเรขาคณิตตามท่ีแสดงใน
รูป 3.39 นั่นคือ 

 
รูป 3.39  สมการ (3.157) และ (3.158) แสดงในรูปเรขาคณิต (Kuethe & Chow, 1997) 

   us (x, y)   = 2

12
ln

rq

r
 (3.159) 

  vs (x, y)  =   2 1
2

q
 


−    

    =   
2

o

q



 (3.160) 

 พิจารณาจุด (x,y) ใดๆ ท่ี y เข้าสู่ 0 จากทางด้านบน  (ใช้สัญลักษณ์ y → 0+) ในช่วง  
– L < x < L จุดนี้ จะ เป็น จุดท่ี เข้ าสู่ ผิวซอร์สแพแนลจากทางด้านบน สังเกตว่าตลอดแนว  

– L < x < L  vs  = 
2

q    แต่ถ้าจุด (x, y) เข้าสู่ศูนย์จากทางด้านล่าง (ใช้สัญลักษณ์ y → 0–) 

ความเร็วบนผิวซอร์สแพแนลจะเป็น  vs  = -
2

q  นั่นคือบนผิวซอร์สแพแนลความเร็วในทิศทางต้ังฉาก

กับแนวของแพแนลเนื่องจากกำลังของซอร์สบนแพแนลจะมีค่าเป็นครึ่งหนึ่งของกำลังต่อหน่วย   
ความยาวของซอร์ส มีทิศทางพุ่งออกท้ังสองด้านของแพแนล และมีค่าคงท่ีตลอดความยาวของ
แพแนล      

 จากสมการ (3.159) และรูป 3.40 us จะมีค่าเป็นศูนย์ท่ีกึ่งกลางแพแนลและเพิ่มขึ้นเป็น     

ท่ี L ทางด้านบวก และ us จะเพิ่มเป็น –  ท่ี – L ทางด้านลบ ดังนั้นสำหรับซอร์สแพแนลท่ีมีกำลัง 
q คงท่ี 

  us (x, 0)   = 
2

ln
q L x

L x

−

+
 (3.161) 

และ  vs (x, 0)   = 
2

q
  (3.162) 



 196 

 
                      (ก)                                                            (ข) 
 รูป 3.40 ความเร็วบนผิวแพแนลกำลัง  q  คงท่ี (ก) ความเร็วตั้งฉากกับแพแนลมีค่าคงท่ี   
   (ข) ความเร็วขนานกับแพแนลมีค่าเป็นศูนย์ท่ีกึ่งกลางและเพิ่มเป็น   ท่ีปลาย 
 

 จะเห็นว่าเมื่อนำซอร์สแพแนลกำลังต่อความยาว q ไปไว้ในการไหลเอกรูปท่ีมีความเร็ว V  

อย่างในรูป 3.37 จ ถ้าจัดกำลังของซอร์สให้ 
2

q  = V แล้ว ความเร็ว vs ท่ีผิวแพแนลจะหักล้างกับ  

V  หมดไปพอดี เหลือแต่ส่วนของความเร็ว us ในแนวสัมผัสกับแพแนล นั่นคือซอร์แพแนลจะอยู่ใน
แนวเส้นกระแส หรือแทนเส้นกระแสเส้นหนึ่งได้ และสามารถแทนผิววัตถุได้ ในรูป 3.37 ฉ แสดงกรณี

ท่ีซอร์สแพแนลวางทำมุม  กับกระแสอิสระ ถ้ากำลังของซอร์ส 
2

q  = Vcos  ความเร็วบนผิว

แพแนลจะอยู่ในแนวสัมผัสกับแพแนล และแพแนลท่ีถูกนำไปวางไว้ในกระแสอิสระนี้จะทำให้กระแส
อิสระเปล่ียนทิศทางไปในทิศทางเดียวกับแนวของแพแนล นั่นคือแพแนลจะทับกับแนวของเส้นกระแส
ท่ีเปล่ียนทิศทางและอาจใช้แทนเส้นกระแสท่ีเกิดขึ้นได้ 

 
รูป 3.41  การรวมการไหลเอกรูปกับแผ่นซอร์สท่ีเรียงเป็นเส้นรอบรูปของวัตถุ 

                           ทำให้เกิดการไหลผ่านวัตถุ (Katz & Plotkin, 2001) 

 พิจารณาวัตถุรูปทรงใดๆ ในกระแสอิสระความเร็ว V ในรูป 3.41 ถ้าเราคลุมผิววัตถุท้ังหมด
ด้วยแผ่นซอร์สท่ีมีความหนาแน่น q(s) ท่ีเปล่ียนแปลงไปตามตำแหน่งบนผิวในลักษณะท่ีความเร็ว
ลัพธ์ของการไหลเอกรูปและการไหลจากแผ่นซอร์สรวมกันอยู่ในแนวสัมผัสกับผิวพอดี แผ่นซอร์สท่ีมี
กำลัง q(s) นี้ก็สามารถแทนผิวของวัตถุได้พอดีเช่นกัน และแทนเส้นกระแสของการไหลเส้นท่ีทับกับ
ผิววัตถุนั่นเอง ดังนั้นจึงอาจสรุปได้ว่าปัญหาของเรา คือ การหาฟังก์ช่ันการเปล่ียนแปลง q(s) ท่ี
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เหมาะสมกับรูปทรงของวัตถุท่ีมีรูปร่างต่างๆ เมื่อหาฟังก์ช่ัน q(s) ได้แล้วการคำนวณหาสนามการไหล
รอบวัตถุก็สามารถทำได้โดยง่ายด้วยการรวมการไหลเอกรูปกับการไหลจากซอร์ส q(s) บนแผ่นซอร์ส
เท่านั้นเอง แต่การหาฟังก์ช่ัน q(s) จริงๆ ท่ีเหมาะสมสำหรับรูปทรงท่ีกำหนดเป็นไปได้ยาก หรือพูดให้
ถูกคือเป็นไปไม่ได้ เราจึงต้องใช้แนวทางการวิเคราะห์เชิงตัวเลขมาประมาณ q(s) ดังต่อไปนี้ 
 เนื่องจากเราไม่สามารถหาฟังก์ช่ันการเปล่ียนแปลงของ q(s) ท่ีแท้จริงได้  เราจะประมาณกำลัง
ของแผ่นซอร์ส(source sheet) ท่ีแทนผิววัตถุด้วยซอร์สแพแนล(source panel) ท่ีเป็นเส้นตรงเรียง
ต่อกันไปตามท่ีแสดงในรูป 3.42 สมมติให้กำลังต่อหน่วยความยาว q มีค่าคงท่ีบนแพแนลแต่ละ
แพแนล แต่ให้มีค่าเปล่ียนแปลงได้จากแพแนลหนึ่งไปอีกแพแนลหนึ่ง นั่นคือถ้าแทนผิววัตถุด้วย
จำนวนแพแนลท้ังหมด n แพแนล กำลังต่อหน่วยความยาวของซอร์สบนแต่ละแพแนลจะเป็น q1, q2, 
q3, … qn  เช่นเดียวกับในหัวข้อ 3.17 กำลังต่อหน่วยความยาวของซอร์สท้ัง n ตัวนี้เป็นตัวไม่ทราบ
ค่าท่ีเราพยายามจะหาค่าท่ีพอดีทำให้ซอร์สแพแนลท่ีเรียงกันอยู่เป็นเส้นกระแส เงื่อนไขข้อนี้เกิดขึ้นได้
โดยท่ีเรากำหนดให้จุดกึ่งกลางของแต่ละแพแนลเป็นตำแหน่งกำกับ “Control point” ซึ่งส่วนของ
ความเร็วในแนวต้ังฉากกับแพแนลท่ีได้จาก qj , j = 1 ถึง n บนแต่ละแพแนลกับการไหลเอกรูป 
หักล้างกันหมดไปพอดี หรือให้ความเร็วอยู่ในทิศทางสัมผัสกับแพแนล 
 ให้ P เป็นจุดใดๆ ท่ีตำแหน่ง (x, y) ในการไหล ให้ rPj เป็นระยะห่างจากจุดใดๆ บนแพแนล j 
ถึงจุด P ตามรูป 3.42 ค่าศักย์ความเร็ว (Velocity potential), j , ท่ีจุด P เนื่องจากซอร์สบน
แพแนล j จะเป็น 

 
รูป 3.42  การแทนรูปร่างวัตถุด้วยแผ่นซอร์ส (Source panel) (Katz & Plotkin, 2001) 

  

             j  =   
2

ln
j

Pj j

j

q
r ds

 
 (3.163) 

 ในสมการ (3.163) sj  เป็นระยะวัดไปตามแนวแพแนล j และค่า qj  คงท่ีบนแพแนล j ดังนั้น
การอินทิเกรทคิดบนช่วงความยาวของแพแนล j สำหรับศักย์ความเร็วท่ีจุด P เนื่องจากซอร์สบน
แพแนลทุกแพแนลจะเป็นผลรวมของ 
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  s (x, y)  =  
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2

ln

n
j

Pj j
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q
r ds


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ในสมการ (3.164) ระยะ rPj  พิจารณาจากรูป 3.42  จะได้  

  rPj  =  2 2
( ) ( )j jx x y y− + −  (3.165) 

เมื่อ (xj, yj) เป็นพิกัดของจุดตามแนวของแพแนล j พิจารณาจุด P(xi, yi) ท่ีเป็นจุดกำกับของแพแนล 
i  ดังแสดงในรูป 3.42 เขียนสมการ (3.164) และ (3.165) ใหม่เป็น 

  s(xi, yi)  =   
2

ln

n
j

ij j

j j

q
r ds


   (3.166) 

และ  rij   = 2 2
( ) ( )i j i jx x y y− + −  (3.167) 

สมการ (3.166) คือศักย์ความเร็วท่ีจุดกึ่งกลางแพแนล i ท่ีเกิดจากซอร์สบนแพแนลท้ังหมดจาก
แพแนล 1 ถึง แพแนล n 
 คงจำได้ว่าเงื่อนไขของความเร็วบนแพแนลต่างๆ คือความเร็วต้องอยู่ในแนวสัมผัสกับแพแนล 
(เพราะว่าแพแนลแทนผิววัตถุซึ่งถือเป็นส้นกระแสเส้นหนึ่ง) นั่นคือท่ีจุดกำกับบนแต่ละแพแนล ส่วน
ของความเร็วตั้งฉากกับแพแนลจะเป็นศูนย์ ให้ ˆ in เป็นหน่วยเวคเตอร์ต้ังฉากของแพแนล i มีทิศทางช้ี

ออกจากผิวตามรูป 3.42 ให้ความชันของแพแนลเป็น dy

dx
 และให้ทิศทางกระแสอิสระทำมุมปะทะ   

กับแกน x ตามรูป 3.42 เมื่อสำรวจรูปจะเห็นว่าส่วนของความเร็ว V  ท่ีต้ังฉากกับแพแนล i  

          V,n  =  ˆ
iV n 


 =  V cosi (3.168) 

เมื่อ i เป็นมุมระหว่าง V


 และ ˆ in  สังเกตว่า V , n  เป็นบวกเมื่อช้ีออกจากผิวและเป็นลบเมื่อช้ี

เข้าในผิว ส่วนของความเร็วที่จุด (xi, yi) เนื่องจากซอร์สบนแพแนลท้ังหมดในทิศต้ังฉาก1 จะเป็น 

     Vn  =  ( ),s i i

i

x y
n




  
 (3.169) 

แทน s(xi, yi) จากสมการ (3.166) และจากสมการ (3.162) ความเร็วท่ี จุดกึ่งกลางแพแนล i 

เนื่องจาก ซอร์สบนแพแนล i  เองมีค่า 
2

iq   ดังนั้น 

  Vn =  
1

  
2 2

(ln )
n

ji
ij j

ij j
i j

qq
r ds

n
=



+


   (3.170) 

ท่ีจุดกำกับบนแพแนล i ความเร็วต้ังฉากกับแพแนลเป็นศูนย์ เพราะฉะนั้นจากสมการ (3.168) และ 
(3.170) 
 

 
1 ในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ การใช้ความเร็วตั้งฉากและขนานกับแพแนลตามสมการ    
   (3.159) และ (3.160) จะใช้ได้สะดวกกว่าการอธิบายในหัวข้อนี้ 
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  V,n + Vn  =   
1

  
2 2

(ln ) cos
n

ji
ij j i

ij j
i j

qq
r ds V

n





=



+ +


   =  0 (3.171) 

 สมการนี้เป็นสมการหลักของวิธีซอร์สแพแนล ค่าของการอินทิเกรทจะขึ้นอยู่กับตำแหน่งของ
แพแนลโดยไม่ขึ้นกับคุณสมบัติของการไหล ถ้าให้ Ii, j  แทนค่าการอินทิเกรทท่ีจุดกำกับ i เนื่องจาก
แพแนล j เขียนสมการ (3.171) ได้ใหม่เป็น 

                                          
1

  
2 2

, cos
n

ji
i j i

j
i j

qq
I V 




=


+ +  =  0 (3.172) 

 เหมือนในหัวข้อ 3.17 สมการ (3.172) เป็นชุดสมการพีชคณิต n สมการท่ีมีตัวไม่ทราบค่า n 
ตัว  q1, q2, q3, … qn ท่ีแสดงผลของซอร์สบนแพแนล 1 ถึง n ซึ่งเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็วขึ้นท่ีจุด 
กำกับ (Control point) บนแพแนล i  เมื่อ i = 1 ถึง n ชุดของสมการเมื่อแก้แล้วจะให้ค่า q1  ถึง qn 
ซึ่งเป็นการแจกแจงกำลังของซอร์สแพแนลท่ีเรียงไปตามผิววัตถุท่ีพอดีทำให้แพแนลเป็นเส้น กระแส
ของการไหล จะเห็นว่าการประมาณค่า q ด้วยวิธีนี้สามารถเพิ่มความละเอียดขึ้นได้โดยการเพิ่ม
จำนวนแพแนลท่ีใช้แทนผิววัตถุ เนื่องจากการเพิ่มจำนวนแพแนลขึ้นจะทำให้แพแนลท่ีเรียงกันมีรูปร่าง
ใกล้เคียงเส้นรอบรูปวัตถุมากขึ้น และมีกำลังต่อเนื่อง q(s) ไล่ไปตามผิวอย่างท่ีแสดงในรูป 3.41      
ท่ีจริงแล้วเราพบจากการคำนวณว่าความแม่นยำของวิธีซอร์สแพแนลมีมากอย่างน่าอัศจรรย์ 
ทรงกระบอกกลม (ท่ีจะแสดงในตัวอย่าง ) สามารถใช้ซอร์สแพแนลเพียง 8 แพแนล แทนผิว
ทรงกระบอกในการคำนวณได้อย่างถูกต้อง ในขณะท่ีรูปทรงแบบแพนอากาศส่วนใหญ่จะใช้ จำนวน
แพแนลระหว่าง 50 ถึง 100 (ในกรณีของแพนอากาศ จำเป็นต้องแทนผิวช่วงด้านหน้าโดยใช้แพแนล
ส้ันๆ จำนวนมากเพื่อให้เหมาะสมกับผิวที่มีลักษณะโค้งมาก และใช้แพแนลท่ียาวขึ้นในช่วงหลังท่ีผิวมี
ลักษณะแบนราบ สังเกตว่าในกรณีท่ัวไปแพแนลในรูป 3.42 ไม่จำเป็นต้องมีขนาดเท่ากัน) 
 ค่า q1 ถึง qn จะนำไปคำนวณส่วนของความเร็วสัมผัสกับผิวของแพแนลท่ีแต่ละจุดกำกับโดย
ใช้ s เป็นระยะวัดไปตามผิวจากหน้าไปหลังตามรูป 3.42 ส่วนของความเร็วสัมผัสกับผิวเนื่องจาก
กระแสอิสระ จะเป็น 

  V,t = V sini (3.173) 
ส่วนความเร็วสัมผัสท่ีจุดกำกับบนแพแนล i เนื่องจากแพแนล  j ได้จาก  

                                                   Vt  =  
s




 = 

1

  
2

(ln )

n
j

ij j

ij j

q
r ds

s
=




   (3.174) 

 จากสมการ (3.161) ความเร็วขนานกับแพแนลเนื่องจากซอร์สบนแพแนลเองท่ีจุดกึ่งกลาง
แพแนลจะเป็นศูนย์ ดังนั้นในสมการ (3.174) เทอมท่ี i  =  j จะเป็นศูนย์ ความเร็วในแนวสัมผัสท่ีจุด
กำกับบนแพแนล i, iV


 จะเป็นผลรวมของความเร็วจากกระแสอิสระรวมกับจากซอร์สแพแนล 

  iV


 = V,t  +  Vt  = 
1

  
2

sin (ln )

n
j

i ij j

ij j

q
V r ds

s



=




+


   (3.175) 
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และสัมประสิทธิ์ความดันท่ีจุดกำกับบนแพแนล i  จะเป็น 

  cp,i  = 
2

1 iV

V

 
−  
 

       (3.176) 

ด้วยวิธีการเช่นนี้ วิธีซอร์สแพแนลจะให้รายละเอียดการแจกแจงความดันรอบผิววัตถุรูปทรงต่างๆ    
ท่ีไม่เกิดแรงยก 
 ขั้นตอนท้ังหมดสามารถตรวจสอบความถูกต้องของการคำนวณได้ดังนี้ ถ้า sj  เป็นช่วงความยาว
ของแพแนล j  ในช่วงนี้กำลังต่อหน่วยความยาวของซอร์ส  qj  มีค่าคงท่ี ดังนั้นกำลังของแพแนล j   
จะเท่ากับ qj sj  สำหรับรูปปิดอย่างในรูป 3.42 กำลังรวมของซอร์ส และ ซิงค์ จะเป็นศูนย์เสมอ     
ถ้าไม่เช่นนั้นจะกลายเป็นว่าตัววัตถุมีการปล่อยมวลหรือดูดซับมวลของการไหลไว้บางส่วน ซึ่งขัดต่อ
กฎทรงมวลท่ีเราใช้พิจารณา นั่นคือค่า qj ท่ีคำนวณได้จะต้องสอดคล้องกับความสัมพันธ์ 

  
1

 
n

j j

j

q s
=

 =  0 (3.177) 

สมการ (3.177) เป็นวิธีตรวจความถูกต้องของผลการคำนวณ qj ได้เป็นอย่างดี 

ตัวอย่าง 3.14   จงคำนวณการแจกแจงสัมประสิทธิ์ความดันรอบทรงกระบอกกลมโดยใช้วิธีซอร์ส
แพแนล (Source panel method) 

 
รูป 3.43  การกระจายซอร์สแพแนลรอบทรงกระบอกเพื่อแทนผิว 

วิธีทำ เลือกแทนผิวทรงกระบอกกลมด้วยซอร์สแพแนลท่ีมีระยะเท่ากันจำนวน 8 แพแนลตามท่ีแสดง
ในรูป ประสบการณ์แสดงว่าการจัดในรูปจะให้ความถูกต้องได้อย่างเพียงพอ ให้หมายเลขแพแนล  
เป็น1 ถึง 8 และจุดกำกับแสดงด้วยจุดดำประมาณค่า Ii, j ในสมการ (3.172) โดยดูจากรูป 3.44 ซึ่ง
แสดงตำแหน่งเทียบกันของสองแพแนลใดๆ บนผิวทรงกระบอก ให้ (xi, yi) เป็นพิกัดของจุดกำกับของ
แพแนล i  (xj, yj) เป็นพิกัดของจุดใดๆ บนแพแนล j ให้พิกัดของจุดปลายขอบ (Boundary point) 
ของแพแนล i เป็น (Xi, Yj) และ (Xi+1, Yi+1)  ของแพแนล j เป็น (Xi, Yj) และ (Xj+1, Yj+1) ในตัวอย่าง

นี้ V  อยู่ในทิศทาง x  ดังนั้นมุมระหว่างแกน x และ หน่วยเวคเตอร์ ˆ in  และ  ˆ jn  เป็น i และ  j  

ตามลำดับ สังเกตด้วยว่ามุม   มีค่าได้จาก 0 ถึง 2 
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 ค่าอินทิเกรท Ii, j  ประมาณท่ีจุดกึ่งกลางของแพแนล i โดยอินทิเกรทตลอดความยาวของ 
แพแนล  j ดังนั้นเราประมาณค่า  Ii, j  จาก 

  Ii, j  =  (ln )ij j

ij

r ds
n



   

เพราะ  rij  =   2 2
( ) ( )i j i jx x y y− + −  

 

ดังนั้น   ( )ln ij

i

r
n




 = 1 ij

ij i

r

r n




 

   =   
1

2 2    2  
1

2
2  

1 –

– –( ) ( ) –  ( – ) ( )i j i j
i i

ij i i

i j i jx x y y x
x y

y
n

y
r

x
n

  
  +   

+
 

 

หรือ    ( )ln ij

i

r
n




= 

2 2

( )cos ( )sin

( ) ( )

i j i i j i

i j i j

x x y y

x x y y

 − + −

− + +
  (i) 

 
รูป 3.44  พิกัดท่ีใช้ประมาณค่า Ii, j 

 ในรูป 3.44 มุม  i และ  j  วัดทวนเข็มนาฬิกาจากแกน x  ถึงด้านล่างของแพแนล i และ j 
(ด้านล่างหมายถึงด้านท่ีหันเข้าด้านในตัววัตถุ) จะได้ 

  i = 
2

i


 +  

ดังนั้น                                sini  =  cos i     และ     cosi  =  – sin i  (ii) 
และจากรูป 3.44 
                                          x j =  X j + sj cos j     และ      y j  =  Y j + sj sin j (iii)
  
แทนค่าสมการ (i) ถึง (iii) ใน  Ii, j  จะได้ 

  Ii, j  =   2

0
2

jl

i
j

j j

Cs D
ds

s As B

+

+ +  
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เมื่อ    A  = (xi– Xj) cos j – (yi – Yj) sini 
   B  = (xi– Xj)2 + (yi – Yj)2  
   C  =  sin (i – j) 
    D  =  (yi– Yj) cos i – (xi – Xj) sini  

   lj   =  2 2
1 1(X X ) (Y Y )j j J j+ +− + −  

ถ้าให้             E  = 2
B A−  =  (xi– Xj) sinj – (yi – Yj) cosj 

จะได้ค่าการอินทิเกรทสำหรับ  Ii, j  จากตารางมาตรฐานของการอินทิเกรท 

           Ii, j   =   
2

1 1
2

2
ln tan tan

j j jl Al B l AC D AC A

B E E E

− −
 + + + −
  + −  

  

 (iv) 

 สมการ (iv) เป็นค่าท่ัวไปสำหรับสองแพแนลใดๆ บนผิววัตถุไม่จำเป็นต้องเป็นทรงกระบอก 
เพื่อแสดงเป็นตัวอย่าง เลือกแพแนล 4 เป็นแพแนล i และ แพแนล 2  เป็น แพแนล  j จากรูป 3.43  
คำนวณ  I4, 2 ได้จาก (สมมติรัศมีทรงกระบอกเป็น 1) 
            Xj = – 0.9239 Xj+1 = – 0.3827  Yi  =  0.3827 Yj+1 = 0.9239  

 i =  315 j  =  45  xi =  0.6533  yi = 0.6533 
หลังแทนค่าลงใน A, B, C, D, lj และ E  จะได้ 
  A = –1.3065 B = 2.5607      C = –1 D = 1.3065  
  lj = 0.7654 E = 0.9239 
แทนค่าใน (iv) 
  I 4, 2 = 0.4018  
 ทำนองเดียวกัน เราอาจคำนวณผลของแพแนล j อื่นๆ บนแพแนล 4 ได้ I 4, 1 =  4.074 ;  I 4, 3  
= 0.3528  ;  I 4, 5  =  0.3528 ;  I 4, 6  =  0.4018  ; I 4, 7  =  0.4074  และ I 4, 8  =  0.4084  ดังนั้น
เขียนสมการ (3.172) สำหรับแพแนล 4 ได้ (หลังจากคูณทุกเทอมด้วย 2  และ  i  =  45o สำหรับ
แพแนล 4) 

        1 2 3 4 50 4074  0 4018  0 3528  0 3528. . . .q q q pq q+ + + +  
                                   6 7 8 0 4018  0 4074  0 4084. .   .q q q+ + +   = ( ) 0 7071 2– . V   (v) 
 สมการทำนองเดียวกับสมการ (v) สำหรับแพแนลอื่นๆ จะคำนวณได้ด้วยวิธีเดียวกัน สุดท้าย
จะได้ชุดของสมการในรูปเมทริก เป็น 
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3.1416 .3528 .4018 .4074 .4084 .4074 .4018 .3528  
1

q   1.000 
.3528 3.1416 .3528 .4018 .4074 .4084 .4074 .4018  

2
q   .7071 

.4018 .3528 3.1416 .3528 .4018 .4074 .4084 .4074  
3

q   .000 
.4074 .4018 .3528 3.1416 .3528 .4018 .4074 .4084  

4
q  = –.7071 

.4084 .4074 .4018 .3528 3.1416 .3528 .4018 .4074  
5

q   –1.000 
.4074 .4084 .4074 .4018 .3528 3.1416 .3528 .4018  

6
q   –.7071 

.4018 .4074 .4084 .4074 .4018 .3528 3.1416 .3528  
7

q   .000 
.3528 .4018 .4074 .4084 .4074 .4018 .3528 3.1416  

8
q   .7071 

  เมื่อ iq   = 
2

iq
V


    ชุดของสมการแก้ได้ค่า q1 ถึง q8 ดังนี้ 

 1

2

q
V


    =   0.3765             2

2

q
V


    =   0.2662             3

2

q
V


    =   0 

 4

2

q
V


    =   – 0.2662           5

2

q
V


   =   -0.3765           6

2

q
V


    =   – 0.2662 

 7

2

q
V


    =   0                      8

2

q
V


    =   0.2662     

 สังเกตว่าคำตอบท่ีได้สมมาตรกัน ซึ่งเป็นไปตามท่ีคาดสำหรับทรงกระบอกกลมท่ีไม่มี             
แรงยก  นอกจากนี้เพราะทุกแพแนลมีความยาวเท่ากัน สมการ (3.177) จะเขียนได้เป็น 

  
1

 
n

j
j

q
=

  = 0 

เมื่อแทนค่า  qj  จากด้านบน จะเห็นว่าสอดคล้องกับสมการ 
 ความเร็วท่ีจุดกำกับบนแพแนล i ได้จากสมการ (3.175) ในสมการค่าการอินทิเกรทบน
แพแนล i  จะขึ้นอยู่กับรูปร่างซึ่งประมาณค่าได้เหมือนท่ีผ่านมา ผลลัพธ์คือ 

     (ln )ij j
ij

r ds
s




   =  

2
1 1

2
  

2
ln tan tan

j j jl Al B l AD AC A
C

E B E E

− −
+ + + −

− −  
 

  (vi) 

 

 
รูป 3.45  สัมประสิทธิ์ความดันบนทรงกระบอกกลมคำนวณด้วยวิธีซอร์สแพแนล 

                          โดยใช้แพแนล 8 แพแนล เปรียบเทียบกับคำตอบจริง 
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 เมื่อแทน qi  ท่ีคำนวณได้ และค่าอินทิเกรทในสมการ (vi) ในสมการ (3.175) จะได้ความเร็ว 
V1, V2, V3, … V8 และสัมประสิทธิ์ความดันจะคำนวณได้โดยตรงจาก 

  cp,i  = 
2

1 iV

V

 
−  
 

       (3.176) 

 ผลลัพธ์ ท่ีได้ถูกนำมาเปรียบเทียบกับค่า cp จากหัวข้อ 3.13 ในรูป 3.45 จะเห็นว่าผิว
ทรงกระบอกท่ีสร้างจากซอร์สแพแนลอย่างหยาบๆ ให้ค่า cp ท่ีคำนวณได้มีความถูกต้องสอดคล้องกับ
คำตอบแม่นตรงจนน่าประหลาดใจ 
 ก่อนจะจบหัวข้อนี้ ขอให้สังเกตว่าถึงแม้เราจะสามารถใช้ซอร์สแพแนลแทนผิวแพนอากาศท่ีมี
รูปร่างอย่างใดก็ได้ท่ีมีการไหลเอกรูปไหลผ่านนั้น เราจำกัดการพิจารณาไว้แค่รูปทรงท่ี ไม่สร้างแรงยก
เท่านั้น แต่ในกรณีท่ีมีแรงยกเกิดขึ้นเราจะพบในบทท่ี 4 ว่าวอร์เทคแพแนล (Vortex panel) 
จำเป็น ต้องถูกนำมาใช้ร่ วมกับซอร์สแพแนล  (Source panel) เพื่ อทำให้ เกิ ดการหมุนวน 
(Circulation) ขึ้นรอบแพนอากาศเพื่อให้สอดคล้องกับสภาพท่ีมีการเกิดแรงยก  
 

 
รูป 3.46  การใช้ซอร์สแพแนลแทนวัตถุ 3 มิติ (Anderson, 2016) 

 
 ท่ีน่าสนใจอีกข้อหนึ่งคือ สำหรับวัตถุ 3 มิติ ท่ีไม่เกิดแรกยกอาจแทนได้ด้วยซอร์สแพแนล 
เช่นกัน อย่างในรูป 3.46 จุดท่ีขอบ (Boundary point) ซึ่งเป็นจุดตัดของแพแนลและผิววัตถุ และจุด
กำกับแสดงให้เห็นในรูป การคำนวณจะซับซ้อนกว่ามาก และจำนวนแพแนลท่ีต้องใช้แทนผิววัตถุมี
จำนวนมาก รวมท้ังการอินทิเกรทตามเส้นจะเปล่ียนเป็นการอินทิเกรทตามผิว อย่างไรก็ตามหลักการ
และแนวคิดท้ังหมดจะเหมือนท่ีเราพิจารณาในหัวข้อนี้ทุกประการ 
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แบบฝึกหัดบทที่ 3 
 
1. ฟังช่ันกระแส (Stream function) ของการไหลไรก้ารอัดตัว 2 มิติ มีค่าตามสมการ 
   = x2 + 2y 
 ก)  จงหาขนาดและทิศทางของความเร็วที่จุด (2, 3) 
 ข)  ท่ีจุด (2, 3) จงหาว่า ส่วนย่อยของความเร็วที่มีทิศทางทำมุม 30 กับแกน x มีค่าเท่าใด 
2. การไหล 2 มิติ ไร้การอัดตัวกำหนดด้วยฟังช่ันกระแส (Stream function) 
   = x2 + y3 

 จงเขียนสมการเส้นกระแส (Streamline) ท่ีผ่านจุด (2, 1) และจงแสดงว่าขนาดของความเร็วท่ีจุด (2, 1) 
เท่ากับค่าสมบูรณ์ของเกรเดียน 


ท่ีจุด (2, 1) และจงแสดงว่าทิศทางของความเร็วจะต้ังฉากกับ  


  

3. ฟังช่ันกระแสของการไหลสองมิติไร้การอัดตัว เป็น 

   = rln
2

  

 จงแสดงว่าการหมุนวน (Circulation) รอบโค้งปิดท่ีล้อมรอบจุดกำเนิดมีค่าเท่ากับ  และไม่
ขึ้นอยู่กับค่า r และจงหาค่าการหมุนวน สำหรับค่ารัศมีอันหนึ่ง 

4. ความเร็ว ของการไหลกำหนดโดย 
  u = x2 + y2  ;  v = –2xy 

 จงหาค่าอินทิเกรทของ V


 ตามโค้ง s  ระหว่างจุด (0, 0) และ (1, 2) สำหรับกรณีต่อไปนี้ 
 ก)   s  เป็นเส้นตรง 
 ข)   s  เป็นพาราโบลา ท่ีมีจุดยอดท่ีจุดกำเนิด และเปิดไปทางขวา   
 ค)   s  เป็นส่วนของเส้นตามแกน x และเส้นตรงต้ังฉากกับแกน x 
5. สนามความเร็ว ถูกกำหนดด้วย   u = 2xy   ;  v   = x2 + 1  จงหาศักย์ความเร็ว  

6. สนามการไหลสองมิติอธิบายด้วยฟังช่ันกระแส   =  x2 – y  จงหาค่าของ  /p


 ท่ีจุด (1, 2) 
7. นำท่อปิโตท์ไปไว้ในลำธาร โดยให้ปลายเปิดขนานกับกระแสน้ำ ถ้าระดับน้ำในส่วนของท่อท่ีอยู่ใน

แนวดิ่งสูงขึ้นเหนือระดับน้ำ 5 cm จงหาความเร็วของกระแสน้ำ 
8. แพนอากาศเคล่ือนท่ีท่ีระดับน้ำทะเลด้วยความเร็ว 180 km/hr จงหาความดันท่ีจุดชะงัก 

(Stagnation) บนแพนอากาศ พิจารณาจุดบนแพนอากาศท่ีความเร็วกระแสอากาศเทียบกับ 
แพนอากาศเป็น 60 m/s จงหาความดันท่ีจุดนี้ 

9. อากาศท่ีระดับน้ำทะเลถูกส่งเข้าในถังสุญญากาศผ่านท่อท่ีแสดงในรูป ความดันท่ีตำแหน่ง AA ใน

ท่อเป็น 9.33  104 N/m2 จงหาความเร็วที่ตำแหน่ง AA สมมติการไหลเป็นไม่มีการอัดตัว ไม่คิด
ผลของความหนืด 
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10. การแจกแจงความเร็วท่ีระยะห่าง 0.4 คอร์ดหลังแพนอากาศวัดได้ตามแสดงในรูป พบว่า       

ความกว้างของ wake ครึ่งหนึ่ง b/2 = 0.1 คอร์ด และการแจกแจงใน wake แสดงได้ด้วยสมการ 

                                     u = V [1 – 0.83 cos2 ( y
b

 )] 

 จงหาค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านของแพนอากาศ cd   

 
11. นำวอร์เทคกำลัง  ไว้ท่ีตำแหน่ง (0, y0) และวอร์เทคกำลัง –  ไว้ท่ีตำแหน่ง (0, – y0) ถ้าให้ 

ระยะ y0 เข้าสู่ศูนย์โดยให้คงผลคูณ  y0  ไว้คงท่ี จงแสดงว่าฟังช่ันกระแสท่ีเป็นผลลัพธ์ จะอยู่ใน

รูปเดียวกับท่ีได้จากจุดซ้อน (Doublet) บนแกน x  
12. สนามความเร็ว อธิบายโดยฟังช่ันกระแส 

                                         =  100y (1 –
2r

25 ) + 
2

628  ln 
5

r   

 จงหา  ก)  รูปร่างของเส้นกระแสผ่านจุดชะงัก (Stagnation streamline)     
          ข)  ตำแหน่งของจุดชะงัก (Stagnation point)          
          ค)  ค่าการหมุนวน (Circulation) รอบวัตถ ุ
          ง)  ความเร็วที่              จ)  แรงกระทำบนผิววัตถุ 
13. พิจารณาซอร์สแพแนล (Source panel) ความยาว l และความหนาแน่นคงท่ี q วางทับแกน y   

จงแสดงให้เห็นว่า ค่าศักย์ความเร็ว (Velocity potential) ท่ีจุด (x, y) เนื่องจากซอร์สแพแนล เป็น 

                                  (x, y)  =  
2

q


+

−+
l1y

1y
o

2
o

2 dy])yy(x[ ln    

 เมื่อ y1 เป็นตำแหน่งบนแกน y ของปลายล่างของเพแนลจากแกน x หลังจากนั้นจงพิสูจน์ว่า ส่วน
ของความเร็วที่จุดจะเป็น 
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                             u(x, y) = 
2

q















 −−
−







 − −−

x

lyy
tan

x

yy
tan 1111  

                             v(x, y) = 
2

q {ln [x2 + (y – y1)2] – ln [x2 + (y – y1 – l)2]} 

14. พิจารณาการไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีเกิดแรงยกท่ีมีรัศมี R เมื่อมีค่าการหมุนวน  ถ้า V  
เพิ่มขึ้นสองเท่าโดย  มีค่าเท่าเดิม อยากทราบว่ารูปร่างของเส้นกระแสจะเป็นเช่นเดิมหรือไม่ 

15. ท่อวัดความเร็วมีส่วนหัวเป็นทรงกระบอกโดยมีรูเจาะไว้ 3 รู ในแนวรัศมีตามรูปใช้วัดทิศทาง
ความเร็วกระแสได้ เมื่อใดก็ตามความดันจากรูด้านข้างเท่ากัน ความดันจากรูด้านหน้าจะเป็น
ความดันเบ็ดเสร็จ (Stagnation pressure) เรียกอุปกรณ์นี้ว่า Cylindrical yaw probe 

 ก)  ถ้าจะใช้รูด้านข้างวัดความดันสถิตของกระแสอิสระ p ตำแหน่งเจาะรูควรจะอยู่ ท่ี  
       ตำแหน่งใด 

 ข)  ถ้าตำแน่งเจาะรูเป็นตามข้อ (ก) จงหาความไวของ probe ท่ีกำหนดโดยการเปล่ียนค่าความ 

     ดันต่อการเปล่ียนมุมไป 1 หน่วย  (i.e. , 


p  ) 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 4 
การไหลไร้การอัดตัวผ่านแพนอากาศ 

4.1 ความนำ 
 ในบทท่ี 3 ได้พิจารณาการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัวผ่านวัตถุโดยใช้เทคนิคต่างๆ ไปบ้างแล้ว  
แต่การพิจารณายังจำกัดอยู่เฉพาะกรณีของรูปทรงสมมาตรท่ีไม่เกิดแรงยก สำหรับกรณีของการไหล
ผ่านแพนอากาศท่ีเกิดแรงยก (แพนอากาศท่ีไม่สมมาตร หรือมีมุมปะทะ) ซึ่งเป็นกรณีท่ีเราสนใจเพราะ
กลไกพื้นฐานของการบินมีกุญแจสำคัญอยู่ท่ีการสร้างแรงยกบนปีกของอากาศยาน (หรือปีกหมุนของ
เฮลิคอปเตอร์) นั้นจะเป็นเนื้อหาของบทนี้  ในช่วงปี ค.ศ.1912 - 1918 การค้นคว้าของ “Prof. Ludwig 
Prandtl” และคณะท่ีมหาวิทยาลัยก๊อตติงเก็น (University of Göttingen) เยอรมันนี แสดงให้เห็นว่า
การพิจารณาอากาศพลศาสตร์ของปีกอาจแบ่งออกได้เป็นสองส่วน (Anderson, 2016) คือ การศึกษา
การไหลสองมิติผ่านภาคตัดขวางของปีกหรือแพนอากาศ และการปรับคุณสมบัติของแพนอากาศใน
สองมิติเพื่อนำมาใช้สำหรับการไหลสามมิติผ่านปีกท้ังอัน ข้อพิจารณาอันนี้ยังคงใช้อยู่ในปัจจุบัน อันท่ี
จริงแล้วการวิจัยจำนวนไม่น้อยในช่วงทศวรรษท่ี 70 และ 80 ขององค์การบริหารการบินและอวกาศ
แห่งชาติของสหรัฐอเมริกา (NASA) จะเกี่ยวข้องกับการคำนวณและการทดลองคุณสมบัติของแพน
อากาศแบบใหม่ๆ ดังนั้นอาศัยแนวทางนี้เราจะทำการศึกษาการไหลผ่านแพนอากาศในบทนี้และ
ศึกษาการไหลผ่านปีกในบทท่ี 5 
 พิจารณาปีกในรูป 4.1 ให้แนวยาวของปีก (แนวกางปีก “span”) อยู่ในทิศทาง y กระแสอิสระ 

V ขนานกับระนาบ xz หน้าตัดขวางใดๆ ของปีกท่ีเกิดจากรอยตัดโดยระนาบขนานกับระนาบ xz 
เรียกว่า “แพนอากาศ”(Airfoil, Aerofoil) ความมุ่งหมายของเราในบทนี้คือการแสดงวิธีการทาง
ทฤษฎีท่ีนำมาใช้คำนวณคุณสมบัติของแพนอากาศเหล่านี้ โดยใช้ทฤษฎีการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว 
อย่าลืมว่าเพราะเราพิจารณาเฉพาะการไหลไร้ความหนืด (Inviscid flow) วิธีการในบทนี้ย่อมไม่สามารถ 

 
 
 
 
 
 รูป 4.1  นิยามของแพนอากาศ 
ทำนายแรงต้านท่ีเกิดขึ้นบนแพนอากาศได้ 
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อย่างไรก็ตามการท่ีแรงยกและโมเมนต์ท่ีเกิดขึ้นบนแพนอากาศเป็นผลส่วนใหญ่มาจากการแจกแจง
ความดันรอบแพนอากาศซึ่ง (ก่อนจะถึงมุม stall) สามารถทำนายได้โดยใช้ทฤษฎีการไหลไร้ความ
หนืดไร้การอัดตัว การทำนายแรงยกและโมเมนต์ทางอากาศพลศาสตร์โดยสมมุติการไหลให้ไร้ความ
หนืดจึงอาจทำได้อย่างใกล้เคียงทางทฤษฎี 

4.2 การกำหนดรูปร่างแพนอากาศ (Airfoil Nomenclature) 
 ความพยายามท่ีจะพัฒนารูปร่างแพนอากาศท่ีมีประสิทธิภาพสูงเริ่มต้นมาต้ังแต่ก่อนการทำการ
บินครั้ งแรกของพี่ น้ องตระกูล ไรท์  (Wright) การวิ เคราะห์ โดยใช้ทฤษฎี ไฮโดรไดนามิ ก ส์
(Hydrodynamics) ประสบผลสำเร็จในการทำนายแรงยกบนแพนอากาศรูปทรงต่างๆ แต่การ
วิเคราะห์รูปทรงแพนอากาศจำเป็นต้องใช้วิธีการท่ีสลับซับซ้อน และไม่สามารถให้รูปทรงท่ีให้
ประโยชน์สูงสุดได้ในแง่สมรรถนะ การพิจารณาคุณลักษณะเฉพาะของแพนอากาศรูปทรงต่างๆ      
จึงจำเป็นต้องใช้ข้อมูลท่ีได้จากการทดสอบท่ีมีบรรทัดฐานจากทฤษฎีเป็นตัวกำหนด 
 รูปร่างแพนอากาศท่ีได้รับการจดทะเบี ยนครั้ งแรกพัฒนาโดย “Harotio F. Phillips”         
ชาวอังกฤษในปี ค.ศ.1884 (Anderson, 2016) ซึ่งเป็นบุคคลแรกท่ีทำการทดสอบแพนอากาศอย่าง
จริงจังในอุโมงค์ลม ต่อมาในปี ค .ศ .1902 พี่น้องตระกูลไรท์ (The Wright brothers, Orville; 
August 19, 1871 – January 30, 1948 and Wilbur; April 16, 1867 – May 30, 1912) ได้ทำ
การทดสอบแพนอากาศแบบต่างๆ ซึ่งพวกเขาออกแบบเองเพื่อหารูปร่างท่ีดีท่ีสุด ส่ิงนี้เองท่ีช่วยให้
พวกเขาเป็นบุคคลแรกท่ีประสบความสำเร็จในการทำการบิน ในช่วงนี้รูปร่างของแพนอากาศไม่มีการ
กำหนดท่ีเป็นมาตรฐาน แต่จะกำหนดเอาตามความพอใจและประเพณีนิยมของผู้ออกแบบเป็นผลให้
การพิจารณาสมรรถนะหรือประสิทธิภาพของแพนอากาศแบบต่างๆ เป็นไปได้ยาก ในปี ค .ศ.1929 
คณะท่ีปรึกษาด้านการบินแห่ งชาติ ของสหรัฐอเมริกา (National Advisory Committer for 
Aeronautics, NACA) ได้เริ่มการทดสอบแพนอากาศท่ีมีการกำหนดรูปทรงอย่างเป็นระบบแน่นอน 
และรวบรวมข้อมูลของแพนอากาศแบบต่างๆ ไว้อย่างเป็นระเบียบสามารถค้นคว้าได้โดยง่าย แพน
อากาศของ NACA จำนวนมากยังคงใช้งานอยู่ในปัจจุบัน หรือเป็นต้นแบบของแพนท่ีได้รับการ
ปรับปรุงเพื่อใช้งานในปัจจุบัน ดังนั้นเราจะถือการกำหนดเครื่องหมายโดยใช้ระบบตัวเลขของ NACA  
ซึ่งถือเป็นมาตรฐานท่ัวไป สำหรับใช้งานในบทนี้ จากรูป  4.2 รูป ร่างของแพนอากาศมี ลักษณ ะ
เฉพาะตัวที่กำหนดได้จาก (Anderson, 2016) 
 1.  เส้นโก่งเฉล่ียหรือเส้นกลาง (Mean camber line หรือ Mean line) คือเส้นแบ่งครึ่งระยะ 
ทางระหว่างผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศ ท่ีวัดในแนวตั้งฉากกับเส้นกลางจากชายหน้าถึงชายหลัง
ของแพนอากาศ ปลายสุดด้านหน้าของเส้นกลางเรียก“ชายหน้า” (Leading edge) และปลายสุด
ด้านหลังของเส้นกลางเรียกชายหลัง (Trailing edge) ของแพนอากาศ 
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รูป 4.2  ตัวแปรท่ีกำหนดรูปร่างของแพนอากาศ และแพนอากาศท่ีใช้กับ บ. F-16 (Anderson, 2016) 

 2. คอร์ดหรือชยา (Chord) คือ เส้นตรงท่ีลากต่อระหว่างชายหน้าและชายหลังของแพนอากาศ 
และระยะระหว่างชายหน้าและชายหลังเรียกความยาวคอร์ดของแพนอากาศ 
 3.  ความโก่ง (Camber) คือ ระยะห่างสูงสุดระหว่างเส้นโก่งเฉล่ียกับคอร์ด วัดต้ังฉากกับคอร์ด 
 4.  ความหนา (Thickness) คือระยะระหว่างผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศในแนวต้ังฉาก
กับเส้นโก่งเฉล่ียหรือคอร์ด ความหนาของแพนอากาศจะมีการแจกแจงจากชายหน้าถึงชายหลังของ
แพนอากาศ ค่าความหนาสูงสุด (Maximum thickness) นิยมวัดเป็นสัดส่วนของคอร์ด 
 5. รัศมีความโค้งท่ีชายหน้า (L.E. radius) รูปร่างของแพนอากาศจะมีลักษณะมนท่ีปลายสุด
ด้านหน้าหรือจมูก (Nose) เป็นรูปส่วนโค้งของวงกลม โดยมีรัศมีความโค้งท่ีชายหน้าประมาณ 0.02 
ของความยาวคอร์ด c 
 รูปร่างของแพนอากาศ NACA มาตรฐาน จะกำหนดโดยการสร้างรูปร่างของเส้นโก่งเฉล่ีย 
(Mean camber line) จากนั้นจึงล้อมรอบเส้นโก่งเฉล่ียโดยใช้ความหนาท่ีแจกแจงจากชายหน้าไปยัง
ชายหลัง รูป 4.2 เป็นตัวอย่างการกำหนดรูปร่างแพนอากาศโดยใช้ตัวแปรต่างๆ ขอให้สังเกต      
แพนอากาศด้านล่างในรูปท่ีมีความโก่ง (Camber) และการแจกแจงความหนาเหมือนแพนอากาศ
ด้านบนทุกอย่าง แต่มีความหนาสูงสุดเพียง 4 % คอร์ด ต่างกับแพนอากาศด้านบนที่มีความหนาสูงสุด 
18 % คอร์ด จากการสังเกตรูป 4.2 ตัวแปรท่ีมีผลต่อสัดส่วนรูปร่างของแพนอากาศจะประกอบด้วย  
3 ส่วนใหญ่ คือ รูปร่างของเส้นโก่งเฉล่ีย ความหนาสูงสุด และการแจกแจงความหนาจากชายหน้าไป 
ชายหลัง  NACA จึงกำหนดรูปร่างของแพนอากาศเป็นตัวเลขท่ีบ่งช้ีค่าความโก่งและความหนาท่ีใช้
กำกับรูปร่างของแพนอากาศ (Abbott & von Doenhoff, 1959)  แพนอากาศอนุกรมแรกของ NACA คือ
แพนอากาศตระกูลเลข 4 ตัว ตัวอย่างเช่น NACA 2415 ตัวเลขท้ัง 4 ตัวจะบอกลักษณะสำคัญของ
แพนอากาศคือเลขตัวแรกจะบอกค่าความโก่งสูงสุดเป็นเปอร์เซ็นต์คอร์ด เลขตัวที่สองจะบอกตำแหน่ง
ของความโก่งสูงสุดเป็นส่วนสิบของคอร์ด เลข 2 ตัวหลังจะบอกความหนาสูงสุดเป็นเปอร์เซ็นต์คอร์ด 
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ดังนั้น NACA 2415 จึงหมายถึงแพนอากาศท่ีมีความโก่งสูงสุด 2 % คอร์ดอยู่ท่ีตำแหน่ง 40 % คอร์ด
และมีความหนาสูงสุด 15 % คอร์ด เส้นโก่งเฉล่ียของแพนอากาศตระกูลเลขส่ีตัวจะเป็นเส้นโค้ง
พาราโบลาสองเส้นจากชายหน้าและชายหลังมาจบกันท่ีตำแหน่งความโก่งสูงสุด ดังนั้นตัวเลขสองตัว
แรกจะกำหนดเส้นโก่งเฉล่ียของแพนอากาศ สำหรับการแจกแจงความหนาจะมีค่าแน่นอนและมี
ตำแหน่งความหนาสูงสุดอยู่ท่ี 30% คอร์ด 
 แพนอากาศอนุกรมท่ี 2 ของ NACA คือตระกูลเลข 5 ตัว เช่น NACA 23012 ในท่ีนี้เลขตัวแรก
คูณด้วย 3/2 จะให้ค่าสัมประสิทธิ์แรงยกแผนแบบ (Design lift coefficient)1 เป็นส่วนสิบซึ่งจะ
สัมพันธ์กับความโก่ง เลขสองตัวต่อมาหารด้วย 2 จะให้ตำแหน่งของความโก่งสูงสุดวัดจากชายหน้า
เป็นร้อยละของคอร์ด และเลขสองตัวสุดท้ายจะบอกความหนาสูงสุดเป็นเปอร์เซ็นต์คอร์ด การแจก
แจงความหนาของแพนอากาศเลข 5 ตัวจะเป็นเช่นเดียวกับแพนอากาศเลข 4 ตัว แต่เส้นโก่งเฉล่ียจะ
เป็นเส้นโค้งกำลัง 3 จากชายหน้าไปจนถึงระยะความโก่งสูงสุด จากตำแหน่งความโก่งสูงสุดไปชายหลัง
เส้นโก่งเฉล่ียจะเป็นเส้นตรงไปยังชายหลังถ้าเลขตัวที่ 3 เป็น 0 หรือเป็นโค้งกำลัง 3 กลับทางถ้าตัวเลข
ตัวที่ 3 เป็น 1 
 แพนอากาศของ NACA ท่ียังใช้งานมากในปัจจุบันคือแพนอากาศอนุกรม 6 อย่างเช่น NACA 
65-218 ในท่ีนี้ตัวเลขตัวแรกเป็นตัวบอกอนุกรม ตัวเลขท่ีสองจะบอกตำแหน่งของความดันบนผิว
ต่ำสุด (ความเร็วสูงสุด) เป็นส่วนสิบของคอร์ดจากชายหน้า (สำหรับแพนอากาศแบบเดียวกันท่ีไม่มี 
ความโก่ง) ตัวเลขท่ีสามเป็นค่าสัมประสิทธิ์แรงยกแผนแบบเป็นส่วนสิบ และตัวเลข 2 ตัวสุดท้ายจะ
บอกความหนาสูงสุดเป็นเปอร์เซ็นต์คอร์ด นั่นคือ NACA 65-218 แสดงแพนอากาศอนุกรมเลข 6     
มีตำแหน่งความดันต่ำสุดเกิดท่ี 0.5 c (สำหรับแพนอากาศสมมาตรแบบเดียวกันท่ีมุมปะทะศูนย์ )    
ค่าสัมประสิทธิ์แรงยกแผนแบบ 0.2 และหนา 18 % คอร์ด 
 ต่างจากแพนอากาศตระกูลเลข 4 ตัว และเลข 5 ตัว ท่ีมีพื้นฐานมาจากการเลียนแบบแพน
อากาศท่ีประสบความสำเร็จมาก่อนหน้านี้ แพนอากาศตระกูลเลข 6 มีพื้นฐานของเส้นโก่งเฉล่ีย และ
การแจกแจงความหนาท่ีพัฒนาขึ้นจากการพิจารณาทฤษฎีอากาศพลศาสตร์ล้วนๆ ค่าความเร็วท่ีแจก
แจงตามผิวบนและผิวล่างจะถูกคำนวณควบคู่ไปกับตำแหน่งความเร็วสูงสุดบนผิว ซึ่งจะมีค่าความหนา
สูงสุดอยู่ประมาณ 35 % ถึง 45 % คอร์ด และเส้นโก่งเฉล่ียมาตรฐานจะได้รับการคำนวณให้ทำให้เกิด
ความเร็วบนผิวแพนอากาศคงท่ี  ในลักษณะนี้เส้นโก่งเฉล่ียจะไม่สามารถอธิบายโดยใช้สมการโค้ง
พาราโบลากำลังต่างๆได้ แต่จะใช้การกำหนดพิกัดท่ีระยะ x ต่างๆ แทน รวมท้ังรูปร่างของแพนอากาศ
ก็จะกำหนดโดยใช้ตำแหน่งของจุดบนผิวเช่นกัน รายละเอียดของแพนอากาศตระกูลต่างๆ ผู้สนใจ

 
1 ค่า Design lift coefficient คือค่า cl  ทางทฤษฎีของแพนอากาศที่มุมปะทะท่ีพอดีเส้นความชัน (slope) ของ
เส้นความโก่งเฉลี่ยที่ชายหน้าพอดีขนานกับกระแสอิสระ 
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สามารถ ค้นคว้ าไ ด้ จาก หนั ง สือ“Theory of Wing Sections” (Abbott & von Doenhoff, 1959)        
รูป 4.3 แสดงตัวอย่างของแพนอากาศ NACA รูปร่างต่างๆ ท่ีใช้กันท่ัวไป รวมถึงตระกูลเลข 1 และ 7 
และแพนอากาศความเร็วเหนือเสียง (Supersonic airfoils) ท่ีไม่ได้กล่าวถึงในท่ีนี้ด้วย 

 
รูป 4.3   ตัวอย่างแพนอากาศ NACA ท่ีใช้อยู่ท่ัวไป (จาก TN976  TN1211   

                         TR537  และ WR L-560) (Abbott & von Doenhoff, 1959)   

 

4.3 คุณลักษณะเฉพาะตัวของแพนอากาศ (Airfoil Characteristics) 
 ก่อนท่ีจะพิจารณาคุณลักษณะของแพนอากาศทางทฤษฎี เราจะมาศึกษาผลการทดสอบของ 
NACA ท่ีได้จากการวัด แรงยก แรงต้าน และโมเมนต์บนแพนอากาศต่างๆ ในช่วงปี ค .ศ. 1930 – 
1940 การทดสอบกระทำในอุโมงค์ความเร็วต่ำ โดยใช้ปีกท่ีมีความยาวคอร์ดคงท่ีกางเต็มส่วนหน้าตัด
ทดลองของอุโมงค์ลมจากผนังด้านหนึ่งถึงผนังอีกด้านหนึ่ง  ในลักษณะนี้กระแสอิสระจะไหลผ่านปีก
โดยไม่มีปลายปีกและดูเหมือนปีกมีความยาวไม่จำกัด (Infinite wing) เป็นการจำลองการไหลสองมิติ
ผ่านแพนอากาศ  ในทางทฤษฎีปีกยาวไปถึงอนันต์จะมีหน้าตัดแพนอากาศของปีกเหมือนกันตลอด
แนวจึงอาจกล่าวได้ว่าคุณสมบัติของแพนอากาศและของปีกยาวไม่จำกัดจะเป็นอย่างเดียวกัน ฉะนั้น
ข้อมูลของแพนอากาศจึงมักถูกเรียกว่าเป็นข้อมูลของปีกยาวไม่จำกัด 
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ตาราง 4.1  รายช่ืออากาศยาน (ค.ศ.1982) ท่ีใช้แพนอากาศของ NACA กับปีก (Anderson, 2016) 

        อากาศยาน แพนอากาศ 
     Beecheraft Sundowner NACA 63A415 
     Beecheraft Bonanza NACA 23016.5 (ท่ีโคน) 
 NACA 23012 (ท่ีปลาย) 
     Cessna 150 NACA 2412 
     Fairchild A–10 NACA 6716 (ท่ีโคน) 
 NACA 6713 (ท่ีปลาย) 
     Gates Learjet 24D NACA 64A109 
     General Dynamics F–16 NACA 64A204 
     Lockheed C–5 Galaxy NACA 0012 (modified) 

   
 รูป 4.4 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิ์แรงยกกับมุมปะทะของแพนอากาศท่ัวไป ในช่วง
มุมปะทะต่ำ cl จะแปรผันเป็นเส้นตรงกับ   ค่าความชันของเส้นกราฟใช้สัญลักษณ์ ao เรียกว่า
ความชันโค้งแรงยก (Lift curve slope) ในช่วงนี้กระแสจะไหลราบเรียบเกาะติดผิวแพนอากาศไปจน
เกือบตลอดตามท่ีแสดงในภาพร่างทางซ้ายของรูป 4.4 แต่เมื่อมุมปะทะเพิ่มขึ้นจนมีค่ามาก กระแสมี
แนวโน้มท่ีจะแยกตัวจากผิวบนของแพนอากาศ สร้างแถบของอากาศท่ีหยุดเคล่ือนท่ี (Dead air) ท้ิง
เป็นแนวไปทางด้านหลัง อย่างในภาพร่างทางขวาของรูป 4.4 ในแถบท่ีการไหลแยกตัวออกมาจากผิว
นี้กระแสอากาศจะไหลวนเวียนอยู่ภายใน และมีกระแสบางส่วนไหลสวนทางกับกระแสอิสระหรือเรียก
การไหลย้อนกลับ (Reversed flow) การแยกตัวนี้เป็นผลมาจากความหนืดซึ่งจะศึกษา 

 
รูป 4.4  กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิ์แรงยกและมุมปะทะของแพนอากาศ  
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ในภายหลัง ผลท่ีตามมาของการแยกตัวท่ีมุมปะทะสูง คือ การสูญเสียแรงยกและการเพิ่มขึ้นของแรง
ต้านอย่างฉับพลัน ในภาวะนี้เรียกว่าแพนอากาศอยู่ใน “อาการร่วงหล่น”(stall)  ค่า 

lc  สูงสุดท่ี    มุม
ปะทะก่อนถึงจุดร่วงหล่นใช้สัญลักษณ์ lmax

c เป็นลักษณะท่ีสำคัญท่ีสุดอย่างหนึ่งในการพิจารณา
สมรรถนะของแพนอากาศเพราะว่า lmax

c จะเป็นตัวกำหนดความเร็วร่วงหล่นของอากาศยาน ยิ่ง 

lmax
c สูงเท่าไร ความเร็วร่วงหล่นต่ำลงเท่านั้น ดังนั้นงานวิจัยส่วนใหญ่เกี่ยวกับแพนอากาศแบบใหม่ๆ 

มักจะเกี่ยวข้องกับการเพิ่มค่า lmax
c ในรูป 4.4 พบว่า cl จะเพิ่มขึ้นเป็นเส้นตรงกับ  จนกระท่ังการ

ไหลแยกตัวเริ่มส่งผล ทำให้เส้นกราฟจะเริ่มไม่เป็นเส้นตรง แต่ค่า cl  จะยังคงเพิ่มขึ้นตามมุมปะทะ
จนถึง lmax

c และต่อจากนั้นแพนอากาศจะเข้าสู่อาการร่วงหล่น ท่ีปลายอีกข้างหนึ่งของเส้นกราฟจะ

เห็นว่าค่า cl ท่ีมุมปะทะ  = 0 มีค่าเป็นบวกและค่า cl จะเป็นศูนย์ก็ต่อเมื่อแพนอากาศมีมุมปะทะ

เป็นลบอันหนึ่ง ค่า   ท่ีค่า cl เป็นศูนย์เรียกว่ามุมปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์ (Zero lift angle of 

attack) ใช้สัญลักษณ์ L=0  สำหรับแพนอากาศสมมาตร L=0 = 0 แต่แพนอากาศท่ีมีความโก่งเป็นบวก 

(เส้นโก่งเฉล่ียอยูเ่หนือแนวคอร์ด) จะมีมุม L=0  เป็นลบ (โดยท่ัวไปจะอยู่ท่ีประมาณ –1 ถึง –3) 
 การพิจารณาการไหลไร้ความหนืดผ่านแพนอากาศท่ีเราจะใช้ศึกษาในบทนี้ใช้ทำนายค่าความชัน

โค้งแรงยก ao และ L = 0 สำหรับแพนอากาศ แต่ไม่สามารถใช้คำนวณค่า lmax
c ได้ การทำนายค่า 

lmax
c เป็นปัญหาท่ีเกี่ยวกับความหนืดท่ีจะต้องศึกษากันต่อไปภายหลัง 
 ผลการทดลองสำหรับสัมประสิทธิ์แรงยก และโมเมนต์ของแพนอากาศ NACA 2412 แสดงในรูป 
4.5 โดยโมเมนต์วัดท่ีตำแหน่ง ¼ คอร์ด พร้อมกับแสดงค่าทางทฤษฎีท่ีจะได้พิจารณาต่อไป สังเกต
ด้วยว่าผลการทดลองเป็นของ Re สองค่าต่างกัน จะเห็นว่าความชัน ao ไม่ได้รับผลกระทบจากค่า Re  
ท่ีเปล่ียนไป แต่ lmax

c จะมีค่าเปล่ียนไปตาม Re  ซึ่งเป็นส่ิงท่ีพอจะคาดคะเนได้ อย่าลืมว่าจาก บทท่ี 1 
Re เป็นตัวแปรท่ีขึ้นกับสัดส่วนของแรงเฉ่ือยกับแรงหนืดในการไหล ดังนั้นลักษณะการแยกตัวของการ
ไหลน่าจะขึ้นอยู่กับ Re สัมประสิทธิ์โมเมนต์ไม่ข้ึนกับ Re  เช่นกันยกเว้นเมื่อมุมปะทะมีค่าสูง 
 แพนอากาศ NACA เป็นแพนอากาศท่ีใช้กันท่ัวไปและผลลัพธ์ท่ีนำมาแสดงในรูป 4.5 ค่อนข้าง
จะเป็นสามัญสำหรับแพนอากาศท่ัวไป ในรูป 4.5 คุณลักษณะเฉพาะตัวของ NACA 2412 ได้แก่ 

L = 0 =  –2.1o  
maxlc  1.6  และมุมปะทะร่วงหล่น  16  

 เนื่องจากทฤษฎีท่ีจะกล่าวต่อไปไม่สามารถจะนำมาใช้ทำนายแรงต้านได้ ดังได้กล่าวแล้ว  
อย่างไรก็ตามเพื่อให้การพิจารณาคุณลักษณะของแพนอากาศสมบูรณ์  ผลการทดลองสำหรับค่า 

dc  
ของ NACA 2412 นำมาแสดงในรูป 4.6 เป็นฟังช่ันของมุมปะทะ แหล่งท่ีมาของแรงต้านนี้ มาจากท้ัง
แรงเสียดทานผิวและความดันเนื่องจากการไหลแยกตัว (ท่ีเรียก Form drag)  ผลรวมจากท้ังสองส่วน 
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รูป 4.5  ผลการทดลองสำหรับสัมประสิทธิ์แรงยกและโมเมนต์รอบ ¼ คอร์ด ของ NACA 2412     
     (Abbott & von Doenhoff, 1959)   

จะให้ค่าแรงต้านของโปรไฟล์ (Profile drag) ของแพนอากาศหรือในรูปสัมประสิทธิ์คือค่า dc ของ
แพนอากาศ สังเกตว่า dc จะมีค่าขึ้นกับ Re ซึ่งเป็นธรรมดา เพราะว่าท้ังแรงเสียดทานผิวและการไหล
แยกตัวต่างก็เป็นผลมาจากความหนืดซึ่งแสดงในรูปของ Re อย่างท่ีเคยว่าไว้ในบทท่ี 1 

 
รูป 4.6  ผลการทดลองสำหรับสัมประสิทธิ์แรงต้านและสัมประสิทธิ์โมเมนต์ รอบจุด a.c.  

            ของแพนอากาศ NACA 2412 (Abbott & von Doenhoff, 1959)   
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 รูป 4.6  ยังแสดงค่าสัมประสิทธิ์โมเมนต์รอบจุด a.c. ซึ่งเป็นจุดท่ีค่าโมเมนต์รอบจุดนี้จะไม่
เปล่ียนแปลงไปตามมุมปะทะ ข้อมูลในรูป 4.6 แสดงให้เห็นคุณสมบัติข้อนี้จากค่า 

acmc ท่ีคงท่ีในย่าน

กว้างของมุม    

ตัวอย่าง 4.1   พิจารณาแพนอากาศ NACA 2412  ความยาวคอร์ด 0.64 m ในกระแสอากาศใน
บรรยากาศมาตรฐาน ค่าความเร็วกระแสอิสระ 70 m/s แรงยกต่อหน่วยกางปีกเป็น 1254 N/m    
จงคำนวณมุมปะทะและแรงต้านต่อหน่วยกางปีก 
วิธีทำ   ท่ีบรรยากาศมาตรฐาน   =  1.23   kg/m2 

  q = 21

2
V    =  1

2
(1.23 kg/m2)(70 m/s) 2 

   =  3013.5  N/m2   

  cl = L

q S

   =   
( )1

L

q c

  

   = 
( )2 2

1254 N

3013 5 0 64 N/m m. ( . )
  =   0.65 

จากรูป 4.5  สำหรับ   cl  =  0.65  จะได้    =  4  
หาค่าแรงต้านจากรูป 4.6 แต่เนื่องจาก cd ขึ้นกับ Re จึงต้องคำนวณค่า Re ท่ีระดับน้ำทะเล 
ท่ีระดับน้ำทะเลมาตรฐาน   =  1.89  10–5 kg/m.s2    ดังนั้น 

       Re =  V c


 



   

   =  ( )( )3

5 2

kg/m m/s m1 23 70 0 64
 

1 789 10 kg/m-s

. ( )( . )

.
−

  

   =    3.08  106  

ดังนั้นใช้ค่า  Re  ท่ี 3.08  106   ในรูป 4.6   ท่ี   =  4  ได้  cd  =  0.0068 

ดังนั้น  D =  
dq Sc   =   ( )1 dq c c   

   =  3013.5(0.64)(0.0068)  N/m2(m2) 
   =  13.115  N  ตอบ 

4.4 แผ่นวอร์เทค (Vortex Sheet) 
 ในหัวข้อ 3.13 ได้อธิบายแนวคิดเกี่ยวกับวอร์เทค (Vortex) ท่ีมีเส้นกระแสของการไหลเป็น
วงกลมรอบจุดวอร์เทคท่ีมีค่าการหมุนวน (Circulation) ขึ้นอยู่กับกำลัง  ของวอร์เทค ในหัวข้อนี้จะ
ขยายแนวคิดนี้ออกไปอีก จุดวอร์เทคก็เช่นเดียวกับจุดซอร์สท่ีจริงๆ แล้วมีลักษณะเป็นสามมิติ ขอให้

นึกภาพเส้นตรงต้ังฉากกับหน้ากระดาษผ่านจุด o ซึ่งเป็นตำแหน่งของวอร์เทค ให้เส้นตรงยาวไปถึง   
ท้ังในหน้ากระดาษและออกจากหน้ากระดาษ เส้นตรงนี้คือใยวอร์เทค (Vortex filament) ท่ีมีกำลัง     
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ใยวอร์เทคนี้จะเหนี่ยวนำให้เกิดการไหลวอร์เทคขึ้นบนระนาบทุกระนาบท่ีต้ังฉากกับเส้นใยเหมือนท่ี
แสดงในรูป 4.7 เนื่องจากลักษณะการไหลเหมือนกันทุกระนาบ ดังนั้นเราจึงพิจารณาให้การไหลเป็น
สองมิติไม่ใช่เพราะการไหลเกิดขึ้นบนระนาบ 

 
รูป 4.7  ใยวอร์เทค (Vortex filament) (Katz & Plotkin, 2001) 

 ในรูป 4.7 การไหลท่ีเกิดจากการเหนี่ยวนำของเส้นใยวอร์เทคบนระนาบใดๆ ต้ังฉากกับเส้นตรง 
จะเหมือนกันทุกประการและเหมือนกับการไหลท่ีถูกเหนี่ยวนำจากจุดวอร์เทคกำลัง  ดังนั้นการไหล

รอบจุด O และจุด O บนระนาบต้ังฉากกับเส้นจะเหมือนกับการไหลรอบจุดวอร์เทค กำลัง  หรือ
จริงๆ แล้วอาจกล่าวได้ว่าจุดวอร์เทคในหัวข้อ 3.13 เป็นส่วนหนึ่งของเส้นใยวอร์เทค นั่นเอง 
 ถ้าเรานำเอาเส้นใยวอร์เทคมาเรียงกันโดยให้กำลังของวอร์เทคแต่ละเส้นมีค่าน้อยมากแต่จำนวน
วอร์เทคท่ีเรียงกันมีจำนวนมหาศาลในแบบเดียวกับแผ่นซอร์ส (Source sheet) วอร์เทคท่ีเรียงกัน
อย่างต่อเนื่องจะฟอร์มตัวเป็นแผ่นวอร์เทค (Vortex sheet) อย่างในรูป 4.8 เมื่อมองเข้าไปทางข้าง 
จะเห็นแผ่นวอร์เทคปรากฏในรูปการแจกแจงวอร์เทคบนเส้น (Line vortex distribution) ท่ีมีเส้นใย
ต้ังฉากกับแผ่นกระดาษ ให้ s เป็นระยะวัดไปตามเส้นโค้งท่ีเรียงไว้ด้วยวอร์เทคโดยให้กำลังต่อหน่วย
ความยาวหรือความหนาแน่นของวอร์เทคเป็น  =  (s) วัดตามระยะ s จะได้ว่าบนช่วง ds ส้ันๆ บน
โค้งกำลังของวอร์เทคจะเป็น  ds ซึ่งสามารถพิจารณาได้เหมือนกับจุดวอร์เทคกำลัง  ds    

 
รูป 4.8  แผ่นวอร์เทค (Vortex sheet) (Katz & Plotkin, 2001) 
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 ต่อไปพิจารณาจุด P(x, y) ท่ีอยู่ท่ีตำแหน่ง r วัดห่างจาก ds ตามรูป ส่วน ds ของแผ่นวอร์เทค 
ท่ีมีกำลัง  ds จะเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็ว dV ท่ีจุด P (ต้ังฉากกับ r) มีค่า 

  dV = 
2

ds

r




−  (4.1) 

ตามท่ีแสดงในรูป 4.8 ความเร็วที่จุด P เนื่องจากวอร์เทคท้ังหมดบนโค้ง s จาก a ถึง b จะได้จากการ
อินทิเกรทสมการ (4.1) จาก a ถึง b สังเกตว่าความร็ว dV  ท่ีถูกเหนี่ยวนำจากวอร์เทคแต่ละส่วน  
บนโค้ง s จะมีทิศทางต่างกันเพราะทิศทางของ dV  ต้ังฉากกับ r ท่ีวัดจาก ds ดังนั้นการรวมความเร็ว
จาก a ถึง b จึงต้องรวมกันแบบเวกเตอร์ ด้วยเหตุนี้เราจึงสะดวกท่ีจะพิจารณาค่าศักย์ความเร็วหรือ
ฟังช่ันกระแสท่ีจุด P มากกว่าความเร็ว V จากรูปศักย์ความเร็วท่ีจุด P ท่ีถูกเหนี่ยวนำจากวอร์เทค 
ส่วนส้ันๆ ds จะเป็น 

  d = 
2

ds



−   (4.2) 

และศักย์ความเร็วท่ี P เนื่องจากวอร์เทคบนโค้ง s ท้ังหมดจาก a ถึง b คือ 

  (x, y) = 1

2

b

a

ds 
 

  (4.3) 

 สมการ (4.3) ยากท่ีจะประมาณค่าบนโค้ง s ใดๆ แต่จากการพิจารณาแผ่นซอร์สในบทท่ี 3 คงจำ
ได้ว่าถ้าแผ่นซอร์สเป็นเส้นตรง การประมาณค่าจะทำได้ง่ายกว่าโดยเฉพาะเมื่อเป็นค่าบนแกนท่ีเป็น
แนวของแผ่น สำหรับแผ่นวอร์เทคก็เช่นเดียวกัน และถ้าไม่ลืมคงทราบว่าซอร์สและวอร์เทคมี       
เส้นกระแสท่ีอยู่ในแนวฉากกัน ซึ่งทำให้การไหลท้ังสองมีคุณสมบัติสำคัญคือ   ของวอร์เทคจะมี
ฟอร์มเดียวกับ   ของซอร์สหรือกลับกัน ดังนั้นความเร็ว u ท่ีเกิดจากซอร์สจะเป็นแบบเดียวกับ v ท่ี
เกิดจากวอร์เทคและความเร็ว u ท่ีเกิดจากวอร์เทคจะเป็นแบบเดียวกับ v ท่ีเกิดจากซอร์ส (Katz & 
Plotkin, 2001) ดังแสดงในรูป 4.9  

 
รูป 4.9  เปรียบเทียบความเร็วบนแผ่นซอร์ส และ แผ่นวอร์เทค ท่ีเป็นแผ่นเรียบตรง (Katz & Plotkin, 2001) 
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       เนื่องจากค่าการหมุนวน  รอบจุดวอร์เทคจะมีค่าเท่ากับกำลังของวอร์เทค ดังนั้นค่าการหมุน
วนรอบแผ่นวอร์เทคจะมีค่าเท่ากับกำลังของวอร์เทคท้ังหมดบนแผ่นรวมกัน หรือ 

   = 
b

a

ds   (4.4) 

 แต่จากหัวข้อ 3.18 การพิจารณาความเร็วท่ีเกิดจากแผ่นซอร์สได้ว่าความร็วต้ังฉากกับแผ่นซอร์ส 
ณ จุดท่ีอยู่ด้านบนและด้านล่างของแผ่นซอร์สจะมีทิศทางตรงข้ามกัน ส่วนความเร็วขนานกับแผ่น
ซอร์ส จะมีขนาดเท่ากันและทิศทางเดียวกันท้ังด้านบนด้านล่างของแผ่นซอร์ส ดังนั้นจึงอาจสรุปได้เลย
ว่าสำหรับแผ่นวอร์เทคผลท่ีเกิดขึ้นจะตรงข้ามกัน คือ ความเร็วขนานกับแผ่นวอร์เทค จะมีทิศทางตรง
ข้ามกัน ณ จุดท่ีอยู่ด้านบนและด้านล่างเมื่อผ่านจากผิวด้านบนไปด้านล่างของแผ่นวอร์เทค ส่วน
ความเร็วต้ังฉากกับแผ่นวอร์เทคจะมีค่าคงเดิมเมื่อผ่านจากผิวบนไปผิวด้านล่าง ความเร็วในแนวขนาน
กับแผ่นวอร์เทคท่ีเปล่ียนทิศทางจะสัมพันธ์กับกำลังของวอร์เทคดังนี้ พิจารณาแผ่นวอร์เทคในรูป 4.10 
ให้เส้นรอบรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าล้อมรอบส่วนของแผ่นวอร์เทคกว้าง ds ให้ส่วนความเร็วขนานกับขอบ
ด้านบนและด้านล่างของส่ีเหล่ียมเป็น u1 และ u2 ตามลำดับ ให้ส่วนความเร็วขนานกับด้านซ้ายและ
ด้านขวาของส่ีเหล่ียมเป็น v1 และ v2 ตามลำดับ ให้ด้านบนและด้านล่างของรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าห่างกัน 
dn ดังนั้นจากนิยามของการหมุนวนรอบโค้งปิดตามสมการ (2.73) จะได้ค่าการหมุนวนรอบโค้งรูป
ส่ีเหล่ียมผืนผ้า จะเป็น 
   = ( )2 1 1 2v dn u ds v dn u ds− − − +  
   =  ( ) ( )1 2 1 2u u ds v v dn− + −   (4.5) 
แต่ค่าการหมุนวน  เท่ากับกำลังของวอร์เทคในช่วง ds  นั่นคือ 
   =    ds  (4.6) 
 นั่นคือ  ds =  ( ) ( )1 2 1 2u u ds v v dn− + −   (4.7) 

 
 

รูป 4.10  การหมุนวนรอบแผ่นวอร์เทค (Katz & Plotkin, 2001) 

 ถ้าให้ระยะ dn → 0 หรือให้ด้านบนและด้านล่างของรูปส่ีเหล่ียมเล่ือนมาทับกับแผ่นวอร์เทค 
ในขีดจำกัด u1 และ u2 จะเป็นความเร็วในแนวขนานกับแผ่นวอร์เทคท่ีด้านบนและด้านล่างของแผ่น
พอดี และ สมการ (4.7) จะเป็น 
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   ds = (u1 – u2)ds 
หรือ    = (u1 – u2)  (4.8) 
 สมการ (4.8) แสดงผลลัพธ์สำคัญ คือ มันทำให้เห็นว่า “ความเร็วขนานกับแผ่นวอร์เทคท่ีเปล่ียน
ค่าขณะผ่านผิวแผ่นวอร์เทคจากด้านหนึ่งไปอีกด้านหนึ่งจะมีค่าเท่ากับกำลังต่อหน่วยความยาวของ
แผ่นวอร์เทคตรงจุดนั้น” 

 
รูป 4.11  การจำลองการไหลผ่านแพนอากาศโดยการกระจายวอร์เทคไปตามผิวแพนอากาศ 

 อย่าลืมว่าแผ่นวอร์เทคและแผ่นซอร์สในหัวข้อ 3.17 มีคุณสมบัติแบบเดียวกัน ดังนั้นในทำนอง
เดียวกันกับท่ีเราแทนผิวของแพนอากาศด้วยแผ่นซอร์ส เราอาจแทนผิวแพนอากาศด้วย แผ่นวอร์เทค
ท่ีมีกำลังเหมาะสม  (s) เรียงไปตามผิวแพนอากาศ ตามท่ีแสดงในรูป 4.11  (s) ท่ีเหมาะสมคือ     
 (s) ท่ีกระจายไปตามผิวของแพนอากาศแล้วเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็วขึ้นท่ีจุดใดจุดหนึ่งบนผิวซึ่ง
เมื่อรวมกับความเร็วกระแสอิสระแล้วจะอยู่ในแนวสัมผัสผิวพอดี หรือทำให้แผ่นวอร์เทค(ผิวของ   
แพนอากาศ) เป็นเส้นกระแสเส้นหนึ่งของการไหล และค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศจะได้มาจาก 
   = 

s

ds  

เมื่อการอินทิเกรทกระทำไปรอบผิวของแพนอากาศ และในขั้นสุดท้ายจะได้แรงยกจากทฤษฎีของ 
Kutta-Joukowski 

  L = V  
 แนวคิดอันนี้ท่ีจริงมีมานานแล้วเพียงแต่การหาค่า  (s)  โดยตรงไม่สามารถกระทำได้แต่ต้องหา
ค่ากำลังของ   โดยวิธีเชิงตัวเลข ทำให้หลักการได้รับการพัฒนาหลังจากปี ค.ศ.1960 ซึ่งจะได้ศึกษา
ต่อไป 
 ในกรณีของแพนอากาศบางอาจพิจารณาแทนแพนอากาศด้วยเส้นโก่งเฉล่ีย (Mean camber  
line) และใช้แผ่นวอร์เทคท่ีโค้งไปตามแนวของเส้นโก่งเฉล่ียตามท่ีแสดงในรูป 4.12 คำนวณหากำลัง  
 (s) ของแผ่นวอร์เทคท่ีแจกแจงอยู่ในลักษณะท่ีเมื่อรวมกับความเร็วกระแสอิสระแล้ว ความเร็วจะอยู่
ในแนวสัมผัสกับเส้นโก่งเฉล่ีย หรือเส้นโก่งเฉล่ียเป็นเส้นกระแสของการไหล ถึงแม้วิธีการในรูป 4.12   
จะเป็นเพียงการประมาณของรูป 4.11 แต่ก็มีข้อได้เปรียบในแง่ท่ีมันจะให้คำตอบในรูป “Analytical 
form” การพิจารณาแพนอากาศบางเป็นวิธีการท่ีพัฒนาขึ้นโดย “Max Munk” ในปี 1922 
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รูป 4.12  การประมาณแพนอากาศบางด้วยแผ่นวอร์เทค (Katz & Plotkin, 2001) 

4.5 เง่ือนไขของคุตต้า (Kutta Condition) 
 ในหัวข้อ 3.14 เราได้พิจารณาการไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีเกิดแรงยก และพบว่ามีความ
เป็นไปได้ท่ีไม่จำกัดของคำตอบจากทฤษฎีการไหลโพเทนเชียล (Potential flow) ขึ้นอยู่กับการเลือก
กำลัง  ของวอร์เทคท่ีจะผนวกเข้ากับการไหลเอกรูป (Uniform flow) ผ่านจุดซ้อน (Doublet)  
(Katz & Plotkin, 2001) ตัวอย่างในรูป 3.22 เป็นการไหลผ่านทรงกระบอกกลมเมื่อค่า  ต่างกัน 4 
ค่า กรณีอย่างเดียวกัน  จะเกิดขึ้นกับการไหลผ่านแพนอากาศ สำหรับแพนอากาศท่ีกำหนดท่ีมุมปะทะ
อันหนึ่งอาจจะมีคำตอบของการไหลได้นับไม่ถ้วนเช่นกันขึ้นอยู่กับการเลือกค่า   ตัวอย่างเช่น ในรูป 
4.13 แสดงการไหลผ่านแพนอากาศแบบเดียวกันท่ีมุมปะทะเดียวกัน แต่มีค่า  ต่างกัน 3 ค่า อาจทำ
ให้เกิดความสงสัยขึ้นมา เพราะเราทราบอยู่แล้วว่าแพนอากาศท่ีมุมปะทะอันหนึ่งจะสร้างแรงยกขึ้นได้
เพียงค่าหนึ่ง (ดูรูป 4.5)   

 
   (ก)    = 0 จุดชะงักด้านท้ายอยู่ด้านผิวบน   
 
 
   (ข)      มีค่ามากจุดชะงักด้านท้ายถูกดึงมา 
          อยูด้่านผิวล่าง   
 
 
   (ค)  ค่า  พอดีทำให้จุดชะงักด้านท้ายมาอยู่ 
         ท่ีชายหลังและการไหลละจากชายหลังไป 
         อย่างราบเรียบสอดคล้องกับเงื่อนไขของ 
         คุตต้า 
 
       รูป 4.13  การไหลผ่านแพนอากาศสำหรับค่าการหมุนวนต่าง ๆ (Katz & Plotkin, 2001) 
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คำถามคือเราควรจะเลือกค่า  เท่าใดจึงจะเป็นค่าท่ีถูกต้องจากค่า  ท่ีเป็นไปได้นับไม่ถ้วน เห็นได้
ชัดว่าแนวทางในหัวข้อท่ีผ่านมายังไม่เพียงพอท่ีจะใช้พิจารณาการไหลผ่านแพนอากาศได้อย่างสมบูรณ์   
เรายังต้องการเงื่อนไขท่ีจะใช้กำหนดค่า  สำหรับแพนอากาศท่ีมุมปะทะ  
 เงื่อนไขท่ีต้องการจะได้จากการพิจารณารูป 4.14 ซึ่งเป็นรูปวาดจากการทดลองดูการก่อตัวของ
การไหลรอบแพนอากาศซึ่งถูกจัดให้เคล่ือนไหวโดยเริ่มจากสภาพอยู่นิ่ง ในรูป 4.14 ก การไหลกำลัง
จะเริ่มต้น รูปแบบการไหลเริ่มเกิดขึ้นรอบๆ แพนอากาศในตอนแรกสุดนี้กระแสอากาศจะพยายาม
ม้วนตัวอ้อมชายหลังจากด้านล่างไปยังด้านบนเหมือน ท่ีแสดงในรูป 4.13 ก อย่างไรก็ตาม            
การวิเคราะห์การไหล (โดยใช้วิธีการท่ีซับซ้อนกว่าของเรา) แสดงให้เห็นว่าในทางทฤษฎีค่าความเร็ว  
ท่ีชายหลังในกรณีนี้จะมีค่าเป็น  สำหรับชายหลังท่ีเป็นมุมแหลม ดังนั้นลักษณะของการไหลอย่าง 
ในรูป 4.13 ก และรูป 4.14 ก จะเกิดขึ้นไม่ได้นานในธรรมชาติเมื่อการไหลจริงก่อตัวขึ้นรอบแพน
อากาศ จุดชะงักบนผิวบนแพนอากาศ (จุด 2 ในรูป 4.13 ก) จะขยับลงไปหาชายหลัง รูป 4.14 ข 
แสดงขั้นตอนในช่วงนี้ ท้ายท่ีสุดหลังจากกระบวนการในช่วงเริ่มต้นหมดไปการไหลจะเข้าสู่สภาวะคงท่ี
ตามท่ีแสดงในรูป 4.14 ค รูปวาดแสดงให้เห็นการไหลท่ีออกจากผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศ   
ไปจากชายหลังอย่างราบเรียบ เหมือนกับท่ีแสดงในรูป 4.13 ค และเป็นตัวแทนของการไหลท่ีน่าจะ
เป็นสำหรับการไหลสภาวะคงตัวผ่านแพนอากาศ 

 
(ก)  การไหลในช่ัวขณะแรกของการเคล่ือนท่ี    
 
 
(ข)  การไหลในช่ัวขณะส้ัน ๆ หลังจากเริ่มต้นแสดงการ
เติบโตของวอร์เทคเริ่มต้น (Starting vortex)   
 
(ค) หลังจากเวลาผ่านไปเมื่อการก่อตัวของวอร์เทคเริ่มต้น
และค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศสมบูรณ์จนกระท่ังการ
ไหลออกจากชายหลังอย่างราบเรียบ 
 

รูป 4.14 พัฒนาการของรูปแบบการไหล แสดงโดยการทดลองรอบแพนอากาศ (Anderson, 2016) 
 
 รูป 4.13 และ 4.14 ทำให้เราแน่ใจได้ว่าการไหลผ่านแพนอากาศในสภาวะคงท่ี ท่ีจะเกิดขึ้นได้ท่ี
มุมปะทะอันหนึ่ง ธรรมชาติจะยอมให้มีค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศเป็นค่าเฉพาะอันหนึ่ง (3 ในรูป 
4.13) เท่านั้นซึ่งจะมีผลให้เกิดการไหลท่ีละจากชายหลังออกไปอย่างราบเรียบ ข้อสังเกตนี้ถูกกล่าวถึง
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และนำมาใช้เป็นคนแรกโดยนักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน “M. Wilhem Kutta” ดังนั้นจึงเรียกเงื่อนไข
นี้ว่าเงื่อนไขของคุตต้า (Kutta condition) 
 เพื่อท่ีจะนำเงื่อนไขของคุตต้ามาใช้วิ เคราะห์ทางทฤษฎี จำเป็นต้องกำหนดให้แน่ชัดถึง         
ธรรมชาติของการไหลท่ีชายหลังของแพนอากาศ ชายหลังของแพนอากาศอาจมีมุมจำกัดเป็นรูป
ชายธงเหมือนรูปทางซ้ายของรูป 4.15 หรือชายหลังอาจจะเป็นรูปเขี้ยวเหมือนทางขวาของรูป 4.15   
รูปร่างท้ังสองแบบนี้มีลักษณะการไหลท่ีพิจารณาได้ต่างกันดังนี้ พิจารณาชายหลังท่ีมีมุมจำกัดในรูป 
4.15 ให้ V1 และ V2 เป็นความเร็วของกระแสตามผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศตามลำดับ   
เนื่องจากเงื่อนไขท่ีจำเป็น คือ ความเร็วต้องอยู่ในแนวสัมผัสผิว ถ้าให้ความเร็ว V1 อยู่ในทิศทางสัมผัส
กับผิวบนและ V2 อยู่ในแนวสัมผัสกับผิวล่าง ดังนั้นท่ีชายหลังของแพนอากาศถ้าความเร็ว V1 และ V2 

ไม่เป็นศูนย์แล้วเราจะพบกับสถานการณ์ท่ีจุด a ในรูปเป็นจุดในสนามการไหลท่ีมีความเร็ว 2 ค่า และ
สองทิศทางซึ่งเป็นไปไม่ได้ในความเป็นจริง และมีโอกาสเดียวสำหรับจุด a ท่ีจะมีความเร็วค่าเดียวคือ 
ความเร็ว V1 และ V2 ต้องเท่ากับศูนย์ หมายความว่าสำหรับชายหลังท่ีมีมุมจำกัดชายหลังจะเป็นจุด
ชะงัก (Stagnation point) และ  V1 = V2 = 0 แต่สำหรับชายหลังรูปเข้ียวในรูป 4.15 เนื่องจากผิว
บนและผิวล่างท่ีมาบรรจบกันมีแนวสัมผัสขนานกัน ดังนั้น V1 และ V2 จะอยู่ในทิศทางเดียวกันท่ีจุด a 
และ V1 กับ V2 จะมีค่าไม่เท่ากับศูนย์ได้ แต่เนื่องจากค่าความดันท่ีจุด a  pa จะมีค่าได้เพียงค่าเดียว 
เมื่อนำสมการของเบอร์นูล่ีมาใช้กับจุดบนผิวด้านบนและด้านล่างก่อนถึงจุด a จะได้ 
 

 
 

รูป 4.15  รูปแบบชายหลังท่ีต่างกันสองแบบและความสัมพันธ์กับเงื่อนไขของคุตต้า (Anderson, 2016) 

  2
1

1

2
ap V+  = 2

2

1

2
ap V+  

หรือ  V1 = V2 
ดังนั้นสำหรับชายหลังรูปเขี้ยวความเร็วท่ีละจากชายหลังจากผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศ จะมีค่า
จำกัด และมีขนาดและทิศทางเหมือนกัน เราอาจสรุปเงื่อนไขของคุตต้าได้ดังนี้ 
 1. สำหรับแพนอากาศท่ีมุมปะทะอันหนึ่ง ค่า  รอบแพนอากาศจะต้องเป็นค่าท่ีทำให้กระแส
อากาศละจากชายหลังออกไปอย่างราบเรียบ 
 2.   ถ้าชายหลังมีมุมจำกัด ชายหลังจะเป็นจุดชะงัก (Stagnation point) 
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 3.  ถ้าชายหลังเป็นรูปเขี้ยวความเร็วจากผิวบนและผิวล่างท่ีละออกจากชายหลังจะมีขนาด
เท่ากัน และมีทิศทางเดียวกัน 
 ถ้ากลับไปดูหัวข้อ 4.4 แนวคิดท่ีใช้แผ่นวอร์เทคแทนผิวของแพนอากาศ หรือแทนเส้นโก่งเฉล่ีย   
กำลังต่อหน่วยความยาว  (s) ของแผ่นวอร์เทคจะสัมพันธ์กับความเร็วด้านบนและด้านล่าง ของแผ่น  
ดังนั้นจากเงื่อนไขของคุตต้า ท่ีชายหลังของแพนอากาศ จากสมการ(4.8) 
   (T.E.) =  (a)  =  V1 – V2  
แต่ V1 จะเท่ากับ V2 ท่ีชายหลังเสมอ ดังนั้นเงื่อนไขของคุตต้าในเทอมของกำลังของแผ่นวอร์เทคท่ีชาย
หลัง จะเป็น 
   (T.E.) = 0  (4.9) 

4.6 ทฤษฎีการหมุนวนและวอร์เทคเร่ิมต้นของเคลวิน (Kelvin’s Circulation Theory & The  
 Starting Vortex) 
 ก่อนจะเริ่มต้นการวิเคราะห์การไหลผ่านแพนอากาศ เราจะจบแนวคิดท่ัวไปท่ีสัมพันธ์กับทฤษฎี
แพนอากาศในหัวข้อนี้ จากหัวข้อ 4.5 เงื่อนไขของคุตต้ากำหนดว่าค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศจะมี
ค่าท่ีพอดีทำให้การไหลละจากชายหลังไปอย่างราบเรียบ คำถามก็คือธรรมชาติสร้างการหมุนวนนี้
ขึ้นมาได้อย่างไร การหมุนวนรอบแพนอากาศมีขึ้นมาได้เอง หรือ จะมีค่าแน่นอนคงท่ีไม่เปล่ียนแปลง
ในสนามการไหล ปัญหาเหล่านี้จะได้พิจารณากันในรายละเอียดต่อไปนี้ 

 
รูป 4.16  ทฤษฎีของเคลวิน (Anderson, 2016) 
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 พิจารณาการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวในรูป 4.16 ไม่คิดน้ำหนักของอากาศ เลือกโค้ง C1 
ใดๆ ท่ีบนโค้งประกอบด้วยอนุภาคของไหลท่ี ณ เวลา t1 อยู่บนตำแหน่งตามโค้ง จากนิยามของการ

หมุนวนรอบโค้ง C1  จะได้ 1 = 
1C

V ds− 
    หลังเวลาผ่านไปอนุภาคของไหลบนโค้ง C1 เดิมจะ

เคล่ือนท่ีมาอยู่ในตำแหน่งใหม่ และฟอร์มตัวอยู่บนโค้ง C2 เมื่อเวลา t2 ซึ่งมีค่าการหมุนวนรอบโค้ง  

2 = 
2C

V ds− 
 จากเงื่อนไขของการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว อาจสรุปได้ว่า  1  =  2  ท่ีจริง

แล้วเพราะเราติดตามชุดของอนุภาคของไหลชุดเดิมจาก C1 มา C2 อาจกล่าวได้ว่าการหมุนวนรอบโค้ง
ปิดท่ีเกิดจากอนุภาคของไหลท่ีเรียงต่อกันชุดเดิมจะมีค่าคงท่ีเสมอขณะท่ีอนุภาคเคล่ือนท่ีไปในสนาม   
ดังนั้นจากอัตราการเปล่ียนแปลงของ  ของอนุภาคของไหล 

  D

Dt

  = 0  (4.10) 

นั่นคืออัตราการเปล่ียนแปลงของการหมุนวนรอบโค้งปิดท่ีประกอบด้วยอนุภาคของไหลจำนวนเดิมจะ
มีค่าเป็นศูนย์เสมอในการไหลท่ีไม่มีความหนืดมาเกี่ยวข้อง สมการ (4.10) พร้อมกับข้อความรองรับ
ท้ังหมดเรียกว่าทฤษฎีของเคลวิน 
 ทฤษฎีของเคลวินช่วยอธิบายการกำเนิดของการหมุนวนรอบแพนอากาศได้ดังนี้ พิจารณาแพน
อากาศในของไหลท่ีอยู่นิ่งในรูป 4.17 ก  เพราะ V = 0 ทุกแห่ง ดังนั้นค่าการหมุนวนรอบโค้ง C1 จะมี
ค่าเป็นศูนย์ ต่อมาเริ่มทำให้เกิดการไหลผ่านแพนอากาศ ในตอนแรกการไหลจะพยายามม้วนอ้อมชาย
หลังขึ้นมาอย่างท่ีได้กล่าวมาแล้ว ในลักษณะเช่นนี้ความเร็วท่ีชายหลังทางทฤษฎีจะมีค่าเป็น  หรือ
ในความเป็นจริงจะมีค่าสูงมาก ผลก็คือในช่ัวขณะแรกหลังการไหลเริ่มต้นช้ันบาง ๆ ท่ีบรรจุไว้ด้วยของ
ไหลท่ีมีเกรเดียนของความเร็วสูง (และแน่นอนมีวอร์ทิซิต้ี, Vorticity, สูง) จะเกิดขึ้นที่ชายหลัง ย่านท่ีมี
ค่าวอร์ทิซิต้ีสูงนี้จะยึดอยู่กับกลุ่มอนุภาคของไหล (Fluid element) ชุดหนึ่ง และจะถูกพัดท้ิงไป
ทางด้านหลังของการไหลพร้อมกับท่ีกลุ่มอนุภาคของไหลเคล่ือนท่ีออกจากชายหลัง ในขณะท่ีเคล่ือนท่ี
ไปทางด้านหลัง เนื่องจากแถบบางๆ ท่ีมีวอร์ทิซิต้ีสูงบรรจุอยู่นี้ไม่มีความมั่นคง ดังนั้นมันจะพยายาม
ม้วนขึ้นและก่อตัวคล้ายกับจุดวอร์เทคเราเรียกวอร์เทคท่ีเกิดขึ้นนี้ว่า“วอร์เทคเริ่มต้น” (Starting 
vortex) และแสดงให้เห็นในรูป 4.17 ข หลังจากการไหลรอบแพนอากาศเข้าสู่สภาวะคงท่ี การไหลจะ
ละจากชายหลังอย่างราบเรียบตามเงื่อนไขของคุตต้า เกรเดียนของความเร็วท่ีชายหลังจะหมดไปและ
จะไม่มีค่าวอร์ทิซิต้ีเกิดขึ้นท่ีชายหลังอีก อย่างไรก็ตามวอร์เทคเริ่มต้นท่ีเกิดขึ้นในตอนแรกของการไหล
และเคล่ือนตัวท้ิงไปทางด้านหลังจะคงอยู่ตลอดไป รูป 4.17 ข แสดงสนามการไหลในช่ัวระยะเวลา
หนึ่งหลังจากการไหลเริ่มต้นและการไหลรอบแพนอากาศเข้าสู่สภาวะคงท่ี และวอร์เทคเริ่มต้นเคล่ือน
ตัวห่างไปทางท้ายลมอนุภาคของไหลท่ีตอนแรกจัดตัวเป็นเส้นโค้ง C1 ในรูป 4.17 ก ตอนนี้จะอัดตัว
อยู่ตามโค้ง C2 ซึ่งมีวงจรท่ีสมบูรณ์ในแนว abcd ในรูป 4.17 ข ดังนั้นจากทฤษฎีของเคลวินค่าการ
หมุนวนรอบโค้ง C2 ท่ีล้อมรอบท้ังแพนอากาศและ วอร์เทคเริ่มต้นไว้ภายในจะเหมือนกับรอบโค้ง C1 
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(ก)  ของไหลอยู่นิ่งเทียบกับแพนอากาศ 

 
(ข)  ภาพการไหลช่ัวขณะหลังการเคล่ือนไหว  

รูป 4.17  การเกิดวอร์เทคเริ่มต้นและผลลัพธ์ของการเกิดแรงยกบนแพนอากาศ (Anderson, 2016) 

หรือเท่ากับศูนย์ นั่นคือ 1 =  2 = 0 ถ้าเราแบ่งโค้ง C2  เป็นสองส่วน คือโค้งปิด C4  และ C3 ตาม
วงจร abda และ bcdb  โค้ง C3 ล้อมรอบวอร์เทคเริ่มต้น โค้ง C4 ล้อมรอบแพนอากาศ  จะเห็นว่า 
3 จะเป็นผลมาจากวอร์เทคเริ่มต้น และจากรูปจะเห็นว่า 3 อยู่ในทิศทวนเข็มนาฬิกา หรือมีค่าเป็น
ลบ การหมุนวนรอบโค้ง C4 ท่ีล้อมรอบแพนอากาศเป็น 4 และเพราะว่าส่วนโค้ง bd  ร่วมกันระหว่าง 
C3 และ C4  ผลรวมของการหมุนวนรอบ C3 และ C4 จะเท่ากับรอบโค้ง C2 3+ 4 =  2   แต่ 2 = 0  
ดังนั้น 4 = - 3 นั่นคือการหมุนวนรอบแพนอากาศจะเท่ากับและอยู่ในทิศทางตรงข้ามกับการหมุน
วนรอบวอร์เทคเริ่มต้น 
 จากท่ีกล่าวมานำไปสู่ข้อสรุปและความสำคัญของหัวข้อนี้ คือ เมื่อการไหลผ่านแพนอากาศ  
เริ่มต้นขึ้น ค่าเกรเดียนความเร็วท่ีมากท่ีชายหลังจะเป็นผลให้เกิดการก่อตัวของบริเวณท่ีเต็มไปด้วย 
วอร์ทิซิต้ี ซึ่งจะค่อยๆ ม้วนตัวขึ้นไปทางด้านหลังจากชายหลัง และก่อตัวเป็นวอร์เทคเริ่มต้นซึ่งมีค่า 
การหมุนวนโดยรอบเป็นการหมุนทวนเข็มนาฬิกา ดังนั้นจากปฏิกิริยาท่ีเกิดขึ้นเท่ากันในทิศทางตรง
ข้ามก็จะเกิดการหมุนวนตามเข็มนาฬิกาขึ้นรอบแพนอากาศ เมื่อกระบวนการดำเนินต่อไป วอร์ทิซิต้ี
จากชายหลังจะถูกป้อนเข้าสู่วอร์เทคเริ่มต้นอย่างคงท่ี และทำให้มันมีกำลังเพิ่มขึ้น และมีการหมุนวน
ทวนเข็มนาฬิกาเพิ่มขึ้น ทำให้การหมุนวนรอบแพนอากาศเพิ่มขึ้นพร้อมกัน ดึงให้การไหลท่ีชายหลัง
เข้าสู่เงื่อนไขของคุตต้าและทำให้วอร์ทิซิต้ีท่ีทอดตัวไปด้านหลังอ่อนกำลังลงตามลำดับ จนในท่ีสุด  
วอร์เทคเริ่มต้นจะถูกสร้างขึ้นจนมีกำลังพอดีทำให้เกิดการหมุนวนในทิศทางตรงข้ามรอบแพนอากาศท่ี
ทำให้การไหลละจากชายหลังอย่างราบเรียบตามเงื่อนไขของคุตต้า เมื่อถึงตรงนี้วอร์ทิซิต้ีท่ีทอดไป
ทางด้านหลังจะมีกำลังเป็นศูนย์ และวอร์เทคเริ่มต้นจะไม่เพิ่มความแรงขึ้นอีก และการหมุนวนรอบ
แพนอากาศจะเข้าสู่สภาวะคงท่ี 
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4.7 ทฤษฎีแพนอากาศบาง : แพนอากาศสมมาตร (Classical Thin Airfoil Theory : The  
  Symmetric Airfoil) 
 ในหัวข้อท่ีผ่านมา ได้สำรวจคุณลักษณะของแพนอากาศจากผลการทดลองและแนวทางกับ
ปรัชญาท่ีใช้ร่วมกับทฤษฎีในการวิเคราะห์ ในหัวข้อนี้ จะเริ่มพิจารณาทางทฤษฎีสำหรับการไหลผ่าน
แพนอากาศบางท่ีสร้างแรงยก ในกรณีท่ีเกิดแรงยกบนแพนอากาศนั้นแรงยกจะเป็นผลมาจากสองส่วน 
คือ มุมปะทะและความโก่ง ในหัวข้อนี้เราจะพิจารณาแพนอากาศสมมาตรท่ีมีมุมปะทะ สำหรับแพน
อากาศท่ีมีความโก่ง จะกล่าวถึงในหัวข้อต่อไป 
 พิจารณาแพนอากาศใด ๆ ในรูป 4.18 ให้ผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศกำหนดด้วยเส้นโค้ง 
yu(x) และ yl(x) ให้ c เป็นความยาวคอร์ดและกำหนดให้แกน x ทับแนวคอร์ดมีจุดกำเนิดอยู่ท่ี  ชาย

หน้า ให้ความเร็วกระแสอิสระ V ทำมุมปะทะ   กับคอร์ด ถ้า ( )y x  และ T(x) เป็นเส้นโก่งเฉล่ีย
และการแจกแจงความหนาของแพนอากาศ (Kuethe & Chow, 1997) ดังนั้น 
  T(x)  = yu(x) – yl(x)     (4.11) 

  ( )y x  = ( ) ( )( )
1

2
u ly x y x+   (4.12) 

หรือ  yu(x) = ( )
1

2
( )y x T x+    (4.13a) 

  yl(x) = ( )
1

2
( )y x T x−    (4.13b) 

 
 

รูป 4.18  รูปร่างของแพนอากาศกำหนดโดยสมการเส้นโค้งผิวบนและผิวล่าง (Moran, 2010)      
                 

 สำหรับการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวทิศทางของกระแสอากาศจะไหลในแนวสัมผัสกับผิว
ของแพนอากาศ เพราะฉะนั้น 

ตามผิวบน    y =  yu   → v

u
  = udy

dx
  (4.14a) 

ตามผิวล่าง   y =  yl     → v

u
  = ldy

dx
   (4.14b) 

 เมื่อ udy

dx
และ ldy

dx
 คือความชันของเส้นโค้งผิวแพนอากาศด้านบนและด้านล่าง u และ v คือ

ส่วนของความเร็วขนานกับแกน x และแกน y สำหรับแพนอากาศบางท่ีมุมปะทะต่ำอาจประมาณค่า
ความเร็ว u และ v บนผิวของแพนอากาศได้ดังนี้ 
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  u    V cos     V  (4.15) 

  v(x, yu)  v(x, 0+)  (4.16a) 

  v(x, yl)  v(x, 0–)  (4.16b) 
 ในสมการ (4.15) กรณีแพนอากาศบางทิศทางและขนาดของความเร็ว V จะเปล่ียนแปลงไปจาก

ความเร็ว V ไม่มากและมุมท่ีความเร็ว V  ทำกับแนวคอร์ดน้อย (ยกเว้นบริเวณชายหน้า) จึงประมาณค่า u  

ด้วย V ได้ ในสมการ (4.16a) และ (4.16b) ตำแหน่งของจุดบนผิวแพนอากาศด้านบนและด้านล่างไม่ห่าง

จากคอร์ด ดังนั้นจึงอาจประมาณค่าความเร็ว v ตามผิวบนโดยใช้ค่า v บนแกน x ด้านบน (y → 0+)     

และประมาณค่าความเร็วตามผิวด้านล่างโดยใช้ค่า v ใต้แกน x ด้านล่าง (y → 0–) ในการคำนวณได้ 
 

 
รูป 4.19  การประมาณค่าความเร็วบนผิวแพนอากาศบาง (Moran, 2010) 

 แทนค่าจากสมการ (4.13a) และ (4.13b) กับความเร็ว u และ v โดยประมาณลงในสมการ
(4.14) จะได้ว่า สำหรับแพนอากาศบางความเร็วโดยประมาณบนผิวในทิศทางต้ังฉากกับคอร์ดจะ
สัมพันธ์กับความโก่ง y  และการแจกแจงความหนา T(x)  ตามสมการ 

  v(x, 0+) =  1

2

dy dT
V

dx dx

 

+ 
 

  (4.17a) 

  v(x, 0–) =  1

2

dy dT
V

dx dx

 

− 
 

  (4.17b) 

 ทำนองเดียวกันค่าความเร็ว u(x, yu), u(x, yl) และสัมประสิทธิ์ความดัน cp(x, yu), cp(x, yl) 
ตามผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศก็สามารถประมาณค่าโดยใช้ค่าด้านบนและด้านล่างของแกน x 
(แนวคอร์ด) แทนได้เช่นเดียวกัน แต่ต้องระลึกไว้เสมอว่าถึงแม้จะคิดค่าบนแกน x เหมือนกันแต่ 0+  
แทนการเข้าสู่แกน x จากผิวด้านบน และ 0– แทนการเข้าสู่แกน x จากผิวด้านล่าง ซึ่งไม่จำเป็นต้องมี
ค่าเหมือนกัน 
 ถ้าพิจารณากระแสอิสระท่ีไหลผ่านแพนอากาศท่ีมุมปะทะอันหนึ่ง ท่ีถูกทำให้เบี่ยงเบนไปจาก 
ความเป็นการไหลเอกรูป (Uniform flow) ว่าเป็นผลมาจาก ความหนา และความโก่งของแพนอากาศ 
จะสะดวกท่ีจะพิจารณาสนามการไหลท่ีมีศักย์ความเร็ว (Velocity potential)   ท่ีเป็นผลรวมของ 
ศักย์ความเร็วของการไหล 3 ส่วน คือ 
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   =  + T + C  (4.18) 
โดยท่ี      เป็น ศักย์ความเร็วของการไหลเอกรูปท่ี  
         T   เป็นศักย์ความเร็วท่ีใช้แทนผลจากความหนาของแพนอากาศ 
        C   เป็นศักย์ความเร็วท่ีใช้แทนผลจากความโก่งของแพนอากาศ 
 ความเร็ว u และ v ท่ีแต่ละจุดในสนามการไหลจะเป็นผลมาจากการเหนี่ยวนำของศักย์ความเร็ว   
ดังนั้นเรามองหาฟังช่ัน   ของการไหลท่ีเป็นการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว ( ท่ีสอดคล้องกับสมการ
ลาปลาส 2 0 = ) มีความเร็วสม่ำเสมอ (Uniform) ท่ี   มีมุมปะทะ   และความเร็วท่ีผิวแพนอากาศ
อยู่ในแนวสัมผัสผิว หรือมีความเร็วตามสมการ (4.17a) และ (4.17b) โดยประมาณ นั่นคือ  
  2  = 2 2 2

T C   +  +    =  0  (4.19) 

ให้   เป็นศักย์ความเร็วของการไหลเอกรูปท่ีมุมปะทะ  

    =  (V  cos) x + (V sin) y  

สำหรับมุมปะทะต่ำ (< 20)  cos     1  และ  sin       ดังนั้น 

   =  V x + V  y  (4.20) 

  ในสมการ (4.20) ให้ค่าความเร็วท่ี   เป็น V  ท่ีมุมปะทะ  และสอดคล้องกับสมการ 
ลาปลาส ดังนั้นเพื่อให้เงื่อนไขของการไหลสอดคล้องกับท่ีกล่าวไว้แล้ว เราจึงมองหา T  และ C  ท่ี 
 1. เป็นศักย์ความเร็วท่ีต้องสอดคล้องกับสมการลาปลาส  

2
T  =  2

C   =  0 
 2. ความเร็ว 

TV
 และ CV


 ท่ีเกิดจาก T  และ C จะต้องเป็นศูนย์ เมื่อห่างจากแพนอากาศ

ออกไปสู่  
 3. ความเร็วตามแกน y, vT และ vC  ท่ีเกิดจาก T  และ C  เมื่อรวมกับความเร็วตามแกน y, 

v  จาก   จะต้องให้ความเร็ว v ท่ีสอดคล้องกับสมการ (4.17) นั่นคือ 

  v + vT (x, 0+) + vC (x, 0+) = 1

2

dy dT
V

dx dx

 

+ 
 

  (4.21a) 

  v + vT (x, 0-) + vC (x, 0-) = 1

2

dy dT
V

dx dx

 

− 
 

  (4.21b) 

 ในสมการ (4.21) ความเร็ว v ตามผิวบนและผิวล่างเนื่องจาก , T และ C จะขึ้นอยู่กับ

ความเร็วกระแสอิสระ เทอมท่ีมาจากความโก่ง ( dy
dx

) และเทอมท่ีมาจากความหนา ( dT
dx

) เลือกให้ค่า 

vT  สัมพันธ์กับเทอม dT
dx

 ในสมการ (4.21) นั่นคือ เลือก  

  vT (x, 0)  =   1

2

dT
V

dx
    ในช่วง   0 < x < c  (4.22) 

เมื่อแทนค่า v  =  V  และ vT จากสมการ (4.22) ลงในสมการ (4.21) จะได้ vC (x, 0) มีค่าเป็น 
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  vC (x, 0)  =   dy
V

dx


 
− 

 
   ในช่วง   0 < x < c  (4.23) 

 สังเกตว่าเราพิจารณาสมการ (4.22) และ (4.23) ในช่วง 0 < x < c  คือจากชายหน้าไปชายหลัง 
เพราะเราพิจารณาเฉพาะความเร็วบนผิวแพนอากาศเป็นหลัก ข้อสังเกตอีกข้อหนึ่งคือ ความเร็ว vT 
เนื่องจาก T  ท่ีประมาณบนแกน x และใต้แกน x จะมีค่าเท่ากันแต่มีทิศตรงข้ามกัน หรือความเร็ว vT  
จะเปล่ียนเป็นทิศตรงข้ามเมื่อข้ามแกน x แต่ความเร็ว vC เนื่องจาก C จะมีค่าเท่ากันท้ังบนแกน x 
และใต้แกน x หรือความเร็วไม่เปล่ียนเมื่อข้ามแกน x ดังนั้นเราพยายามหา T  และ C ท่ีสอดคล้อง
กับเงื่อนไขท่ีกล่าวมาท้ัง 3 ข้อ และทำให้เกิดความเร็ว v ท่ีมีลักษณะตามสมการ (4.22) และ (4.23) 
ในช่วง 0 < x < c 
 เงื่อนไขท้ังหมดท่ีจำเป็นสำหรับ T  จะสอดคล้องกับศักย์ความเร็วของเส้นซอร์ส (Line source) ท่ี
มีการแจกแจงบนแกน x จาก 0 ถึง c ด้วยความหนาแน่น q(x) สังเกตว่าเส้นซอร์สจะเหนี่ยวนำให้เกิด
การไหลท่ีเป็นการไหลไร้การหมุนไร้การอัดตัว (Incompressible irrotional flow) หรือ 2

s  = 0    
เมื่อ s  คือศักย์ความเร็วของเส้นซอร์สท่ีมีการแจกแจงบนแกน x และความเร็วเนื่องจากซอร์สจะเป็น
ศูนย์เมื่อระยะห่างจากซอร์สไปยังจุดวัดความเร็วเข้าสู่    
 สำหรับเส้นซอร์สความหนาแน่น q(t) ท่ีมีการแจกแจงบนแกน x จาก 0 ถึง c จะเหนี่ยวนำให้
เกิดความเร็วตามสมการ (3.127) และ (3.128) จากบทท่ี 3 

  us = 
2 2

0
2

( ) ( )

( )

c
q t x t

dt
x t y

−

− +              

  vs = 
2 2

0
2

( )

( )

c
q t y

dt
x t y − +              

การประมาณค่าทำได้บนแกน x ในช่วง 0 ถึง c ทำนองเดียวกับ สมการ (3.130) และ (3.133) คือ 

  vs(x, 0)  =  1

2
( )q x   (4.24) 

  us(x, 0) =  
0

1

2

( )

( )

c
q t

dt
x t −     (4.25) 

 จะเห็นว่าศักย์ความเร็วของเส้นซอร์สจะสอดคล้องกับเงื่อนไขของ T  ทุกประการ ดังนั้นอาจ
สรุปได้ว่า T  ท่ีหาอยู่คือศักย์ความเร็วของเส้นซอร์สท่ีมีการแจกแจงด้วยกำลังต่อหน่วยความยาว 
q(x) จาก 0 ถึง c บนแกน x  
 เพราะฉะนั้น จากสมการ (4.22) และ (4.24) 

  vs(x, 0) =  1

2

dT
V

dx
   =  ( )

1

2
q x  

นั่นคือ  q(x) =   dT
V

dx
   (4.26) 
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 กำลังของซอร์สท่ีเป็นตัวแทนของการไหลผ่านความหนาของแพนอากาศจะได้จากสมการ (4.26)   
แทนสมการ (4.26) ลงในสมการ (4.25) จะได้ 

  us(x, 0) = uT(x, 0) = 
0

2

c
V T

dt
x t

 

−   (4.27) 

 เมื่อ dT
T

dx
 =  สังเกตว่าในสมการ (4.27) เส้นซอร์สท่ีมีการแจกแจงบนแกน x จะเหนี่ยวนำให้เกิด

ความเร็ว u ท่ีไม่เปล่ียนค่าเมือ่ข้ามจากบนลงล่างผ่านแกน x นั่นคือเส้นซอร์สจะเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็ว 
  uT(x, 0+) = uT(x, 0-)  (4.28) 
แต่จะเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็ว v ท่ีเปล่ียนค่าจากบวกเป็นลบเมือ่ข้ามจากบนลงล่างผ่านแกน x   
  vT(x, 0+) = - vT(x, 0-)  (4.29) 
 จากความเร็วส่วนท่ีเกิดจาก T ในสมการ (4.28) และ (4.29) ทำให้เรากำหนดเงื่อนไขท่ีจะใช้
พิจารณาหา C ได้ดังต่อไปนี้ พิจารณาส่วนของความเร็วตามผิวบนและผิวบนและผิวล่างโดยประมาณ
ท่ีเกิดจาก   , T และ C 
  u(x, 0+) = ( ) ( )0 0, ,T CV u x u x

+ +
 + +   (4.30a) 

  u(x, 0-) = ( ) ( )0 0, ,T CV u x u x
− −

 + +   (4.30b) 
 จากสมการ (4.28)  uT(x, 0+) = uT(x, 0-) ดังนั้นในสมการ (4.30) uC(x, 0+) ต้องมีค่าไม่เท่ากับ 
uC(x, 0-) ไม่เช่นนั้นเราจะได้สถานการณ์ท่ีการประมาณค่าความเร็ว u ขนานกับคอร์ดตามผิวบนและ
ผิวล่างของแพนอากาศทุกจุดตามแนวคอร์ดเท่ากันเสมอ ซึ่งเป็นไปไม่ได้สำหรับแพนอากาศท่ี          
ไม่สมมาตร แต่จากสมการ (4.23) 
  vC(x, 0+) = vC(x, 0-)  (4.31) 
 ดังนั้น จึงต้องหา C ท่ีสอดคล้องกับเงื่อนไขท่ีกล่าวมาและ เหนี่ ยวนำให้เกิดความเร็ว 

 uC(x, 0+)    uC(x, 0-) และ  vC(x, 0+) = vC(x, 0-) จะเห็นว่าเงื่อนไขท่ีกำหนด C  จะเหมือนกับ
เงื่อนไขท่ีกำหนด T ทุกประการ เว้นแต่เงื่อนไขของความเร็ว uC  และ vC ท่ีสลับกับเงื่อนไขของ
ความเร็ว uT และ vT  ซึ่งแสดงไว้ด้านล่าง คือ 
                               T                                                                                                        C 
  uT(x, 0+) =  uT(x, 0-)                                   uC(x, 0+)    uC(x, 0-) 
  vT(x, 0+)    vT(x, 0-)                                  vC(x, 0+)  =  vC(x, 0-) 
 เงื่อนไขนี้ทำให้เห็นว่า C น่าจะเป็นศักย์ความเร็วของวอร์เทคท่ีมีการแจกแจงบนแกน x จาก 0 
ถึง c ด้วยกำลังต่อหน่วยความยาว  (x)  ลองพิจารณาวอร์เทคท่ีมีการแจกแจงบนแกน x จาก 0 ถึง c  
ความเร็วที่ถูกเหนี่ยวนำจากวอร์เทคจะเป็น 

  uv =  
2 2

0
2

( )

( )

c
t y

dt
x t y



 − −   (4.32) 
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  vv =  –
2 2

0
2

( )

( )

c
t x t

dt
x t y





−

− −   (4.33) 

 สังเกตว่ารูปของการอินทิเกรทค่า uv ในสมการ (4.32) จะตรงกับสมการ(3.128) สำหรับ vs 
และรูปของการอินทิเกรทค่า vv ในสมการ (4.33) จะตรงกับสมการ (3.127) สำหรับ us  ดังนั้น
ผลลัพธ์ของการประมาณค่า uv และ vv  บนแกน x จะเป็น 

  uv(x, 0 ) = ( )
1

2
x    (4.34) 

และ  vv(x, 0 ) = 
0

2

( )

( )

c
t dt

x t



 −   (4.35) 

ตามรูปทางขวาของรูป 4.9 
 เราอาจสรุปอีกครั้งหนึ่งได้ว่า C  ท่ีมองหาอยู่จะเป็นศักย์ความเร็วของเส้นวอร์เทคท่ีมีการแจกแจงบน

แกน x  ด้วยกำลังต่อความยาว  (x) จาก 0 ถึง c เมื่อแทนค่า vC(x,0) เท่ากับ vv(x,0) ตามสมการ (4.25)   
ลงในสมการ (4.23) จะได้ 

  
0

1

2

( )

( )

c
t
dt

x t



 −  = dy
V

dx

 

− 
 

  (4.36) 

 ถึงตรงนี้การไหลผ่านแพนอากาศท่ีมีความหนา ความโก่ง และมุมปะทะ ถูกจำลองด้วยการไหล
เอกรูปท่ีมุมปะทะ   ผ่านเส้นซอร์สและเส้นวอร์เทคท่ีมีการแจกแจงบนแกน x จาก 0 ถึง c โดยท่ี
กำลังของซอร์สกำหนดโดยสมการ (4.26) และกำลังของวอร์เทคกำหนดโดยสมการ (4.36) ตามท่ี
แสดงในรูป 4.20 

 
รูป 4.20  การแทนแพนอากาศด้วยซอร์สและวอร์เทคบนแกน x (Moran, 2010)      

 สังเกตว่าเมื่อทราบความโก่งและมุมปะทะของแพนอากาศเราจะหาค่า  (x) ท่ีเหมาะสมได้จาก
สมการ (4.36) แต่ว่าการหาค่า  (x) ทำได้ยากกว่ามากเมื่อเทียบกับการหาค่า q(x) จากสมการ(4.26)   

และหลังจากทราบค่า q(x) และ  (x) แล้วจะคำนวณค่า u(x, 0) และ v(x, 0) ตามผิวบนและ    
ผิวล่างของแพนอากาศได้จากสมการ (4.24), (4.25), (4.34) และ (4.35)  โดยส่วนของความเร็ว u 
และ v จะเป็น 

  u = V + uT + uC   (4.37a) 
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  v = V  + vT + vC   (4.37b) 
 การคำนวณความดันรอบแพนอากาศหลังจากทราบความเร็วแล้วจะได้จากสมการเบอร์นูล่ี 

  ( )2 21

2
p u v+ +  = 21

2
p V +  

 ค่าความเร็วโดยประมาณท่ีผิวได้จาก uT(x,0), vT(x,0),  uC(x,0)  และ vC(x,0) กับ

ความเร็วกระแสอิสระ V  แต่สำหรับแพนอากาศบาง 

                                            uT, uC, vT, vC  << V 
ดังนั้นประมาณค่าความดันรอบแพนอากาศได้จาก 

  p =  p + 21

2
V   – 1

2
  (V + uT + uC) 2 – 1

2
 (V + vT + vC) 2 

 เทอมสุดท้ายทางขวาของสมการเป็นเทอมท่ีมีค่าน้อยเมื่อเทียบกับเทอมอื่นเมื่อยกกำลัง 2 จะมี
ค่าน้อยกว่าเทอมอื่นลงไปอีก ดังนั้น 

  p   p + 21

2
V   – ( ) ( )( )221

2
2

T C T CV V u u u u  + + + +  

เช่นเดียวกันเทอมสุดท้ายในวงเล็บมีค่าน้อยกว่ามากเทียบกับเทอมอื่น เพราะฉะนั้นความดัน ณ จุดใดๆ 
จะมีค่าโดยประมาณเป็น 

   p   p  –   V (uT + uC)  (4.38) 
 จากสมการ (4.38) ค่าความดันโดยประมาณตามผิวบนและผิวล่างของแพนอากาศจะได้จากการ

แทนค่า uT(x,0) และ uC(x,0) ลงในสมการ 

สำหรับผิวบน : pu =  p  –  V [uT(x,0+) + uC(x,0+)]  (4.39a) 

สำหรับผิวล่าง :                        pl =  p  –  V [uT(x,0-) + uC(x,0-)]  (4.39b) 
 หลังจากทราบค่า pu และ  pl  จะหาแรงลัพธ์ที่ทำบนแพนอากาศได้จาก 

  
xF   =   

0

c

u l
u l

dy dy
p p dx
dx dx

 
− 

 
   (4.40) 

  yF   =   
0

( )

c

l up p dx−   (4.41) 

สมการท้ังสองมาจากบทท่ี 1 หัวข้อ 1.6 แทนค่า pu และ pl  จากสมการ (4.39) แล้วอินทิเกรทจะได้ 

        yF   = ( ) ( ) 
0

0 0 0 0[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]

c

T C T Cp V u x u x p V u x u x dx − − + +
   − + − − +   

              = 
0

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )

c

T C T CV u x u x u x u x dx + + − −

 + − −   

แต่  uT(x, 0+) =  uT(x, 0-) และ  uC(x, 0)  =   ( )
1

2
x     ดังนั้น 
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                               yF   =  
0

( )

c

V x dx  = 
0

( )

c

V x dx      (4.42) 

 ในสมการ (4.42) 
0

( )

c

x dx  คือผลรวมของกำลังวอร์เทคท้ังหมดท่ีกระจายอยู่บนแกน x จาก 0  

ถึง c และมีค่าเท่ากับการหมุนวนรอบโค้งใดๆ ท่ีล้อมรอบวอร์เทคท้ังหมดไว้ ถ้าให ้ =
0

( )

c

x dx จะได้ 

  yF   = V     (4.43) 
 ส่วนแรง 

xF   ได้จากการแทนค่า  pu  และ  pl  จากสมการ (4.39) ลงในสมการ (4.40)  

                     
xF    = ( )

0

0 0( , ) ( , )

c

u
T C

dy
p V u x u x

dx
 + +

 


 − +  


  

                                         ( )0 0( , ) ( , ) l
T C

dy
p V u x u x dx

dx
 − −

 


 − − +  


 

   =   
0

c

u ldy dy
p p dx
dx dx

 

 
− 

 
  

               
0

0 0( ( , ) ( , ) )

c

u l
T T

dy dy
V u x u x dx

dx dx
 + −

− +  

                                                        
0

0 0( ( , ) ( , ) )

c

u l
C C

dy dy
V u x u x dx

dx dx
 + −

− +  

แต่จากด้านบน  uT(x, 0+) =  uT(x, 0-) และ  uC(x, 0)  =  ( )
1

2
x     ดังนั้น 

  
xF   =   

0 0

0( , )

c c

u l u l
T

dy dy dy dy
p dx V u x dx

dx dx dx dx
 +

 

   
− − −   

   
   

                                                    
0

0( , )

c

u l
C

dy dy
V u x dx

dx dx
 +



 
− + 

 
  

แทนค่า uT(x, 0+) ตามสมการ (4.27) และ uC(x, 0+) ตามสมการ (4.34) และใช้ความสัมพันธ์ตาม
สมการ (4.13) จะได้  

  
xF   =   ( )

0
0 0

2

c c
c

u l

V T
p y y V dt T dx

x t





 

 
− −  

−  
   

                                                    
0

2
2

( )
c

x dy
V dx

dx


 −    (4.44) 

 เทอมแรกทางขวาของสมการ (4.44) มีค่าเป็นศูนย์ เพราะว่าท่ี x = 0 และ x = c ;  yu =  yl  
สำหรับเทอมท่ีสองค่าอินทิเกรทอยู่ในฟอร์ม 

  I   
0 0

( ) ( )
c c

f t f x
dt dx

x t

 
 

−  
     (4.45) 
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รูป 4.21  ค่าอินทิเกรทตามสมการ (4.45) 

 ซึ่งเป็นอินทิเกรทพื้นผิว (Surface integral) บนระนาบ x – t ในบริเวณพื้นท่ีส่ีเหล่ียมจัตุรัส
ตามท่ีแสดงในรูป 4.21 ค่าของตัวอินทิเกรทเป็นสมมาตรข้ามแกน (Antisymmetric) ข้ามแกน x = t  

ตัวอย่างเช่น ท่ีตำแหน่ง x = a และ t = b ค่าตัวอินทิเกรทจะเป็น ( ) ( )f b f a

a b−
 พร้อมกันนั้นท่ี

ตำแหน่ง x = b และ t = a ค่าตัวอินทิเกรทจะเป็น ( ) ( )f a f b

b a−
 ค่าอินทิเกรทท่ีท้ังสองตำแหน่งจะ

เท่ากันแต่มีเครื่องหมายตรงกันข้ามจึงหักล้างกันหมดไป การอินทิเกรทตามสมการ (4.45) หรือเทอมท่ี
สองของสมการ (4.44) จึงมีค่าเป็นศูนย์ ดังนั้นสมการ (4.44) จึงเหลือเป็น 

  
xF   = 

0

2
2

( )
c

x dy
V dx

dx


 −    (4.46) 

แทนค่า  dy
dx

  จากสมการ (4.36)     dy
dx

 =   
0

1

2

( )

( )

c
t
dt

V x t




 

−
−   ลงในสมการ (4.46) จะได้ 

    
xF   =  

0 0

1

2

( )
( )

( )

c c
t

V x dt dx
V x t


  






 
− 

−  
    (4.47) 

 อินทิเกรทเทอมท่ีสองในวงเล็บปีกกาทางขวาของสมการ (4.47) อยู่ในฟอร์มของสมการ (4.45) 
เพราะฉะนั้นจะมีค่าเป็นศูนย์ สุดท้ายจะได้ 

xF   เป็น 

  
xF   = 

0

( )

c

V x dx  −    

หรือ  
xF   =  V −    (4.48)  

 สังเกตว่าในสมการ (4.48) 
xF   มีค่าเป็นลบหรือมีทิศช้ีไปข้างหน้าตามแนวคอร์ด เมื่อรวมแรง 

xF   และ yF   จะได้แรงลัพธ์ท่ีกระทำกับแพนอากาศตามรูป 4.22 ทิศทางของแรงลัพธ์ทำมุม  กับ
แกน y โดยท่ี 

   =  1
tan

V

V

 



− 






  =  tan–1  
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 แต่มุม  มีค่าน้อย ดังนั้น tan–1       นั่นคือมุม  =   หรือทิศทางของแรงลัพธ์จะอยู่ใน

แนวตั้งฉากกับ V  หรืออยู่ในแนวของแรงยกท้ังหมด และแรงต้านจะมีค่าเป็นศูนย์เสมอ ซึ่งเป็นส่ิงท่ี
เราคาดการณ์ไว้ก่อนแล้วเพราะการวิเคราะห์ของเราไม่ได้นำผลของแรงเสียดทานมาคิด ขนาดของแรง
ลัพธ์หรือแรงยกจะได้จาก 

 
รูป 4.22  ทิศทางของแรงลัพธ์บนแพนอากาศท่ีมีการหมุนวน       

  L


  = 2 2
x yF F +  

   = 2 2
( ) ( )V V    +   

   =    21V  +  
สำหรับ    มีค่าน้อย 

  L


    V   (4.49) 
 เราได้ข้อสรุปท่ีน่าสนใจจากสมการ (4.49) คือ สำหรับแพนอากาศ แรงยกจะมีค่า V หรือ
เขียนอยู่ในรูปเวคเตอร์ เป็น 
  L


 =  V  

    (4.50) 
เมื่อ V

  คือเวคเตอร์ของความเร็วกระแสอิสระ   คือเวคเตอร์ของการหมุนวนรอบแพนอากาศ      
มีทิศทางต้ังฉากกับหน้ากระดาษ จะเห็นว่าไม่ว่ามุมปะทะจะเป็นเท่าใดก็ตามแรงยกท่ีได้จะอยู่ใน

แนวต้ังฉากกับ V  เสมอ และขนาดของแรงยกจะขึ้นอยู่กับค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศตาม
สมการ (4.49) คงจำได้ว่าข้อสรุปนี้ได้มาครั้งหนึ่งแล้วในหัวข้อ 3.15 ในบทท่ี 3 แต่ยังไม่ได้พิสูจน์ใน
กรณีของแพนอากาศ ดังนั้นการคำนวณท่ีแสดงผ่านมาจึงเป็นการพิสูจน์ทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้ 
(Kutta-Joukowski) ในหัวข้อ 3.15 ได้ 
 สำหรับโมเมนต์ก้มเงย (Pitching moment) รอบชายหน้าคำนวณได้จาก 

  MLE = – ( )
0

c

l ux p p dx−  
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แทนค่า pu  และ pl  จากสมการ (4.39) จะได้ 

   MLE =  
0

 ( )

c

V x x dx −    (4.51) 

และคำนวณตำแหน่งจุดศูนย์ความดัน c.p. (Center of pressure) ได้จาก 

  xc.p. =  LEM

L


−


  =   0

0

( )

( )

c

c

x x dx

x dx









  (4.52) 

 จากสมการ (4.49) และ (4.52) จะเห็นว่า แรงยกและโมเมนต์บนแพนอากาศจะขึ้นอยู่กับกำลัง
ต่อหน่วยความยาว (x) ของวอร์เทคท่ีแจกแจงบนคอร์ดจาก x = 0 ถึง c ต่อไปเราจะหาวิธีคำนวณ 
(x) เพื่อนำไปหาค่าแรงยกและโมเมนต์ 
 พิจารณาแพนอากาศสมมาตรท่ีมุมปะทะ เนื่องจากแพนอากาศสมมาตรไม่มีความโก่ง ดังนั้น  
dy

dx
 จะเท่ากับศูนย์ และสมการ (4.36) จะเขียนใหมเ่ป็น 

  
0

1

2

( )

( )

c
t
dt

x t



 −  = V   (4.53) 

 เนื่องจากเราพิจารณาตัวแปร x และ t อยู่ในช่วง 0 < x < c อินทิเกรทในสมการ (4.53) จะง่ายข้ึน 
ถ้าเราเปล่ียนรูปตัวแปรโดยใช้ความสัมพันธ์ 

  x = ( )1
2

ocos
c

−   (4.54a) 

ทำนองเดียวกันสำหรับตัวแปร t   

  t = ( )1
2

cos
c

−    (4.54b) 

จากสมการ (4.54b) จะได้ 

  dt = 
2

sin
c

d     (4.54c) 

แทนสมการ (4.54) ลงในสมการ (4.53) และให้  (t)    g( )  
 เขียนสมการ (4.53) ใหม่เป็น 

  
0

( )sin

cos cos o

g
d


 


 −  = 2V    (4.55) 

 ในสมการ (4.55) ไม่ทราบค่า g()  ซึ่งเป็นการแจกแจงของวอร์เทคตามแนวคอร์ดจาก 0 ถึง c 
จึงไม่อาจแก้สมการได้โดยตรง แต่ถ้าจำสูตรการอินทิเกรทของพัวส์ซอง (Poisson’s Integral 
formular) ได้จากตัวอย่าง 3.12 ในบทท่ี 3 ท่ีว่า 

         
0 o

cos

cos cos

n
d





 −   =   o

o

sin

sin

n



   (4.56) 
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ในสมการ (4.56)  ถ้า n = 1 ค่าอินทิเกรทจะเป็น 

                               
0 o

cos

cos cos
d





 −   =    (4.56a) 

และ ถ้า n = 0  ค่าอินทิเกรทจะเป็น 

                                 
0

1

ocos cos
d




 −   =  0   (4.56b) 

ฉะนั้นถ้าเขียนสมการ (4.55) ใหม่เป็น 

          
0

1

2 o

( )sin

cos cos

g
d

V


 


   −      =   (4.55a) 

 พิจารณาสมการ (4.56a) (4.56b) และ (4.55a) จะเห็นว่า g( )  น่าจะอยู่ในรูป 

  ( )
1

2
sing

V
 


  = cos  + k 

หรือ          g( )  = 2
cos

sin sin

k
V




 
+   (4.57) 

 เมื่อ k เป็นค่าคงท่ีใด ๆ สมการ (4.57) บอกลักษณะการแจกแจงของวอร์เทค g( ) แต่เนื่องจาก
ไม่ทราบว่าค่า k มีค่าเท่าใดแน่ จึงยังไม่สามารถกำหนดค่า g( ) ท่ีเป็นจริงได้ ลองนำ g( ) ท่ีได้จาก
สมการ (4.57) ไปคำนวณแรงยกจาก  

    =  
0

( )

c

x dx   =   
0

2
( ) sin
c

g d



     (4.58) 

เมื่อแทนตัวแปร x ด้วย   และแทนค่า g( ) จากสมการ (4.57) ได้ 

   = 
0

2
2

cos
c

k V d



  +    

นั่นคือ   = 
2

kc    (4.59) 

แทนค่า  จากสมการ (4.59) ในสมการ (4.49) จะได้ 

  L =   V   =   V
2

kc    

 หมายความว่า L มีค่าได้ไม่จำกัดขึ้นอยู่กับว่าเราจะใช้ค่า k เป็นเท่าใด ซึ่งขัดกับความจริงซึ่งเรา
ทราบดีว่าท่ีมุมปะทะอันหนึ่งแพนอากาศจะสร้างแรงยกท่ีแน่นอนค่าหนึ่งเสมอ และแรงยกนี้จะควบคู่
กับการหมุนวนค่าหนึ่งรอบแพนอากาศ ซึ่งจากหัวข้อ 4.5 ในรูป 4.13 คือค่าท่ีพอดีทำให้กระแสละจาก
ชายหลังไปอย่างราบเรียบ ค่า k ท่ีให้ค่า   มากเกินไปหรือน้อยเกินไปในสมการ (4.59) จะควบคู่กับ
การไหลท่ีกระแสจากผิวล่างอ้อมชายหลังขึ้นไปผิวบน หรือกระแสจากผิวบนไหลย้อนอ้อมชายหลังลง
มาด้านล่าง ซึ่งเป็นไปไม่ได้ในธรรมชาติท้ังสองกรณี ดังนั้นค่า  ท่ีถูกต้องจะต้องเป็นไปตามเงื่อนไข
ของคุตต้า คือ 
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  (c) = 0  (4.9) 
หรือเมื่อแปลงจาก  (x) ไปเป็น g( ) คือ 

  g( ) = 0  (4.60) 
แทนสมการ (4.60) ในสมการ (4.57) 

   g( ) = 2 cos

sin

k V  


+   

  g( ) = 2 cos( )

sin( )

k V  


+  =  0   (4.61) 

ในสมการ (4.61) sin() = 0   ดังนั้นค่าสมการจะเป็นศูนย์ก็ต่อเมื่อเศษเป็นศูนย์ด้วย นั่นคือ 
  2 cosk V  +  = 0 

หรือ  k = 2V  
เพราะฉะนั้น   g( )  จะเป็น 

  g( ) = 1
2

cos

sin
V







+   (4.62) 

แทนค่า k = 2V   ท่ีได้ในสมการ (4.59) จะได้ 

   = cV  (4.63) 
นำไปแทนในสมการ(4.49) จะได้แรงยกต่อหน่วยความยาวปีก 

  L = 2
V c    (4.64) 

นำไปคำนวณค่าสัมประสิทธิ์แรงยกจาก 

  cl = 
21

2

L

V S 

  

เมื่อ S = c(1)  แทนสมการ (4.64) ในสมการ cl จะได้ 

  cl  = 
2

21
1

2
( )

V c

V c

 







  

จะได้  cl = 2  (4.65) 
และได้ค่าความชันของโค้งแรงยก (Lift curve slope) 

  lc 
=  ldc

d
  =  2  (4.66) 

 สมการ (4.65) และ (4.66) เป็นผลลัพธ์สำคัญท่ีแสดงค่าทางทฤษฎีว่าสัมประสิทธิ์แรกยกจะเพิ่มข้ึน
เป็นเส้นตรงกับมุมปะทะ นอกจากนี้สมการยังบอกอีกว่าค่าความชันของโค้งแรงยก (Lift slope)         

ทางทฤษฎีมี ค่าเท่ากับ 2  rad–1 หรือประมาณ 0.11 degree–1 รูป 4.23 เป็นผลการทดลองของ     
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แพนอากาศ NACA 0012 ซึ่งเป็นแพนอากาศสมมาตร สังเกตว่าทฤษฎีทำนายสัมประสิทธิ์แรงยกท่ี
เกิดขึ้นได้ถูกต้องในช่วงมุมปะทะกว้าง 

 

 
 

รูป 4.23  เปรียบเทียบผลการทดลองกับทฤษฎีของสัมประสิทธิ์แรกยกและ 
                      สัมประสิทธิ์โมเมนต์ของแพนอากาศ NACA 0012 (Anderson, 2016) 
 
 สำหรับค่าโมเมนต์รอบชายหน้าคำนวณได้จากสมการ (4.51) 

   MLE  =  
0

 ( )

c

V x x dx −   

เมื่อแทนตัวแปร x ด้วย   [ x = ( )1
2

cos
c

− ] จะได้  

   MLE  = ( ) ( )
0

1
2 2

cos sin
c c

V g d



    − −  

แทน g( ) จากสมการ (4.62) จะได้ 

   MLE  = ( )
0

1
1

2
2

2

cos
cos sin

sin

c c
VV d




   




+
− −  

   = ( )2 2 2
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1
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2
cosV c d



   − −    

   = 2 2 2

0 0

1

2
cosV c d d

 

   

  
 
  

− −   
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   =  2

0

21 1 2

2 2 2

sin
V c



 



 

− −
 


 

− 


   

   =  2 21

2 2
V c  


 


−−


 
 

  

  MLE =  2 2

4
V c


 −   (4.67) 

ในรูปสัมประสิทธิ์โมเมนต์ เมื่อ S = c (1) จะได้  

  
LEmc  = 

2 21

2

LEM

V c 

  =  
2 2

2 2

4
1

2

V c

V c










−

 

   =   
2


−   (4.68) 

แต่จากสมการ (4.65)  cl = 2      = 
2
lc  

เพราะฉะนั้น 
LEmc  =  

4
lc−   (4.69) 

หาโมเมนต์รอบตำแหน่ง 1

4
 คอร์ดจาก 

  
4/cm

c  =   
4LE

l
m

c
c +    

เมื่อแทนค่าจากสมการ (4.69) จะได้ 

  
4/cm

c  =   
4 4
l lc c

− +  =  0  (4.70)

 สมการ (4.70) แสดงว่าโมเมนต์รอบตำแหน่ง 1/4 คอร์ดของแพนอากาศสมมาตรมีค่าเป็นศูนย์ 
ดังนั้นตำแหน่ง 1/4 คอร์ดจึงเป็นตำแหน่งของจุดศูนย์ความดัน (c.p.) นอกจากนี้เนื่องจากโมเมนต์ท่ี 
1/4 คอร์ดมีค่าคงท่ีไม่เปล่ียนแปลงไปกับมุมปะทะ ดังนั้นตำแหน่ง 1/4 คอร์ดจึงเป็นตำแหน่งของจุด
ศูนย์อากาศพลศาสตร์ (a.c., aerodynamic center) ด้วย ดังนั้นในทางทฤษฎีตำแหน่ง 1/4 คอร์ด
เป็นท้ังตำแหน่งจุดศูนย์ความดันและจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์สำหรับแพนอากาศสมมาตร 
 ผลการทดลองในรูป 4.23 ยืนยันผลการคำนวณของสมการ (4.70) สังเกตว่าผลการทดลองแสดง
ค่าสัมประสิทธิ์โมเมนต์ 

4/cm
c คงท่ีในย่านมุมปะทะกว้าง แสดงให้เห็นว่าจุด a.c. อยู่ท่ี 1/4 คอร์ด (หรือ

ใกล้เคียง) จริง 
 คุณลักษณะเฉพาะตัวของแพนอากาศสมมาตรทางทฤษฎีสรุปได้ดังนี้ 
   1.   cl = 2   

  2.  ค่าความชันโค้งแรงยก  ldc

d
 =  2 

  3.  ตำแหน่งจุดศูนย์ความดัน (c.p.) และจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (a.c.) อยูท่ี่ 1/4 คอร์ด 
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4.8 แพนอากาศบางท่ีมีความโก่ง (Cambered Thin Airfoil) 
 ทฤษฎีแพนอากาศบางในหัวข้อ 4.7 อาจนำมาใช้กับแพนอากาศท่ีมีความโก่งได้เช่นเดียวกับแพน
อากาศสมมาตร (Moran, 2010) กำลังของวอร์เทค (x) ท่ีแทนแพนอากาศยังคงได้จากสมการ (4.36) 

  
0

1

2

( )

( )

c
t
dt

x t



 − = dy
V

dx

 

− 
 

   (4.36) 

แต่ค่า dy
dx

 ท่ีไม่เป็นศูนย์ของแพนอากาศท่ีมีความโก่งทำให้การวิเคราะห์ยากกว่าในกรณีของแพน

อากาศสมมาตร ทำการวิเคราะห์ด้วยขั้นตอนอย่างเดียวกับแพนอากาศสมมาตร ก่อนอื่นแปลงตัวแปร 
x และ t  ไปเป็น o และ   โดยใช้ความสัมพันธ์ตามสมการ (4.54) จะได้ 

  
0

1

2

( )sin

cos cos o

g
d


 


  −   = ( )( )oV s  −   (4.71) 

 เมื่อ  s(o) ในสมการ (4.71) คือ dy
dx

  ท่ีเปล่ียนตัวแปรจาก x เป็น   ในท่ีนี้เราพยายามจะหา

ค่า g( ) จากสมการ (4.71) โดยต้องไม่ลืมว่าเรามองหา g( ) ท่ีมีเงื่อนไข g(π)  = 0 ดังนั้นลอง
พิจารณา g( ) ในพาราเมตริกฟอร์ม (Parametric form)  

  g( ) = 0

1

1
2

cos
sin

sin
n

n

V A A n





=





 +
+ 

 
   (4.72) 

 สังเกตว่า g( ) ในฟอร์มนี้ประกอบด้วยเทอมแรกท่ีคล้ายกับสมการ (4.62) ของแพนอากาศ
สมมาตร กับอนุกรมฟูเรียร์ซาย (Fourier sine series) ท่ีมีสัมประสิทธิ์ An ซึ่งจะพบต่อไปว่า An จะ
เป็นสัมประสิทธิ์ท่ีขึ้นกับความโก่ง และ A0 จะเป็นสัมประสิทธิ์ท่ีขึ้นกับมุมปะทะและความโก่งของ 
แพนอากาศ สังเกตอีกอย่างหนึ่งว่าในกรณีท่ี   =  ,   g( ) ตามฟอร์มของสมการ (4.72) จะเป็นศูนย์
โดยอัตโนมัติ 
 ค่าสัมประสิทธิ์ A0  และ An (n = 1, 2, 3…) ในสมการ(4.72) จะต้องมีค่าเฉพาะท่ีแน่นอน 
เพื่อท่ีจะให้ค่า g( ) หรือ (x) ท่ีสอดคล้องกับการเกิดแรงยก แทน g( ) กลับลงไปในสมการ (4.71) 
จะได้ 

   – s(o) = 0

10 0

11
 

o o

( cos ) sin sin

cos cos cos cos

n

n

A A n
d d

 
  

 
    

=

 + 
+ 

− −  
    (4.73) 

ใช้ความสัมพันธ์ตามสูตรอินทิเกรทของพัวซอง (Poisson’s Integral formula) ตามสมการ (4.56a) 
จะอินทิเกรทเทอมแรกทางขวาของสมการ (4.73) ได้เป็น 

  0

0

1

o

( cos )

cos cos

A
d





 

+

−  = A0 

 สำหรับเทอมท่ีสองทางขวาของสมการ เทอมในเครื่องหมาย  หาค่าได้โดยใช้ความสัมพันธ์ตรีโกณมิติ 

   sin n sin   = ( ) ( )
1 1

1 1
2 2

cos cosn n − − +     (4.74) 
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ดังนั้น  
0
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sin sin

cos cos

n
d


 


 −  = 

0

1 1 1
 

2 o

cos( ) cos( )

cos cos

n n
d
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 


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   = 1 1

2 2
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sin( ) sin( )

sin sin

n n  

 

− +
−   

   =  –  cos no  (4.75) 

 นั่นคือ 
10

 
o

sin sin

cos cos

n

n

A n
d


 


 

=
−

  = 
1 2 3

o

, , ..

cosn

n

A n 
=

−  

แทนกลับไปในสมการ (4.73) จะได้ 
   – s(o) = 0

1 2 3

o

, , ..

cosn

n

A A n
=

−    (4.76) 

 สัมประสิทธิ์ A0 และ An  มีวิธีหาค่าได้แบบเดียวกับการหาค่าสัมประสิทธิ์ของอนุกรมฟูเรียร์  

โดยคูณสมการ (4.76) ตลอดด้วย cos mo  เมื่อ m  = 1, 2, 3... แล้วอินทิเกรทจาก 0 ถึง   ดังนี้ 

               
0

o o o[ ( )]coss m d



   −  = 0
1 20 0

 o o o o o

, ..

cos cos cosn

n

A m d A n m d

 

    
=

−   (4.77) 

ใช้ความสัมพันธ์ 

  
0

 o o ocos cosn m d



    = 0     ถ้า   m  n  

   = 
2

    ถ้า   m = n  0 

   =      ถ้า   m = n =  0 
นั่นคือค่าอินทิเกรทในเทอมสุดท้ายของสมการ (4.77) จะเป็นศูนย์ยกเว้นเทอมท่ี  m =  n 
 ดังนั้นจากสมการ (4.77)  ถ้า m = 0 จะได้ค่า 

  
0

0o o[ ( )]cos( )s d



  −  =  0

0

oA d



    

อินทิเกรทได้ 
0

o o( )s d



  −   =  A0  

หรือจะได้ A0 = 
0

1
o o( )s d



  


−    (4.78) 

สำหรับ   m  =  1, 2, 3, 4…  สมการ (4.77) อินทิเกรทได้ 

   
0

o o o[ ( )]coss m d



   −  =  0
1 2 30 0

 o o o o o

, , ..

cos cos cosn

n

A m d A n m d

 

    
=

−    

   
0

o o o[ ( )]coss m d



   −  = 
2

nA


−  
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ดังนั้นสัมประสิทธิ์ An จะมีค่า An  =  
0

2
o o o( )coss n d



  
 

  (4.79) 

 อย่างท่ีกล่าวแล้วว่า A0, An เป็นสัมประสิทธิ์ ท่ีมีค่าขึ้นอยู่กับมุมปะทะและความโก่งของ      
แพนอากาศ และจะเปล่ียนค่าไปตามตัวแปรท้ังสอง ลองคำนวณหาค่าในรูปท่ัวไปของสัมประสิทธิ์แรง
และโมเมนต์ของแพนอากาศอย่างเดียวกับท่ีทำกับแพนอากาศสมมาตรจากสมการ (4.58) 

    =  
0

( )

c

x dx    =   
0

2
o o o( )sin

c
g d



     

แทนค่า g( ) จากสมการ (4.72) จะได้ 

                                           = ( )0
1 2 30

2 1
2

, , ..

cos sin sinn

n

c
V A A n d



   
=



 
+ + 

  
  

   = 0
1 2 30 0

1
, , ..

( cos ) sin sinn

n

cV A d A n d

 

    
=



 
+ + 

  
    

    =  0 1 2
cV A A




 
+ 

 
 

เพราะฉะนั้นค่าแรงยกต่อหน่วยความยาวปีกจะเป็น 

  L  =  V   =   2
0 1 2

V c A A


 
 

+ 
 

  (4.80) 

และคำนวณสัมประสิทธิ์แรงยกได้จาก 

  cl  =  
21

1
2

( )

L

V c 

  =   ( )0 12A A +   (4.81) 

ถ้าแทนค่า A0  และ A1  จากสมการ (4.78) และ (4.79) ลงในสมการ (4.81) จะได้ 

  cl  =  
0

1
2 1( )(cos )s d



    


 
− − 

 
 

   (4.82) 

และค่าความชันของโค้งแรงยกจะมีค่า 

  cl  =  ldc

d
  =   2   (4.83) 

 ผลลัพธ์ท่ีได้มีความสำคัญยิ่ง ขอให้สังเกตว่าค่าความชันของโค้งแรงยกของแพนอากาศท่ีมีความ

โก่งจะมีค่าเท่ากับของแพนอากาศสมมาตรคือ 2  ซึ่งเป็นผลมาจากทฤษฎีแพนอากาศบางท่ีให้ค่า 
ldc

d
 = 2   สำหรับแพนอากาศรูปทรงใดๆ ก็ตาม อย่างไรก็ดีค่า cl ท่ีแสดงจะต่างกันระหว่าง   

แพนอากาศสมมาตรและแพนอากาศท่ีมีความโก่ง ซึ่งความแตกต่างจะอยู่ท่ีเทอมอินทิเกรทในสมการ
(4.82) ค่าอินทิเกรทเทอมนี้มีความสำคัญมาก ถ้าเรากลับไปพิจารณาโค้งแรงยกในรูป 4.4 ซึ่งแสดง

ตัวอย่างโค้งแรงยกของแพนอากาศท่ัวๆ ไป มุมปะทะท่ีแรงยกมีค่าเป็นศูนย์ L=0 จะมีค่าเป็นลบ
เล็กน้อย เมื่อพิจารณาจากโค้งแรงยกเราอาจจะเขียนสมการของ cl  ได้เป็น 
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  cl = ( )0
l

L

dc

d
 


=−   (4.84) 

แทนค่าความชัน 2  ลงในสมการจะได้ 
  cl = ( )02 L   =−   (4.85) 

เทียบกับสมการ (4.82) จะเห็นว่าค่าอินทิเกรทในสมการคือค่าลบของ L=0  นั่นเอง หรือ 

  0L =   = 
0

1
1( )(cos )s d



  


− −   (4.86) 

 สมการ (4.86) แสดงให้เห็นว่าทฤษฎีแพนอากาศบางเปิดทางท่ีจะใช้ทำนายมุมปะทะท่ีแรงยก

เป็นศูนย์ของแพนอากาศ และคงเห็นจากสมการแล้วว่าค่า L=0 จะเป็นศูนย์สำหรับแพนอากาศ
สมมาตร และจะมีค่าเป็นลบมากขึ้นตามความโก่งท่ีเพิ่มขึ้น 
 สำหรับโมเมนต์รอบชายหน้าได้จากการแทน g( ) จากสมการ (4.72) ลงในสมการ (4.51)  

  MLE  =   
0

 ( )

c

V x x dx −   

เมื่อแทนตัวแปร x ด้วย  [ x = ( )1
2

cos
c

− ] จะได้ 

   MLE  = ( ) ( )
0

1
2 2

cos sin

c
c c

V g d    − −  

แทน g() จากสมการ (4.72) จะได้ 

      MLE  = ( ) 0
1 2 30

1
1 2

2 2
, , ..

cos
cos sin sin

sin
n

n

c c
V V A A n d




    


=

 

 +
− − + 

 
 

  

   = ( ) ( )
2

2
0

1 2 30

1 1
2

, , ..

cos cos sin sinn

n

c
V A A n d



     
=



 
− − + + 

 
 

  

   = ( )
2

2 2
0

1 2 30 0

1
2

, , ..

cos sin sinn

n

c
V A d A n d

 

     
=




− − +


    

                                                 
1 2 30 , , ..

sin sin cosn

n

A n d



   
=


− 


          

สำหรับการอินทิเกรทจะท้ิงไว้ให้ทำเป็นแบบฝึกหัด แต่ผลลัพธ์ที่ได้จะเป็น 

  MLE  =  
2 2

0 1 2
2 2 2 4

V c
A A A

     
− + − 

 
  (4.87) 

และจะได้สัมประสิทธิ์ โมเมนต์รอบชายหน้า 
LEmc จาก 

      
LEmc  = 

2 21

2

LEM

V c 


−  = 

2 2
2 2

0 1 2

1

2 2 4 22

V c
A A A V c

   



 

− + − 
 

 

   
LEmc   =  2

0 1
2 2

A
A A

  
− + − 

 
  (4.88) 
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แต่จากสมการ (4.81)  cl =  (2A0 + A1) นำไปแทนในสมการ (4.88) จะได้ 

  
LEmc   =  ( )1 2

4 4
lc A A

 
− + − 
 

  (4.89) 

ถ้าพิจารณาสัมประสิทธิ์โมเมนต์ท่ี  1/4  คอร์ดจาก 

  
4/cm

c   =  
4LE

l
m

c
c +   

เมื่อแทนค่าจาก (4.89)  จะได้ 

  
4/cm

c   =  ( )1 2
4
A A


− −   (4.90) 

 ต่างจากแพนอากาศสมมาตรท่ีสัมประสิทธิ์โมเมนต์ท่ี 1/4 คอร์ดเป็นศูนย์ สมการ (4.90) แสดง
ให้เห็นว่า 

4/cm
c ของแพนอากาศท่ีมีความโก่งจะมีค่าอันหนึ่ง ดังนั้นตำแหน่ง 1/4 คอร์ด จึงไม่ใช่

ตำแหน่งของจุดศูนย์ความดันของแพนอากาศท่ีมีความโก่ง แต่ขอให้สังเกตว่าสัมประสิทธิ์ A1 และ A2 
จะขึ้นอยู่กับความโก่งของแพนอากาศตามสมการ (4.79) แต่จะไม่ขึ้นกับมุมปะทะ นั่นคือค่า 

4/cm
c   

จะไม่ข้ึนกับมุมปะทะ และตำแหน่ง 1/4 คอร์ดของแพนอากาศท่ีมีความโก่งจะเป็นตำแหน่งทางทฤษฎี
ของจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ และค่าของ 

4/cm
c จะกำหนดโดยสมการ (4.90) ส่วนตำแหน่งจุดศูนย์

ความดันอาจหาได้จากสมการ (1.37) 

  xc.p.  =  LEM

L


−


   =  LEm

l

c c

c


−  

เมื่อแทนค่า cl และ 
LEmc  ลงในสมการจะได้ 

  xc.p.  =  ( )1 21
4 l

c
A A

c

 
+ − 

 
  (4.91) 

 สมการ (4.91) แสดงว่าตำแหน่งของจุด c.p. ของแพนอากาศท่ีมีความโก่งจะเปล่ียนแปลงไป
ตามค่าสัมประสิทธิ์แรงยก ดังนั้นเมื่อมุมปะทะของแพนอากาศเปล่ียนตำแหน่งของจุด c.p. จะเปล่ียน
ด้วย จริงๆ แล้วในขณะท่ีค่าแรงยกเข้าใกล้ศูนย์ตำแหน่งของจุด c.p. จะเคล่ือนไปสู่  หรือห่างจาก
แพนอากาศออกไป ด้วยเหตุผลนี้เองท่ีการใช้ตำแหน่งของจุด c.p. กำหนดตำแหน่งของแรงยก(หรือ
แรงลัพธ์) ทำได้ไม่สะดวก และการใช้ตำแหน่งของจุด a.c. สำหรับระบบของแรงจึงถูกนำมาใช้ท่ัวไป 

ตัวอย่าง 4.1   พิจารณาแพนอากาศท่ีมีสมการของเส้นโก่งเฉล่ีย (Camber line) เป็นรูปพาราโบลา 

  y   = 
2

4 m

x x
y

c c

  
−  
   

  

เมื่อ ym เป็นความโก่งสูงสุด ซึ่งอยู่ท่ีตำแหน่งครึ่งคอร์ด 
วิธีทำ  ค่าความชันของเส้นโก่งเฉล่ีย คือ    

  dy

dx
  = 4 1 2my x

c c

 
− 

 
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เปล่ียนตัวแปร x ด้วย   [ x = ( )1
2

cos
c

− ] จะได้ 

  s( ) = 4 cosmy

c
   

จากสมการ (4.78)          A0  =  
0

1
( )s d



  


−   

   =  
0

1
4 cosmy d
c



  


−   

   =    

จากสมการ (4.79)                       An  =  
0

2
( )coss n d



  
 

 

                                      A1    =
0

2
( )coss d



  
 

 

    = 2

0

2
4 cosmy d
c



 
 

                                                                

              =  4 my

c
 

                                     A2      = 
0

2
2( )coss d



  
 

 

   =  
0

2
4 2cos cosmy d
c



  
 

 

   =   0 
ดังนั้นจากสมการ (4.81)    

  cl = 0 12A A +    = 2 4 my

c
 
 

+ 
 

 

จากสมการ (4.88) 
LEmc   = 2

0 1
2 2

A
A A

  
− + − 

 
 

   = 4
2

my

c



 

− + 
 

 

จากสมการ (4.90)          
. .a cmc =  

4/cm
c  =  ( )1 2

4
A A


− +  

   =  my

c
−  

จากสมการ (4.91)    xc.p. =  ( )1 21
4 l

c
A A

c

 
+ − 

 
 

  xc.p. =   
4

2 4

m

m

yc

y

c


+
 

+ 
 
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และจากสมการ (4.86)   L=0 = 
0

1
1( )(cos )s d



  


− −  

   =  ( )2

0

1
4 cos cosmy d
c



  


− −  

    =   2 my

c
−  

 ท้ังหมดคือคุณลักษณะท่ีอาจทำนายได้ทางทฤษฎี สังเกตว่าสมการบอกตำแหน่ง c.p. อยู่ ท่ี 
กึ่งกลางคอร์ดท่ีมุมปะทะศูนย์ และขยับเข้าหาตำแหน่ง a.c. เมื่อมุมปะทะ (หรือ cl ) เพิ่มขึ้น 

ตัวอย่าง 4.2   พิจารณา แพนอากาศ NACA 23012 ท่ีมีสมการของเส้นโก่งเฉล่ีย (Camber line) 

    y

c
 = 

3 2

2 6595  0 6075  0 1147. – . .
x x x

c c c

      
      
      

+


 สำหรับ   0  x
c

  0.2025 

และ  y

c
 = 0 02208 1.

x

c

 
− 

 
                                      สำหรับ   0.2025  x

c
  1.0       

จงคำนวณ ก)  มุมปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์     
   ข)  สัมประสิทธิ์แรงยก เมื่อ  =  4 
  ค)  สัมประสิทธิ์โมเมนต์ท่ีตำแหน่ง 1/4 คอร์ด และ 
  ง)   ตำแหน่งของจุดศูนย์ความดันเมื่อมุมปะทะ 4 
วิธีทำ จากสมการของเส้นโก่งเฉล่ียจะได้ความชันของเส้นโก่งเฉล่ีย 

    dy
dx

 = 
2

2 6595  1 215  0 11473. – . .
x x

c c

    
    
    

+


 สำหรับ   0  x
c

  0.2025 

และ  dy
dx

 = 0 02208.−                                        สำหรับ   0.2025  x
c

  1.0       

แปลงตัวแปร x เป็น   โดยใช้ความสัมพันธ์  [ x =  ( )1
2

cos
c

− ] จะได้ 

  s( ) = ( ) ( )
2

2 6595  0 607
3

1 1
4

5  0 1147cos cos. – . . 
 

− − 
 

+  

   = ( ) ( )22 6595  0 60750 7  0 11475 1 2 1. cos cos co. – s. .   − ++ −
 

 

   =  20 6840 2 3736 1 9946. . co coss . − +     สำหรับ 0    0.9335 rad 

และ    s( ) =   – 0.02208                                          สำหรับ  0.9335 rad      
 ก)  มุมปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์ 

จากสมการ (4.86)  L=0 = 
0

1
1( )(cos )s d



  


− −  

  L=0 = ( )2
0 9335

0

3 3 0576  4 3686  1 995
1

6840
.

. cos – . cos . cos d


  + +− −  
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                            – 


1
( )

0 9335

 0 0220
1

0 02208 8
.

– . cos. d






−    (1) 

เพื่อความสะดวกจากตารางของการอินทิเกรทได้ 
  cos d    = sin  

  2
cos d    = 1 1

2 2
sin cos  +  

  3
cos d    = ( )21

2
3

sin cos  +  

  4
cos d    = ( )31 3

4 8
cos sin sin cos    + +   

ดังนั้นสมการ (1) อินทิเกรทได้เป็น 

 L=0 =  2 8683  3 0576  2 184
1

3– . . sin – . sin cos


   +−  

                  ( ) ( )
0 9335

0 0 35

2

93

 0 6
1

65 2 0 02208  0 02208
.

.

. sin cos . – . sin




   + +


−   

คำนวณได้  L=0 = – ( )0 0065 0 0665
1

. .


− +−  =  – 0.0191 rad 

หรือ           L=0 = –1.09o 

 ข)  หาค่า cl ท่ี     =  4 = 0.0698  rad 
จากสมการ (4.85)   cl  = ( )02 L   =−  
   =  ( )( )0 0698 0 01912 . . − −   =  0.559 
 ค)  ค่าของ 

4/cm
c ได้จากสมการ (4.90)      

จากสมการ (4.79) An = 
0

2
( )coss n d



  
 

 

เพราะฉะนั้น A1 = 
0

2
( )coss d



  
 

 

  A1 = ( )2 3
0 9335

0

2 3736
2

0 6840 1 995
.

. cos . cos s. co d 


+−  

                                      ( )
0 9335

2
0 02208

.

. cos d



 


+ −  

      =  0 6840 1 1868 1 1868
2

. sin . sin cos .   


− −   

                                            ( ) ( )
0 933

2
5

0 0 9335

0 665 2 0 022
2

08
.

.

. sin cos . sin




   ++ −


+  

   = ( )0 1322 1 7
2

0 0 7. .


+  =  0.0954 
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  A2 = 
0

2
2( )coss d



  
 

 =  2

0

2
2 1( )( cos )s d



  


−  

   = ( 2 3
0 9335

0

2 3736 0 627
2

0 684 4 70 47
.

. cos . cos . cos.   


− + − −    

                                    ) ( )4 2

0 9335

2
0 022083 99 0 0446

.

. cos .. cosd d



 


+ + −  

   =  ( )
1

0 6840 2 3736 0 628
2

2
. . sin . sin cos


   

 
− + − + 

 





 

         ( )21
2

3
4 747 sin cos.  

 
+ 

 
−   

                                     ( )
0 9335

3

0

1 3
3 99

4 8

.

. cos sin sin cos    
 

+ + +  
 

 

                            ( )
0 9335

1
0 02208 0 0446

2

2
.

. . sin cos



  



 

− + 
 

 
+  

 
  

        =  (0.11384 + 0.01056)   =   0.0792 

จากสมการ (4.90)     
4/cm

c   =  ( )1 2
4
A A


− −  

   =  – ( )0 0954 0 0792
4

. .


−−  

  
4/cm

c  =  – 0.0127 
 ง)  หาตำแหน่งจุดศูนย์ความดันท่ีมุมปะทะ 4 จากสมการ (4.91) 

  xc.p.  =  ( )1 21
4 l

c
A A

c

 
+ − 

 
 

ดังนั้น  . .c px

c
 = ( )0 0951

4 0
4 0

9
0792

55.
. .

c 
−

 
+ 

 
 

   =  0.273 
 

 ข้อมูลของ NACA 23012 จากการทดลองแสดงในรูป 4.24 ซึ่งนำมาสรุปเทียบกับผลการคำนวณได้ตาม
ตาราง สังเกตว่าผลท่ีได้จากทฤษฎีแพนอากาศบาง สำหรับแพนอากาศท่ีมีความโก่งสอดคล้องกันดีกับผลการ
ทดลอง เช่นเดียวกันกับผลท่ีได้ของแพนอากาศสมมาตรในรูป 4.23 เพราะฉะนั้น ความพยายามท่ีได้ทุ่มเท  
ลงไปในการวิเคราะห์ในหัวข้อนี้ถือได้ว่าคุ้มค่ากับการลงทุน นอกจากนี้ผลลัพธ์ท่ีได้ยังแสดงให้เห็น  ด้วย
ว่าทฤษฎีแพนอากาศบางท่ีได้รับการพัฒนาขึ้นมาถือเป็นผลงานช้ินโบว์แดงในทฤษฎีอากาศพลศาสตร์         
ในต้นศตวรรษท่ี 20  
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ตารางเปรียบผลจากการคำนวณและจากการทดลองของ NACA23012 
 คำนวณ การทดลอง 

L=0 –1.09 –1.1 

cl (ท่ี 4) 0.559 0.55 

4/cm
c  –0.0127 –0.01 

 

 
 

รูป 4.24  สัมประสิทธิ์แรงยกและโมเมนต์ของแพนอากาศ NACA 23012 จากการทดลอง 
                    (Moran, 2010)  
 

4.9 แพนอากาศท่ีติดต้ังแฟลบ (The Flapped Airfoil) 
 ในสมการ (4.86) ซึ่งกำหนดค่า L=0 ของแพนอากาศ เทอม (cos –1) จะมีค่าเป็นศูนย์ท่ีชาย

หน้า เมื่อ  = 0 และมีค่ามากท่ีสุดท่ีชายหลังเมื่อ  =   ดังนั้นส่วนของความโก่งในช่วงท้ายคอร์ด

จะมีอิทธิพลต่อค่า L=0 มากกว่าช่วงด้านหน้า ด้วยเหตุนี้เองท่ีอุปกรณ์อย่างเช่น แฟลบ (Flap) หรือ 
ปีกเล็กแก้เอียง (Alileron) ซึ่งใช้เพิ่มแรงยกจะติดต้ังไว้ส่วนหลังของปีก เมื่อส่วนท้ายของแพนอากาศ
ทำมุมหักลงจากแนวเดิมจะทำให้ความโก่งของแพนอากาศในส่วนปลายเป็นบวกเพิ่มขึ้นเป็นผลให้ค่า 
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L=0  เป็นลบมากขึ้น และค่าแรงยกท่ีมุมปะทะนั้นของแพนอากาศมีค่าเพิ่มขึ้นด้วย ผลท่ีเกิดขึ้นแสดง

เป็นกราฟในรูป 4.25 โค้งแรงยกถูกทำให้ขยับไปทางซ้ายเนื่องมาจากค่า L=0  เป็นลบมากขึ้นและให้
ค่าสัมประสิทธิ์ที่เพิ่มขึ้นของแรงยกท่ีมุมปะทะอันหนึ่งมีค่า cl หรือในทางกลับกัน ถ้าส่วนปลายของ
แพนอากาศกระดกขึ้น โค้งแรงยกจะเล่ือนมาทางขวาและแรงยกท่ีมุมปะทะจะลดลง 
 ความสำเร็จของแฟลบในการเป็นอุปกรณ์เพิ่มแรงยก (High lift device) นั้นอยู่บนความจริงท่ี
ถึงแม้ว่ามุมปะทะท่ีให้ค่า 

maxlc จะลดลงเนื่องจากการใช้แฟลบ (แพนอากาศเข้าสู่อาการร่วงหล่นท่ีมุม
ปะทะลดลง) แต่ก็ไม่มากจนจะไปหักล้างค่า cl ท่ีเพิ่มขึ้นโดยรวมท้ังหมดได้ ค่า

maxlc ท่ีเพิ่มขึ้นจากการ
ใช้แฟลบได้แสดงไว้ในรูป 4.25 เช่นกัน 

 
รูป 4.25  ผลของการกางแฟลบท่ีเกิดกับโค้งแรงยก (Anderson, 2016) 

 อิทธิพลของการเปิดแฟลบเป็นมุมน้อยๆ ท่ีมีต่อคุณสมบัติของแพนอากาศอาจทำนายได้โดยใช้
ทฤษฎีแพนอากาศบาง (Glauert, 1924, 1927) เนื่องจากมุมท้ังหมดท่ีเกี่ยวข้องมีค่าน้อย จึงเป็นการ
เพียงพอท่ีจะคำนวณคุณสมบัติของแพนอากาศสมมาตรเมื่อเปิดแฟลบท่ีมุมปะทะศูนย์ แล้วนำค่าท่ีได้
ไปบวกกับคุณสมบัติของแพนอากาศท่ีมีความโก่งท่ีมุมปะทะใดๆ เส้นโก่งเฉล่ีย (Camber line) ของ
แพนอากาศสมมาตรท่ีมีแฟลบเปิดเป็นมุม    ท่ีมุมปะทะศูนย์แสดงในรูป 4.26 ก ถ้าลากเส้นต่อ
ระหว่างชายหน้าและชายหลัง และจัดให้เป็นแนวคอร์ดใหม่ท่ีสร้างขึ้นมา ปัญหาจะลดลงเป็นการไหล
ผ่านแพนอากาศท่ีมีความโก่งท่ีมุมปะทะ  ตามรูป 4.26 ข ให้ E เป็นสัดส่วนความยาวคอร์ดของ
แฟลบต่อความยาวคอร์ด hc เป็นระยะท่ีแสดงในรูป 4.26 ข ความชันของเส้นโก่งเฉล่ียจากชายหน้า

ไปถึงจุดหมุนของแฟลบจะเป็น 
1( )

h

E−
 และจากจุดหมุนถึงชายหลังจะเป็น h

E
−  ดังนั้นคำนวณ

คุณสมบัติของแฟลบได้จากสมการ (4.78) และ (4.79) 

  A0 = 
0

1
( )s d



  


 −   
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                                    An =  
0

2
( )coss n d



  
 

 

 
                                             (ก)                                                                 (ข) 

รูป 4.26  การกำหนดความโก่งของแพนอากาศท่ีเปิดแฟลบ (Anderson, 2016) 

   
 หลังจากการอินทิเกรท ซึ่งแบ่งเป็นสองช่วงจากชายหน้าถึงจุดหมุน (0     h) และจากจุด
หมุนถึงชายหลัง (h      )   A0 จะเป็น 

  A0 = 
0

1 1

1

h

h

h h

E E

 



  
 

   
 − − −   

−   
  

หลังจากแทนค่าขีดจำกัดของการอินทิเกรท และใช้ความสัมพันธ์ 

  
1

h h

E E
+

−
 =  

แต่   
1

h

E−
 =    เพราะฉะนั้น     h

E
 +  = 

ค่าของ A0   จะเป็น A0  = ( )h  



−   (4.92) 

ทำนองเดียวกัน An  = 
0

2 2

1
cos cos

h

h

h h
n d n d

E E

 



   
 

+ −
+    

   =   
0

2 2

1
sin sin

h

h

h h
n n

n E n E

 



 
 

   
−   

−   
  

   =  2

1
sin h

h h
n

n E E




 
+ 

− 
  

  An  =  2sin hn

n





  (4.93) 

 ผลท่ีได้เมื่อนำไปแทนค่าในสมการ (4.81) และ (4.90) จะให้ค่าส่วนท่ีเพิ่มขึ้นของสัมประสิทธิ์ 
cl  และ

. .a cmc เนื่องจากการเปิดแฟลบ ดังนั้น จะได้ 
  cl  = ( )0 12A A +  

  
. .a cmc  = ( )2 1

4
A A


−   

หรือเมื่อแทนค่าจากสมการ (4.92) และ (4.93) 
  cl  = ( )2 2sinh h    − +    (4.94) 
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. .a cmc  =  ( )

1
1

2
sin cosh h  

 
− 

 
  (4.95) 

 ส่วนเพิ่มของ cl และ แปรผันโดยตรงกับมุมกางแฟลบ  โดยท่ีขนาดจะขึ้นอยู่กับ h ซึ่ง
สัมพันธ์กับระยะ  xh  ของจุดหมุนแฟลบตามสมการ 

  xh  =   ( )1
2

cos
h

c
−  

  0L =  = 
2

l
c



  =  ( ) sin
h h


  


 − − +    (4.96) 

 ผลท่ีได้แสดงว่า ค่าท่ีเพิ่มขึ้นของ cl , และ L=0  แปรผันโดยตรงกับมุมกางแฟลบและ
ขนาดเป็นฟังก์ช่ันของ h  ซึ่งสัมพันธ์กับระยะ  xh ตามท่ีกล่าวแล้ว  ดังนั้นค่าของ h จะอยู่ระหว่าง  

0  h     เทียบกับ  0  h
x

c
     และสัดส่วนความยาวคอร์ดของแฟลบจะคำนวณได้ตาม

สมการ E = 1 h
x

c
−  

 เมื่อนำค่าทางทฤษฎีของ 0L




=


−  ท่ีใช้ความยาวคอร์ดของแฟลบ E จาก 0 ถึง 50 % คอร์ด   

มาเปรียบเทียบกับผลการทดลองในรูป 4.27 แถบท่ีแรเงาในรูปเป็นผลการทดลองท่ีรวบรวมจาก  
แพนอากาศรูปทรงต่างๆ 21 แบบ และมีค่าความหนาสูงสุดถึง 0.21 c ท่ีใกล้ E = 0 ความสอดคล้อง
ของทฤษฎีและผลการทดลองไม่ดีนักแต่จะสอดคล้องกันมากขึ้นเรื่อย ๆ จนกระท่ังค่า E = 0.4 เมื่อค่า
ทางทฤษฎีสูงกว่าผลการทดลองท่ัวไปเพียง 7 % การท่ีผลการทดลองต่างกับทฤษฎีมากท่ีค่า E ใกล้ 0 
เป็นเพราะช้ันชิดผิวท่ีก่อตัวมาต้ังแต่ชายหน้าเมื่อถึงชายหลังจะมีมีความหนาได้ถึง 2 – 3 % ของคอร์ด  
ดังนั้นสำหรับแฟลบท่ีความยาวคอร์ดต่ำเป็นไปได้ท่ีแฟลบท้ังหมดจะจมอยู่ในช้ันชิดผิวท่ีเป็นย่านท่ี
อากาศมีความเร็วต่ำลงเนื่องจากแรงเสียดทาน จนกระท่ังความสามารถในการตอบสนองต่อการกาง
แฟลบต่ำกว่าท่ีควรจะเป็นทางทฤษฎี 

 
รูป 4.27  ผลการทดลองเทียบกับทฤษฎีถึงผลของความยาวคอร์ดแฟลบ, E (Anderson, 2016) 
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                           ท่ีมีต่อ 0L




=
   สำหรับมุมกางแฟลบ 0o ถึง 10o 

 รูป 4.28  แสดงกราฟของสมการ (4.95) พล๊อตให้เห็นผลของการกางแฟลบท่ีเกิดกับ  การ
ใช้แฟลบจะเพิ่มค่าสัมประสิทธิ์โมเมนต์ท่ีเป็นลบรอบจุด a.c. พิจารณาจากสมการ (4.82) และ (4.86) 
มุมกางแฟลบท่ีเป็นบวก (หมุนตามเข็มนาฬิกา) มีผลเช่นเดียวกับท่ีเกิดกับ L=0  และ  เมื่อค่า
ความโก่งเพิ่มขึ้นหรือตำแหน่งของความโก่งสูงสุดขยับไปทางชายหลัง มุมกางแฟลบท่ีเป็นลบ (หมุน
ทวนเข็มนาฬิกา) แน่นอนว่าให้ผลตรงข้ามกัน ผลการทดลองเช่นเดียวกับรูป 4.27 ในรูป 4.28 แสดง
ให้เห็นว่าความสอดคล้องกับทฤษฎีเพิ่มข้ึนเมื่อค่า E เพิ่มข้ึนเช่นเดียวกับรูป 4.27 สำหรับรูป 4.27 ผล

การทดลองจำกัดอยู่เฉพาะมุมแฟลบระหว่าง 0      20 o  สำหรับ
. .a cmc  

 
รูป 4.28  ผลของความยาวคอร์ดแฟลบ, E, ท่ีมต่ีอ . .a cm

c



 (Anderson, 2016) 

4.10 แพนอากาศที่มีความหนาและความโก่ง : วิธีแพแนล 
 (Airfoil of Arbitrary Thickness & Camber : Panel Method) 
 ในหัวข้อท่ีผ่านมาการใช้ทฤษฎีแพนอากาศบางทำนายคุณสมบัติของแพนอากาศให้ผลเป็นท่ี   
น่าพอใจ และท่ีสำคัญคือทฤษฎีให้คำตอบท่ีอยู่ในรูปคำตอบท่ัวไป (Closed form) สามารถนำไปใช้
กับแพนอากาศรูปใดก็ได้ แต่มีข้อจำกัดท่ีจะใช้กับแพนอากาศท่ีบางและมีความโก่งน้อยๆ เท่านั้น  
ดังนั้นในกรณี ท่ีจำเป็นต้องพิจารณาคุณสมบัติของแพนอากาศท่ีมีความหนา  มีมุมปะทะสูง              
มีส่วนประกอบเพิ่มแรงยก เช่น แฟลบ (Flap) และ สล๊อต (Slot) หลายช้ัน หรือแม้แต่กับรูปทรงท่ี
ห่างไกลจากแพนอากาศ เช่น รถยนต์ ลำตัวอากาศยาน จะเห็นว่าทฤษฎีแพนอากาศบางไม่เหมาะสม
เมื่อต้องพิจารณาแรงทางอากาศพลศาสตร์ (ในท่ีนี้คือความดัน) บนรูปทรงเหล่านี้ และจำเป็นต้องใช้
การพิจารณาเชิงตัวเลข อย่างเช่น วิธีซอร์สแพแนล (Source panel method) ในหัวข้อ 3.18 ของ
บทท่ี 3 แทน 



 256 

 วิธีแพแนล (Panel method) ท่ีจะอธิบายในหัวข้อนี้เปรียบได้กับวิธีซอร์สแพแนลในหัวข้อ 
3.18 ในทางแนวคิด แต่วิธีซอร์สแพแนลใช้ได้เฉพาะกับกรณีของแพนอากาศท่ีไม่เกิดแรงยก สำหรับ
กรณีท่ีเกิดแรงยก การไหลจะต้องมีค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศท่ีสัมพันธ์กับแรงยก แต่การท่ีซอร์ส      
ไม่เหนี่ยวนำให้เกิดการหมุนวนขึ้นในการไหล ดังนั้นจึงจำเป็นต้องเพิ่มการหมุนวนซึ่งขนาดถูกกำหนด
ด้วยเงื่อนไขของคุตต้าเข้ากับการไหล คงจำได้ว่าซอร์ส และวอร์เทคเป็นซิงกูลาริต้ี (Singularity) ท่ีมี
คุณสมบัติแบบเดียวกัน ต่างกันเฉพาะท่ีวอร์เทคจะเหนี่ยวนำให้เกิดการหมุนวนรอบตัวมีค่าเท่ากับ
กำลังของตัววอร์เทคเอง ดังนั้นเราได้แนวคิดท่ีจะใช้วอร์เทคแทนผิวแพนอากาศหรือวัตถุในรูปแบบ
เดียวกับท่ีได้อธิบายในหัวข้อ 3.18 สำหรับซอร์สแพแนล เพราะว่าวอร์เทคเหนี่ยวนำให้เกิดการ    
หมุนวนขึ้นในการไหลรอบตัวมันเองจึงน่าจะใช้วอร์เทคแพแนลแทนผิวหรือประกอบการแทนผิว   
ด้วยวิธีดังท่ีจะได้กล่าวต่อไปได้ 
 แนวคิดท่ีจะแทนผิววัตถุด้วยแผ่นซอร์ส (Source sheet) หรือแผ่นวอร์เทค (Vortex sheet) 
หรือท้ังคู่ ท่ีมีกำลังพอดีทำให้ผิววัตถุเป็นเส้นกระแสของการไหลจะเป็นเช่นเดียวกับหัวข้อ 3.18 ท่ีเรา
มองหาคือกำลัง (s) และ q(s) ของแผ่นวอร์เทคและแผ่นซอร์สท่ีเหมาะสมพอดีทำให้ทิศทางความเร็ว
อยู่ในแนวสัมผัสกับผิวพอดี เนื่องจากในทางคณิตศาสตร์ เราไม่สามารถหารูปแบบของฟัง ช่ัน (s)       

ท่ีเป็นคำตอบจริง (Exact solution) ได้ คำตอบท่ีเราต้องการจึงต้องใช้เทคนิคการคำนวณเชิงตัวเลข 
ซึ่งมีช่ือเรียกกันท่ัวไปว่า “วิธีแพแนล (Panel Method)” (J. Moran, 2010) 

 
 

รูป 4.29  การแทนผิววัตถุด้วยแผ่นวอร์เทค (Vortex sheet) (Hess & Smith, 1967) 

 เนื่องจากเราสามารถแทนผิวแพนอากาศด้วยซิงกูลาริต้ี (Singularity) ในลักษณะต่างๆ ได้หลาย
แบบ ในหัวข้อนี้เราจะลองพิจารณาแทนผิวแพนอากาศด้วยแผ่นซอร์สร่วมกับแผ่นวอร์เทค ซึ่งง่ายและ
เป็นวิธีด้ังเดิมท่ีใช้พัฒนาเทคนิคนี้2 
 พิจารณาการไหลผ่านแพนอากาศใดๆ ท่ีมีมุมปะทะ  ให้ s เป็นพิกัดท่ีวัดไปตามผิวแพนอากาศ  
ถ้าแทนผิวแพนอากาศด้วยแผ่นวอร์เทคกำลัง (s) และแผ่นซอร์สกำลัง q(s) ท่ีเรียงไปตามผิว      
แพนอากาศ ในลักษณะนี้ศักย์ความเร็ว (Velocity potential) ของการไหล   จะเป็น 

 
2 Hess and Smith “calculation of Potential flow about arbitrary bodies”, in Progress in 
Aeronautical Sciences, Vol. 8, D. Kunchman (ed.) Pergamon Press, N.Y., 1967 
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   =   + s  + v  (4.97) 
เมื่อ                  เป็นศักย์ความเร็ว ของ การไหลเอกรูป (uniform flow) 
        s     เป็นศักย์ความเร็ว ของ แผ่นซอร์ส 
        v    เป็นศักย์ความเร็ว ของ แผ่นวอร์เทค 

 
รูป 4.30 พิกัดท่ีใช้ในการแทนผิวด้วยแผ่นวอร์เทคหรือแผ่นซอร์ส (Hess & Smith, 1967) 

 ท่ีจุด P(x, y) ใดๆ ศักย์ความเร็วเนื่องจาก    ในสมการ (4.97) จะเป็น  

  (x, y) = ( )
2 2

( ) ( )
cos sin ln

q s s
V x y rds ds


  

 
 + + −       (4.98) 

เมื่อ r  เป็นระยะจากส่วนส้ันๆ ds บนผิวถึงจุด P  และ    เป็นมุมวัดจากแนวสัมผัสกับ ds ถึง r 

   ในสมการ(4.98) จะสอดคล้องสมการลาปลาส และให้ความเร็วท่ี   เป็น V  ถ้ากำลังต่อ
หน่วยความยาวของ q(s) และ (s) พอดีทำให้ทิศทางความเร็วอยู่ในแนวสัมผัสผิวพอดี และมีค่าการ
หมุนวนตามเงื่อนไขของคุตต้า จะให้ลักษณะการไหลท่ีต้องการ แต่คงเห็นจากสมการแล้วว่าการอินทิ
เกรทสมการทำได้ยากโดยเฉพาะเมื่อไม่ทราบค่า q(s) และ (s) ยกเว้นเมื่อ q(s) และ (s) เรียงอยู่บน
เส้นตรง ดังนั้นเช่นเดียวกับวิธีซอร์สแพแนลโดยการประมาณผิวของแพนอากาศด้วยรูปหลายเหล่ียม 
(Polygon) ท่ีมีด้านเป็นเส้นตรงเรียงต่อกันไปรอบรูปแพนอากาศตามท่ีแสดงในรูป 4.31 ถ้าแทนผิว
แพนอากาศโดยเลือกตำแหน่งบนผิว N ตำแหน่งเริ่มจากชายหลังวนตามเข็มนาฬิกาไปรอบแพน
อากาศ เรียกตำแหน่งตามผิวนี้ว่าปุ่มหรือโหนด (node) เส้นตรงท่ีลากต่อจากโหนดหนึ่งไปอีกโหนด
หนึ่งเรียงไปตามลำดับจะเป็นรูปหลายเหล่ียมท่ีใช้แทนแพนอากาศเดิม (ซึ่งเป็นท่ีมาของช่ือวิธีแพแนล)    
ให้เส้นตรงท่ีโยงระหว่างโหนดท่ีเรียงกันตามรูปวางเรียงไว้ด้วยซอร์สและวอร์เทค ในกรณีนี้ให้ sj เป็น
ระยะบนแพแนล j วัดจากโหนด j ไปยังโหนด  j + 1 สมการ (4.98) จะเป็น 
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รูป 4.31  การแทนผิวแพนอากาศด้วยแพแนล (Hess & Smith, 1967) 

  (x, y) = ( )
1   

2 2

( ) ( )
cos sin ln

N
j j

j j j

j panel j

q s s
V x y r ds


  

 =



 
+ + − 

 
       (4.99) 

เมื่อ rj  และ  j  เป็นรัศมีและมุมจากจุดใดๆ (xj, y j) บนแพแนล j ไปยังจุด P(x, y) 
 สมมติให้กำลังของซอร์ส q มีค่าคงท่ีบนแต่ละแพแนล แต่เปล่ียนค่าได้จากแพแนลหนึ่งไปยังอีก
แพแนลหนึ่ง และให้กำลังของวอร์เทคมีค่าคงท่ีเท่ากันบนทุกแพแนล เพราะฉะนั้น 

                   q(sj)   =   qj          สำหรับ     j = 1, 2,…N 
         (sj)   =    

 

 
รูป 4.32  การกำหนดค่า  rj  และ j   (Hess & Smith, 1967) 

 ตัวแปรท่ีต้องมีการกำหนดค่าในตอนนี้คือ กำลังของซอร์สบนแต่ละแพแนล  q1, q2, … qN   และกำลัง
ของวอร์เทค   จะเห็นว่าไม่ว่าค่า qj  และ   จะเป็นเท่าใดสมการ (4.99) จะสอดคล้องกับเงื่อนไขท่ี
ความเร็วต้องเท่ากับ V


ท่ีไกลจากแพนอากาศออกไป และการไหลเป็นการไหลไร้การอัดตัวไร้การหมุน 

(Incompressible irrotational flow) เสมอ แต่ยังไม่สอดคล้องกับเงื่อนไขท่ีผิวที่ความเร็วต้องอยู่ในแนว
สัมผัสผิวรอบผิวแพนอากาศ และเงื่อนไขของคุตต้าท่ีกำหนดค่าการหมุนวนรอบแพนอากาศ ดังนั้นต้อง
กำหนดค่า qj  และ   ด้วยการพิจารณาความเร็วในแนวสัมผัสผิวท่ีจุดอ้างอิงบนแต่ละแพแนล และ
พิจารณาเงื่อนไขของคุตต้าในลักษณะใดลักษณะหนึ่ง 
 เนื่องจากตำแหน่งกึ่งกลางของแต่ละแพแนลเป็นตำแหน่งท่ีสะดวกและเหมาะสม เราจึงเลือกให้
จุดนี้เป็นจุดอ้างอิงเรียกว่า “จุดกำกับ” (Control point) ของแต่ละแพแนล และพิจารณาให้ความเร็ว
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ท่ีเหนี่ยวนำจากซอร์สและวอร์เทคท้ังหมดท่ีจุดนี้เมื่อรวมความเร็วกระแสอิสระแล้วอยู่ในทิศทางขนาน
กับแพแนล (ซึ่งตอนนี้แทนผิวแพนอากาศ) พอดี สำหรับเงื่อนไขของคุตต้าจากสมการ (4.9)            
 (TE) = 0 เนื่องจากเราสมมติให้   มีค่าคงท่ีค่าหนึ่งบนทุกแพแนลการกำหนดให้   มีค่าเป็นศูนย์ท่ี
ชายหลังจึงทำไม่ได้ตรงๆ แต่ถ้าสำรวจให้ละเอียด จากหัวข้อ 4.5 จะพบว่าเงื่อนไขนี้มาจากการท่ี
ความเร็วกระแสตามผิวบนและผิวล่างท่ีมาบรรจบกันท่ีชายหลังจะมีความเร็วเท่ากันตรงชายหลังพอดี 
เพราะฉะนั้นถ้าแพแนลแรก และแพแนลสุดท้ายท่ีแทนผิวมีขนาดใกล้เคียงกัน เมื่อเพิ่มจำนวนแพแน
ลขึ้น และขนาดของแพแนลส้ันลง จุดกำกับของแพแนลแรกและแพแนลสุดท้ายจะมีตำแหน่งใกล้เคียง
กันและขยับเข้าใกล้ชายหลัง ดังนั้นจึงอาจแทนเงื่อนไขของคุตต้าโดยกำหนดให้ความเร็วท่ีจุดกำกับบน
แพแนลแรกมีขนาดเท่ากับความเร็วที่จุดกำกับบนแพแนลสุดท้าย 
 จะเห็นว่าปัญหาของเรามีตัวไม่ทราบค่า N + 1 ตัว มีสมการท่ีพิจารณาจากความเร็วท่ีจุดกำกับ 
N สมการ และจากเงื่อนไขของคุตต้า 1 สมการ ดังนั้นเรามีระบบท่ีสามารถแก้สมการทางพีชคณิตได้    
เพื่อท่ีจะจัดต้ังสมการท้ัง N + 1 สมการ เราต้องกำหนดความสัมพันธ์ในรูปท่ัวไปซึ่งทำได้ดังนี้   
กำหนดให้แพแนล i เป็นแพแนลท่ีอยู่ระหว่างโหนด i และ i + 1 และเอียงทำมุมกับแกน x เป็นมุม i 
ตามท่ีแสดงในรูป 4.33  ดังนั้น 

                         sin i  =  1i i

i

y y

l

+
−       ;      cos i  =  1i i

i

x x

l

+
−     (4.100) 

เมื่อ  li   คือความยาวของแพแนล i 
                                        li  =  2 2

1 1( ) ( )
i i i i
x x y y

+ +
− + −    (4.101) 

 
รูป 4.33  ค่าท่ีกำหนดบนแพแนล I (Hess & Smith, 1967) 

 ให้ ˆ in และ ˆit เป็นหน่วยเวคเตอร์ท่ีต้ังฉากและขนานกับแพแนล i ให้  ˆ in ช้ีออกจากผิวแพน
อากาศในลักษณะท่ีถ้าหันหน้าจากโหนด  i  ไปทางโหนด  i + 1  แพนอากาศจะอยู่ทางขวามือ และ 
ˆ
in  มีทิศพุ่งออกจากแพนอากาศไปทางซ้าย และ ˆit  ช้ีจากโหนด  i  ไปโหนด  i + 1  ดังนั้น 

  ˆ
in  = ˆ ˆsin cosi ii j − +   (4.102a) 

  ˆ
it  =   ˆ ˆcos sini ii j +   (4.102b) 

(อย่าลืม î  และ ĵ  เป็นหน่วยเวคเตอร์ตามแกน x และ y  ส่วน  i และ j  ใช้แทนตัวเลขบอก 
ตำแหน่งแพแนล) 
 ให้พิกัดของจุดกึ่งกลางของแพแนล  i  เป็น ( ),i ix y  เพราะฉะนั้น 
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             ix   = 1

2
i ix x ++   (4.103a) 

  iy  = 1

2
i iy y ++   (4.103b) 

เมื่อ (xi, yi) เป็นพิกัดของโหนด i  และ (xi+1, yi+1) เป็นพิกัดของโหนด i + 1 
 ให้ส่วนของความเร็วตามแกน x และ y ท่ีจุด ( ),i ix y แทนด้วย 
  ui  = ( ),i iu x y  
  vi  = ( ),i iv x y  
จะเขียนเงื่อนไขของความเร็วที่สัมผัสกับผิวบนแต่ละแพแนลได้เป็น 
  ˆ

i iV n
  = 0             สำหรับ i  =  1, 2… N 

หรือ  sin cosi i i iu v − +  = 0              สำหรับ i  =  1, 2… N  (4.104) 
และเงื่อนไขของคุตต้าท่ีกำหนดให้ขนาดความเร็วบนแพแนล 1 และ แพแนล N เท่ากัน 
  1 1

ˆV t


 =  ˆ
N NV t− 


 
หรือ  1 1 1 1cos sinu v +  = cos sinN N N Nu v − −                 (4.105) 
เครื่องหมายลบทางขวาของสมการ (4.105) มาจากการกำหนดทิศทางของ ˆit  ทำให้  1t̂  มีทิศช้ีออก
จากชายหลังสวนกับ 1V


 และ  ˆNt  มีทิศช้ีเข้าหาชายหลังไปทางเดียวกับ NV


 ตามรูป 4.34   

 

 
รูป 4.34   เงื่อนไขของคุตต้าท่ีกำหนดความเร็วบนแพแนล 1 และ N (Hess & Smith, 1967) 

 ขนาดของความเร็ว ui และ vi ท่ีจุดกึ่งกลางแพแนล i ประกอบขึ้นจากส่วนของความเร็วจาก
กระแสอิสระกับความเร็วจากซอร์สและวอร์เทคบนแต่ละแพแนลรวมกัน เนื่องจากความเร็วท่ีเกิดจาก
ซอร์สและวอร์เทคบนแต่ละแพแนลจะเป็นสัดส่วนกับกำลังของซอร์สและวอร์เทคบนแพแนล นั้น ๆ  
เพราะฉะนั้นจะเขียนได้ว่า 

  ui = 
1 1

cos
N N

j sij vij

j j

V q u u 
= =

 + +    (4.106a) 

  vi = 
1 1

sin
N N

j sij vij

j j

V q v v 
= =

 + +    (4.106b) 

 เมื่อ usij เป็นส่วนความเร็วตามแกน x เนื่องจากซอร์สท่ีมีกำลัง 1 หน่วย บนแพแนล j ท่ีจุด
กึ่งกลางแพแนล i  และทำนองเดียวกันสำหรับ  vsij  uvij และ vvij 
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 การประมาณค่า  usij  vsij  uvij  และ  vvij  ทำได้สะดวกกว่าในแกนพิกัดท่ีขนานและต้ังฉากกับ 
แพแนล x* y* ตามท่ีแสดงในรูป 4.35 

 
รูป 4.35  แกนพิกัด x* y*  ตรึงกับแพแนล  j (Hess & Smith, 1967) 

 จากรูป 4.35 ความสัมพันธ์ของส่วนความเร็วตามแกน x y กับส่วนความเร็วตามแกน x* y* จะเป็น 
  u =  * *cos sinj ju v −   (4.107a) 
  v =  * *sin cosj ju v +   (4.107b) 
 จะเห็นว่าเมื่อกำหนดแนวของ (u*, v*) ได้แล้ว ส่วนของความเร็วท่ีจุด (xi, yi) ใด ๆ เนื่องจาก 
ซอร์สกำลัง 1 หน่วยบนแพแนล j จะเขียนได้เป็น [จากสมการ (3.127) และ (3.128)] 

  *
siju  = 

2 2
0

1

2

*

( * ) *

jl
x t

dt
x t y

−

− +
   (4.108a) 

  *
sijv  = 

2 2
0

1

2

*

( * ) *

jl
y

dt
x t y − +

   (4.108b) 

 เมื่อ (x*, y*) เป็นพิกัดของจุด (xi, yi) ท่ีวัดในพิกัดตามรูป 4.35 ค่าของการอินทิเกรทในสมการ
จะเป็น 

  *
siju  = ( )

1
2 2 2

0

1
* *

2
ln

jt l

t

x t y


=

=

 − − +
 

  (4.109a) 

  *
sijv  =   1

0

1 *

2 *
tan

jt l

t

y

x t

=

−

=−
  (4.109b) 

 ได้เคยแสดงไว้ในบทท่ี 3 แล้วว่า ผลการอินทิเกรทในสมการ (4.109a) และ (4.109b) แสดงเป็น
รูปเรขาคณิตซึ่งแปลงกลับไปใช้พิกัด xy ได้ตามท่ีแสดงในรูป 4.36 คือ 

  *
siju  =  11

2
ln

ij

ij

r

r

+
−   (4.110a) 

  *
sijv  =  

2
l o 



−   =   
2

ij


  (4.110b) 
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รูป 4.36  รูปเรขาคณิตของผลการอินทิเกรทในสมการ (4.110) และ (4.112)  

 
 อย่างท่ีแสดงในรูป 4.36  rij  เป็นระยะจากโหนด j ไปถึงจุดกึ่งกลางแพแนล i  rij+1 เป็นระยะ
จากโหนด  j + 1 ไปถึงจุดกึ่งกลางแพแนล i จะเห็นว่า usij  จะคำนวณได้จากตำแหน่งของจุด 

( ),i ix y   ( ),i ix y   และ ( )1 1,j jx y+ + นั่นเอง สำหรับ ij  จะเป็นมุมท่ีจุด ( ),i ix y  ท่ีวัดระหว่าง rij  
และ rij+1 จากสมการ (4.110a) และ (4.110b) จะเห็นว่าในกรณีพิเศษของความเร็วท่ีจุดกึ่งกลาง
แพแนล i  เนื่องจากซอร์สบนแพแนล i เอง *

siiu  = 0 แต่ค่าของความเร็วในแนวขนานกับ y*       
*
siiv  จะขึ้นกับว่าการพิจารณาจุดกึ่งกลาง ( ),i ix y  กระทำจากทางด้านไหนของแพแนล จากรูป 4.36 

ถ้าพิจารณาจุด ( )* *,P x y เข้าหาจุดกึ่งกลาง ( ),i ix y  ของแพแนล  i  จากทางด้านนอกของแพแนล  

(ด้านท่ีหันออกจากผิว หรือ y* → 0+ สำหรับ 0 < x < li ) จะได้   ii →   แต่ในทางตรงข้าม    
ถ้าจุด ( )* *,P x y เข้าหาจุดกึ่งกลาง ( ),i ix y  ของแพแนลจากทางอีกด้าน ii จะมีค่าเป็นลบ และ    
มีค่า → –   เพราะว่าการพิจารณาการไหล สนใจการไหลท่ีเกิดขึ้นทางด้านนอกรอบวัตถุ ดังนั้นจึง
พิจารณาเฉพาะจุด ( )* *,P x y  ด้านนอกแพแนล น่ันคือ ii =   และวัดค่า  ij   ได้ 

               ij  =                เมื่อ  i =  j 

                =  1 11

1 1

( )( ) ( )( )
tan

( )( ) ( )( )

i j i j i j i j

i j i j i j i j

y y x x x x y y

x x x x y y y y

+ +−

+ +

− − − − −

− − + − −
        เมื่อ  i  j (4.111) 

 ในทำนองเดียวกันความเร็วท่ีถูกเหนี่ยวนำจากวอร์เทคกำลัง 1 หน่วย บนแพแนล j ท่ีจุดกึ่งกลาง
แพแนล i  ก็ประมาณค่าได้ง่ายโดยพิจารณาจากสมการ(4.32) และ (4.33) และเทียบกับสมการ
(4.108) รวมกับผลการอินทิเกรทจากสมการ (4.110)  ดังนี้ 

               *
viju  = 

2 2
0

1

2

*

( * ) *

jl
y

dt
x t y

−
− +

   =   
2

ij


 (4.112a) 

                    *
vijv  = 

2 2
0

1

2

*

( * ) *

jl
x t

dt
x t y

−
−

− +
   =   11

2
ln

ij

ij

r

r

+  (4.112b) 
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 เงื่อนไขของความเร็วในแนวสัมผัสตามสมการ (4.105) จะเขียนได้ในฟอร์ม 

                                   1
1

N

ij j i N

j

A q A +

=

+  =  bi  (4.113) 

เมื่อ     Aij = sin cossij i sij iu v − +   

      = ( ) ( )* *
cos sin sin cos sin sin cos cossij j i j i sij j i j iu v       − − + −   (4.114) 

แทนค่า *
siju  และ *

sijv  จากสมการ (4.110a) และ (4.110b)  

ดังนั้น               2 ijA  = ( ) ( )1
sin ln cos

ij

i j i j ij

ij

r

r
    

+
− + −     (4.115) 

ทำนองเดียวกัน  12 iNA +  = ( ) ( )1

1

cos ln sin
N

ij

i j i j ij

j ij

r

r
    

+

=

− − −   (4.116) 

และ          bi  = ( )sin iV   −   (4.117) 
ส่วนเงื่อนไขของคุตต้าตามสมการ (4.105) จะเขียนได้ในฟอร์ม 

        1 1 1
1

, ,

N

N j j N N

j

A q A + + +

=

+   =    bN+1    (4.118) 

หลังจากจัดการอย่างเดียวกัน จะพบว่า 

ดังนั้น              12 ,N jA +        =  ( ) ( ) 1

1 1

sin cos ln
N N

kj

k j kj k j

k j kj

r

r
    

+

= =

− − −    (4.119) 

                   1 12 ,N NA + +       =  ( ) ( )1

1 1

sin ln cos
N N

kj

k j k j kj

k j kj

r

r
    

+

= =

− − −    (4.120) 

และ                    1Nb +           = ( ) ( )cos cosj NV V    − − − −   (4.121) 
 สมการ (4.113) และ (4.118) จะรวมเป็นชุดสมการพีชคณิต N + 1 สมการ N + 1 ตัวไม่ทราบ
ค่า q1 , q2 … qN และ   ซึ่งเมื่อแก้แล้วสามารถนำค่า qj และ   ท่ีได้ไปคำนวณหาความเร็วบน    
แต่ละแพแนลท่ีจุดกึ่งกลางได้จาก 

      Vt,i  = ( ) ( ) ( ) 1

1 2
cos sin cos ln

N
j ij

j i j ij i j

j ij

q r
V

r
      



+

=



 
− + − − − 

  
   

                           ( ) ( )1

12
sin ln cos

N
ij

i j i j ij

j ij

r

r


    



+

=

 
+ − + − 

  
   (4.122) 

 ซึ่ งพิ สูจน์ ได้จากการจัดการกับสมการ  (4.103), (4.106), (4.107), (4.110) และ (4.112) 
เพราะว่า  Vn,i  = 0 สัมประสิทธิ์ความดันท่ี ( ),i ix y  จะคำนวณได้เป็น 

  ( ),p i ic x y  = 1 – 
2

2
1

,t iV

V
−   (4.123) 

 ส่วนค่าแรงยกและโมเมนต์จะได้จากการสมมติให้ cp มีค่าคงท่ีบนแพแนลแล้วรวมแรงท่ีเกิดบน
แต่ละแพแนลเข้าด้วยกัน 



 264 

4.11 โปรแกรมคอมพิวเตอร์  
 การคำนวณหาค่า cp รอบผิวแพนอากาศ โดยใช้เทคนิคตามวิธีแพแนลเห็นได้ชัดว่าจะได้คำตอบ
ท่ีสมเหตุสมผลก็ต่อเมื่อจำนวนแพแนลท่ีใช้แทนผิวแพนอากาศมีจำนวนมากพอท่ีจะสร้างรูปหลาย
เหล่ียมท่ีใกล้เคียงรูปร่างเดิมของแพนอากาศ นั่นคือปัญหาจะต้องเกี่ยวข้องกับการแก้ชุดสมการ
พีชคณิต N+1 สมการ ท่ีมีจำนวน N+1 ตัวแปร ปัญหาท่ัวไปจะใช้จำนวนแพแนลมากกว่า 20 แพแนลขึ้นไป 
เท่ากับเราจะต้องแก้ปัญหา 20 สมการ 20 ตัวแปรไม่ทราบค่าเป็นอย่างน้อย ดังนั้นการใช้โปรแกรม
คอมพิวเตอร์เพื่อแก้ปัญหา สามารถเขียนขึ้นตามขั้นตอนการคำนวณในสมการต่างๆ ท่ีผ่านมาและ
อาศัยโปรแกรมแก้ชุดสมการพีชคณิตท่ีหาได้ในตำราการคำนวณเชิงตัวเลขท่ัวไป แก้สมการหาค่า qi 
และ   เมื่อได้แล้วก็สามารถนำไปคำนวณหาความเร็วบนแต่ละแพแนลและ cp ได้ (Moran, 2010) 
  ดังนั้นอาจกำหนดขั้นตอนโปรแกรมได้กว้าง ๆ ตามนี้ 
 1. กำหนดตำแหน่งของโหนด ( ),i ix y บนผิวแพนอากาศ โดยให้โหนดท่ี 1 เริ่มจากชายหลัง
ของแพนอากาศวนตามเข็มนาฬิกาไล่ไปตามผิวจนกลับมาบรรจบท่ีชายหลังตามตัวอย่างในรูป 4.31 
ตามปกติถึงจะไม่มีข้อจำกัดในการกำหนดจำนวนโหนดหรือแพแนล  แต่สำหรับแพนอากาศเรามักจะ
กำหนดให้จำนวนโหนดและจำนวนแพแนล ตามผิวบนและผิวล่างมีจำนวนเท่ากัน ซึ่งจะทำให้เงื่อนไข
ของคุตต้าท่ีกำหนดจากความเร็วบนแพแนลท่ี 1 และแพแนลสุดท้ายตามสมการ (4.105) ได้จาก
ความเร็วท่ีจุดกำกับท่ีมีระยะห่างจากชายหลังใกล้เคียงกัน นอกจากนี้การกำหนดจำนวนแพแนลควร
จะถี่บริเวณชายหน้าท่ีผิวแพนอากาศมีความโค้งมาก และควรกำหนดให้แพแนลแรก และ แพแนลสุด
ท้ายส้ันเพื่อให้จุดกำกับบนแพแนลท้ังสองใกล้อยูช่ายหลังมากท่ีสุด 
 2. จากพิกัดของโหนดในข้อท่ี 1  คำนวณตำแหน่งของจุดกำกับ ( ),i ix y  และมุม i ของ
แพแนลท่ีทำกับแกน  x จากสมการ (4.100) และ (4.103)  สำหรับ i  =  1, 2, .., N  
 3. คำนวณระยะ rij และมุม ij ระหว่างโหนดบนแพแนล  j กับจุดกำกับบนแพแนล i จาก              
rij = 2 2

( ) ( )i j i jx x y y− + −   และเงื่อนไขตามสมการ (4.111) 
 4. คำนวณสัมประสิทธิ์  Aij  ตามสมการ (4.115) สำหรับ i = 1, 2, .., N  และ j = 1, 2, .., N 
 5. คำนวณสัมประสิทธิ์ Ai,N+1 ตามสมการ (4.116) สำหรับ i = 1, 2, .., N 
 6. คำนวณสัมประสิทธิ์ AN+1, j ตามสมการ (4.119) สำหรับ j = 1, 2, .., N 
 7. คำนวณสัมประสิทธิ์ A N+1,N+1  ตามสมการ (4.120) 
 8. คำนวณ bi และ bN+1 ตามสมการ (4.117) และ (4.121) 
 9. การคำนวณในข้อ 2 ถึง 8 ใช้เพียงพิกัดของโหนด (xj, yj) เท่านั้น และจะได้ชุดสมการท่ี
เขียนในรูปเมตริกซ์ เป็น 
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 10. แก้ชุดสมการในข้อ 9 โดยใช้วิธีเชิงตัวเลขแบบใดแบบหนึ่ง เช่น การใช้เมตริกซ์อินเวิร์ส 
(inverse matrix) ใช้กฎของเครเมอร์ (Creamer’s rule) หรือใช้วิธีของเก๊าส์ (Gauss elimination) 
ฯลฯ  จะได้ค่า q1, q2, q3, … qN  และ    
 11. ค่า qi   และ   ท่ีคำนวณได้ นำไปใช้ในสมการ (4.122) เพื่อหาค่า Vt,i  สำหรับ i = 1, 2, .., N 
 12. คำนวณ cp บนแต่ละแพแนลตามสมการ (4.123)  cp ท่ีคำนวณได้จะถูกกำหนดให้มีค่าคงท่ี
บนแต่ละแพแนล หรือคงท่ีบนผิวแพนอากาศในช่วงท่ีถูกแทนด้วยแพแนลนั้น 
 13. การแจกแจงความดันบนผิวแพนอากาศจะได้จากการแจกแจง cp ท่ีคำนวณได้ และสามารถ
นำไปคำนวณหาค่าสัมประสิทธิ์แรงยกและสัมประสิทธิ์โมเมนต์ได้ตามวิธีการในหัวข้อ 1.3 ผลลัพธ์ท่ีได้
จะเป็นส่วนท่ีเกิดจากความดันเท่านั้น และไม่มีแรงเสียดทานเข้ามาเกี่ยวข้อง 
 ขั้นตอนต่าง ๆ ท่ีกล่าวมานำมาแสดงเป็นตัวอย่างได้ตามนี้ ในรูป 4.37 แพนอากาศรูป NACA 2415 
ถูกแทนโดยแพแนลท่ีเกิดจากการกำหนดโหนด 40 โหนดบนผิวแพนอากาศ แล้วแทนผิวด้วยเส้นตรง
(แพแนล) ท่ีเช่ือมระหว่างโหนดท่ีอยู่ติดกันจำนวน 38 แพแนล 
 สังเกตว่ารูปแพนอากาศในรูป 4.37 ไม่มีส่วนท่ีเป็นเส้นโค้งเลย แต่เป็นเส้นตรง  

 
รูป 4.37  รูปแพนอากาศ  NACA 2415 แทนด้วยแพแนลจำนวน 38 แพแนล (Moran, 2010) 

 
เป็นช่วงๆ ท่ีเรียงกันไป จะเห็นชัดว่าจำนวนโหนดเพียง 40 โหนด สามารถจะสร้างเส้นรอบรูปท่ีมี
รูปร่างใกล้เคียงกับแพนอากาศท่ีกำหนดได้เป็นอย่างดี สังเกตด้วยว่าจำนวนโหนดจะถี่ในบริเวณชาย
หน้าและชายหลัง ซึ่งเป็นไปตามเหตุผลท่ีได้กล่าวมาแล้ว การเพิ่มจำนวนโหนดหรือจำนวนแพแนล  
ขึ้นจะทำให้ได้รายละเอียดของแพนอากาศเพิ่มขึ้นไปอีก จำนวนแพแนลท่ีใช้ไม่มีกฎเกณฑ์บังคับ
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ตายตัวขึ้นอยู่กับผู้แก้ปัญหาจะเห็นความเหมาะสมท่ีจุดใด เพราะจำนวนแพแนลท่ีน้อยเกินไปจะให้
รายละเอียดของการคำนวณไม่สมจริง และจำนวนแพแนลท่ีมากก็ไม่จำเป็นว่าจะให้รายละเอียดของ
การคำนวณเพิ่มขึ้นตามจำนวนแพแนลเสมอไป ในบางกรณีจำนวนแพแนลท่ีมากกว่าค่าหนึ่งขึ้นไป 
อาจจะทำให้คำตอบมีลักษณะไม่ลู่เข้าสู่คำตอบท่ีควรก็ได้ (เป็น divergence)  
 

รูป 
4.38 การแจกแจงความดันรอบแพนอากาศ NACA 0012 ท่ีมุมปะทะ 9   

                         คำนวณโดยวิธีแพแนล ใช้จำนวนแพแนล 50 แพแนล  (Moran, 2010)  

 การคำนวณโดยใช้จำนวนแพแนล 50 แพแนลกับแพนอากาศรูป NACA 0012 ท่ีมุมปะทะ 9       
ได้ผลลัพธ์ตามท่ีแสดงในรูป 4.38 สังเกตว่าถึงแม้จะได้ค่า cp บนผิวแพนอากาศ ตามผิวบน 26 จุด 
และผิวล่าง 26 จุด เท่านั้น แต่รายละเอียดท่ีได้ก็เพียงพอจะแสดงลักษณะสำคัญของการแจกแจง
ความดันรอบแพนอากาศ ขอให้สังเกตค่า cp ท่ีเท่ากับ 1 บริเวณชายหน้าท่ีผิวด้านล่าง ซึ่งแสดงจุด 
ชะงัก (Stagnation) ด้านหน้า แต่ท่ีชายหลังค่า cp จะมีค่าประมาณ 0.4  ซึ่งต่ำกว่า 1 ซึ่งควรจะเป็น
ค่าทางทฤษฎีถ้าชายหลังเป็นจุดชะงัก (Stagnation) ท้ังนี้เนื่องมาจากการแทนเงื่อนไขของคุตต้าโดย
ใช้ความเร็วของกระแสบนแพแนลแรกและแพแนลสุดท้ายเป็นตัวกำหนด 
 วิธีแพแนล ท่ีได้อธิบายผ่านมาไม่ได้เป็นเพียงแนวทางเดียวที่จะใช้พิจารณาปัญหาได้ อีกแนวทาง
หนึ่งท่ีพัฒนามาจากวิธีแพแนลเรียกว่าวิธีวอร์เทคแพแนล (Vortex panel method) ซึ่งเป็นแนว
ทางการคำนวณท่ีใช้กันอยู่ในปัจจุบัน แนวคิดของวิธีนี้เหมือนกับวิธีแพแนลทุกประการ เพียงแต่     
ซิงกูลาริต้ี (Singularity) ท่ีจะเรียงไปบนแต่ละแพแนลจะมีเพียงวอร์เทคเท่านั้น ถ้าพิจารณาให้กำลัง
ของวอร์เทคท่ีแจกแจงอยู่บนแต่ละแพแนล เปล่ียนแปลงในลักษณะตามท่ีแสดงให้เห็นในรูป 4.39   
ให้ความหนาแน่นของวอร์เทคบนแต่ละแพแนลเปล่ียนแปลงเชิงเส้นตรงจากปลายข้างหนึ่งไปยังปลาย
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อีกข้างหนึ่ง โดยท่ีค่า   มีค่าต่อเนื่องกันไปจากแพแนลหนึ่งไปยังอีกแพแนลหนึ่ง ในทำนองนี้เงื่อนไข
ของคุตต้า สามารถท่ีจะนำมาแทนในการคำนวณได้โดยง่าย และเรายังพบว่าการคำนวณเชิงตัวเลขจะ
มีเสถียรภาพมาก นอกจากในกรณีของแพนอากาศท่ีมีผิวโค้งเว้าเข้าบริเวณปลายหลังท่ีต้องถูกแทนท่ี
ด้วยแพแนลจำนวนมาก 
 

 
รูป 4.39   การแจกแจง   บนแต่ละแพแนลในลักษณะเปล่ียนแปลงเป็นเส้นตรงจาก 

                        โหนดไปโหนด (2nd order vortex panel method) (Moran, 2010) 

 เมื่อพิจารณาในลักษณะนี้ ถ้าแพนอากาศอยู่ในกระแสอิสระความเร็ว V ท่ีมุมปะทะ      
ศักย์ความเร็ว (Velocity potential) ท่ีจุดกำกับ (xi, yi) บนแพแนล i จะเป็น 

       (xi, yi) = V(xi cos  + yi sin )  -  j 1
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 เงื่อนไขท่ีใช้กำหนดกำลัง j  ในสมการ (4.125) ก็จะเป็นเช่นเดียวกับท่ีผ่านมา คือ กำลัง j  บน
แต่ละแพแนลต้องพอดีทำให้ความเร็วที่จุดกำกับบนแต่ละแพแนลอยู่ในทิศทางขนานกับแพแนล หรือ
ส่วนของความเร็วตั้งฉากกับแพแนลจะมีค่าเป็นศูนย์ 

                   )y,x(
n

ii
i




   =  0         i = 1,2,…..N  (4.126) 

เมื่อ  = (xi, yi) มีค่าตามสมการ (4.124) ส่วนเงื่อนไขของคุตต้าจะได้จากการกำหนดกำลังของวอร์เทค      
บนโหนดท่ี 1 เป็น 
                             1 + N+1  =  0     (4.127) 
 จะเห็นว่าเงื่อนไขเหล่านี้จะสร้างชุดสมการ N สมการ N ตัวไม่ทราบค่า ซึ่งการแก้สมการจะให้
กำลังท่ีเปล่ียนแปลงจากโหนดหนึ่งไปยังอีกโหนดหนึ่ง และสามารถนำไปคำนวณหาการแจกแจงความ
ดันรอบแพนอากาศ ตามข้ันตอนเดียวกับท่ีกล่าวผ่านมาแล้ว 
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 ตัวอย่างการคำนวณการแจกแจงความดันรอบแพนอากาศ NACA 0012 ท่ีมุมปะทะ 9 โดยวิธี
วอร์เทคแพแนลตามท่ีแสดงในรูป 4.40 การคำนวณใช้จำนวนแพแนล 50 แพแนล ขอให้เปรียบเทียบ
รูป 4.40 กับรูป 4.38 ผลลัพธ์ของการคำนวณแสดงรายละเอียดของการคำนวณสอดคล้องไปใน
ทำนองเดียวกัน และสอดคล้องกับค่าทางทฤษฎีท่ีอาจคำนวณได้โดยวิธี “Conformal mapping” 
(เส้นทึบในรูป 4.40) ความแตกต่างของแนวทางท้ังสองปรากฏขึ้นท่ีบริเวณชายหลังของแพนอากาศ   
ในรูป 4.40 ค่า cp ท่ีชายหลังมีค่าเท่ากับ 1 ซึ่งแสดงว่าเป็นจุดชะงัก (Stagnation) ต่างจากผลลัพธ์ใน
รูป 4.38  ซึ่งเป็นผลมาจากลักษณะการแทนเงื่อนไขของคุตต้าท่ีต่างกันนั่นเอง   

รูป 4.40  การแจกแจงความดันรอบแพนอากาศ  NACA 0012 ท่ีมุมปะทะ 9 คำนวณด้วย 
                   วิธีวอร์เทคแพแนล (Vortex panel [2nd order]) ใช้จำนวนแพแนล 50 แพแนล 

 ตัวอย่างโปรแกรมท่ีใช้เทคนิคของวิธีแพแนลโดยใช้แนวทางต่างๆ อาจค้นคว้าได้จากหนังสือ 
“An Introduction to Theoretical and Computational Aerodynamics” (Moran, 2010) และตำรา
อื่นๆ ท่ีเกี่ยวข้อง 

4.12 แพนอากาศสำหรับความเร็วต่ำสมัยใหม่ (Modern Low–Speed Airfoil) 
 วิธีแพแนลในหัวข้อ 4.10 ทำให้การออกแบบแพนอากาศสำหรับความเร็วต่ำ (Low–speed 
Airfoil) ได้รับการพัฒนาจนมีสมรรถนะสูงขึ้นอย่างมาก คงจำได้ว่าแพนอากาศตระกูล NACA เลขส่ีตัว 
เลขห้าตัว และรวมไปถึงอนุกรม–6 มีพื้นฐานอยู่บนผลการทดลองของแพนอากาศท่ีมีรูปร่างต่างๆ ใน
อุโมงค์ลม คุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของแพนอากาศเป็นผลโดยตรงจากรูปทรงของ        
แพนอากาศ การท่ีจะได้ลักษณะทางอากาศพลศาสตร์อย่างท่ีต้องการ (ได้แรงยกสูงและมีแรงต้านต่ำ)
ควรจะได้จากการปรับปรุงรูปร่างของแพนอากาศนั่นเอง สำหรับแพนอากาศท่ัวๆ ไปส่ิงนี้จะได้จากการ
เปล่ียนรัศมีความโค้งของชายหน้า เปล่ียนความโก่ง การใช้แฟลบ หรืออื่นๆ และท่ีสำคัญคือ         
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การเปล่ียนแปลงการแจกแจงความดันท่ีเกิดขึ้นรอบแพนอากาศ ในลักษณะนี้ การออกแบบ         
แพนอากาศในปัจจุบันจึงใช้วิธีการอย่างเช่น วิธีแพแนล ในหัวข้อ 4.10 ร่วมกับการพิจารณาการไหลใน
ช้ันชิดผิว (ซึ่งจะได้กล่าวถึงต่อไป) เพื่อให้ได้รูปทรงของแพนอากาศท่ีจะให้การแจกแจงความดันท่ีเป็นไป
ตามท่ีเราต้องการ (และทำให้เกิดแรงยกตามท่ีออกแบบ) หลังจากนั้นจึงนำรูปทรงแพนอากาศ ท่ีออกแบบ
ไว้ไปทดลองในอุโมงค์ลมเพื่อตรวจสอบคุณสมบัติท่ีแท้จริงในรายละเอียดอีกครั้งหนึ่ง โดยใช้วิธีการนี้ 
NASA ประสบความสำเร็จในการออกแบบแพนอากาศสำหรับความเร็วต่ำท่ีมีประสิทธิภาพเหนือกว่า 
แพนอากาศในตระกูลก่อนหน้า มีช่ือว่า“General Aviation (Whitcomb) -1”[GA(W)–1] ซึ่งต่อมาได้รับ
สัญลักษณ์ LS (1)–0417 รูปร่างของแพนอากาศชนิดนี้ แสดงในรูป 4.41 สังเกตว่าลักษณะสำคัญของ                 

  
รูป 4.41  ข้อมูลสมรรถนะของแพนอากาศ [GA(W)–1] (Anderson, 2016) 
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แพนอากาศ GA(W)–1 ท่ีเห็นชัดคือมีรัศมีความโค้งท่ีชายหน้ามากกว่าแพนอากาศ NACA (ประมาณ 
0.08c เทียบกับ 0.02c) เพื่อท่ีจะลดค่าของความดันต่ำสุดท่ีเป็นยอดแหลม (peak pressure ดูรูป 
4.38 และ 4.40 ประกอบ) ท่ีเกิดขึ้นบริเวณปลายจมูก (nose) ของแพนอากาศ ซึ่งจะเป็นผลให้
สามารถหลีกเล่ียงหรืออย่างน้อยก็ถ่วงการเกิดการแยกตัวของช้ันชิดผิวที่ชายหน้าออกไป อีกลักษณะ
หนึ่งท่ีสำคัญคือผิวล่างบริเวณชายหลังจะเว้าเป็นรูปโค้ง ซึ่งจะเพิ่มค่าความโก่ง  (camber) ของแพน
อากาศในส่วนนั้น และทำให้เกิดแรงทางอากาศพลศาสตร์เพิ่มขึ้นท่ีบริเวณชายหลัง การออกแบบ
ลักษณะพิเศษท้ังสองช่วยให้การแยกตัวของช้ันชิดผิวบนผิวด้านบนจะเกิดขึ้นท่ีมุมปะทะสูงกว่าปกติ  
ผลก็คือค่าสัมประสิทธิ์แรงยกสูงสุดจะมีค่าสูงกว่าแพนอากาศ NACA ค่าสัมประสิทธิ์แรงยก แรงต้าน 
และโมเมนต์จากผลการทดลองแสดงไว้เช่นกันในรูป 4.41 สังเกตว่าถ้าเทียบกับแพนอากาศ NACA 
2412 (รูป 4.5 และ รูป 4.6)  ค่า lmax

c ของ GA(W)–1 จะมีค่าสูงกว่ามาก (John J. Bertin, 2025) 
 ท่ีน่าสนใจอีกอย่างหนึ่งก็คือ GA(W)–1 มีความหนาสูงสุด 17 % คอร์ด และมีค่าสัมประสิทธิ์  
แรงยกแผนแบบ (design lift coefficient) 0.4 โดยใช้เส้นความโก่ง (camber line) แบบเดียวกัน   
NASA ได้เพิ่มแพนอากาศให้อยู่ในตระกูลแพนอากาศความเร็วต่ำท่ีมีความหนาต่างกันคือ LS(1)–
0409 และ LS(1)–0413 ซึ่งคุณสมบัติเมื่อเปรียบเทียบกับแพนอากาศ NACA มาตรฐานท่ีมีความหนา
เดียวกันแล้วมีลักษณะสำคัญคือ 
  1. ค่า lmax

c จะมีค่าสูงกว่าประมาณ 30 % 
  2. ค่าสัดส่วนแรงยกต่อแรงต้านท่ี  cl = 1 จะเพิ่มขึ้นประมาณ 50 %  cl = 1 โดยท่ัวไป
เป็นค่าสัมประสิทธิ์แรงยกในการบินไต่ระดับสำหรับอากาศยานท่ัวไปในการบินปกติ การท่ีสัดส่วน 
L/D  เพิ่มขึ้นจะช่วยเพิ่มสมรรถนะการไต่ขึ้นอย่างมาก 
  มีเรื่องน่าสนใจท่ีควรต้ังข้อสังเกตสำหรับรูปร่างของแพนอากาศในรูป 4.41 คล้ายคลึงกันมากกับ
รูปร่างของแพนอากาศท่ีใช้กับย่านความเร็วสูงใกล้ความเร็วเสียงท่ีเรียก “แพนอากาศย่านใกล้จุด
วิกฤติยิ่ ง”(supercritical airfoil) ซึ่ งออกแบบให้สามารถลดแรงต้าน ท่ีเกิดจากคล่ืนกระแทก     
(wave drag) เนื่องจากการบินใกล้ M = 1 โดยวิศวกรของ NASA “ริชาร์ด วิทคอมบ์” (Richard 
Whitcomb) ในปี 1965 จริงๆ แล้วแพนอากาศ LS(1)–0417 ได้รับอิทธิพลของการออกแบบมาจาก
งานวิจัย Supercritical airfoil นั่นเอง 

4.13 การไหลผา่นแพนอากาศในกรณีตามความเป็นจริง 
 (The flow over an airfoil the real case) 
 ท่ีผ่านมาการศึกษาการไหลแบบไร้ความหนืดไร้การอัดตัว (Inviscid incompressible flow) 
ผ่านแพนอากาศเมื่อนำไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองในย่านความเร็วต่ำของการไหลผ่าน       
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แพนอากาศแล้ว แรงยกและโมเมนต์ท่ีได้จากทฤษฎีสอดคล้องกันเป็นอย่างดีกับผลการทดลอง   
ยกเว้นเพียงประการเดียว คือ ในการไหลจริงเมื่อมุมปะทะของแพนอากาศเพิ่มขึ้นถึงค่าหนึ่ง กระแสอากาศ
ท่ีไหลแนบติดอยู่กับผิวบนของแพนอากาศจะแยกตัวออกจากผิว หรือแพนอากาศเข้าสู่อาการร่วงหล่น 
(Stall) อย่างท่ีแสดงในรูป 4.4 หัวข้อ 4.3 การแยกตัว (Separation) เป็นผลมาจากความหนืด (ซึ่งไม่ได้รวม
ไว้ในทฤษฎี) หลังจากการแยกตัวเกิดขึ้นสัมประสิทธิ์แรงยกจะไม่เพิ่มขึ้นตามมุมปะทะอีกต่อไป และจะ
ถึงค่าสูงสุดซึ่งใช้สัญลักษณ์แทนด้วย lmax

c มุมปะทะท่ีค่าสัมประสิทธิ์แรงยกมีค่าสูงสุดเรียกมุมปะทะ

ร่วงหล่น stall การเพิ่มมุมปะทะหลังจากค่านี้ต่อไปจะได้ค่าแรงยกท่ีลดลง ท่ีมุมปะทะต่ำกว่า stall  
พอสมควร ผลการทดลองแสดงให้เห็นชัดเจนว่าแรงยกจะเปล่ียนแปลงเป็นเส้นตรงกับมุมปะทะ
เหมือนท่ีทำนายโดยทฤษฎี จริงๆ แล้วในช่วงท่ีสัมประสิทธิ์แรงยกเปล่ียนแปลงเป็นเส้นตรง  ทฤษฎี
การไหลไร้ความหนืดสอดคล้องกันดีมากกับผลการทดลองดังแสดงในรูป 4.5 และตัวอย่าง 4.2  แต่

เนื่องจากเราไม่สามารถใช้ทฤษฎีทำนายการไหลแยกตัวได้ ดังนั้นการทำนายค่า lmax
c  และมุม stall  

จึงจำเป็นต้องอาศัยทฤษฎีท่ีเกี่ยวข้องกับการไหลหนืดเข้ามาจับ การวิเคราะห์การไหลโดยใช้ทฤษฎี  
การไหลหนืดจะอยู่ในส่วนท่ีสองของวิชานี้ ในหัวข้อนี้เราเพียงแต่ทำความเข้าใจลักษณะทางกายภาพ
ของการไหลผ่านแพนอากาศในช่วงท่ีใกล้กับการเกิดการแยกตัว เพื่อให้ความเข้าการเปล่ียนแปลง   
แรงยกกับมุมปะทะของแพนอากาศมีความสมบูรณ์ขึ้น 
 สนามการไหลผ่านแพนอากาศ NACA 4412 ท่ีมุมปะทะต่างๆ แสดงให้เห็นในรูป 4.42 ในท่ีนี้
เส้นกระแสท่ีอยู่ในรูปเป็นเส้นร่างขึ้นตามสัดส่วนจากผลการทดลองของ “ฮิคารุ อิโต” (Hikaru Ito)3  
โดยรูปแบบของเส้นกระแสทำให้มองเห็นได้โดยใช้ควัน ในรูปมุมปะทะจะค่อยๆ เพิ่มขึ้นจากรูป 4.42 ก ถึง 
4.42 จ และทางขวาของรูปจะแสดงลูกศรซึ่งขนาดของความยาวจะสัมพันธ์กับขนาดของสัมประสิทธิ์แรงยก
ท่ีเกิดขึ้นท่ีมุมปะทะนั้นๆ ในรูป 4.43 สัมประสิทธิ์แรงยกท่ีวัดได้จากการทดลองท่ีมุมปะทะต่างๆ แสดง

เป็นรูปกราฟระหว่าง cl และ  สังเกตว่าท่ีมุมปะทะน้อยๆ อย่างเช่น   = 2 ในรูป 4.42 ก      
เส้นกระแสแทบจะไม่ถูกรบกวนให้บิดเบนไปจากแนวของกระแสอิสระและค่า cl  มีค่าน้อย เมื่อมุม

ปะทะเพิ่มขึ้นเป็น 5 ในรูป 4.42 ข  และเป็น 10 ในรูป 4.42 ค เส้นกระแสเริ่มปรากฏให้เห็นแนวที่
จะเบนขึ้นด้านบน (upwash) ในบริเวณด้านหน้าของแพนอากาศ และมีแนวเบนลงข้างล่าง 
(downwash) ท่ีบริเวณชายหลังของแพนอากาศ นอกจากนี้จะเห็นว่าจุดชะงักจะเล่ือนลงมาตาม    

ผิวล่างจากชายหน้าไปชายหลังเมื่อ   เพิ่มขึ้น ค่า cl  จะเพิ่มขึ้นเช่นกันเมื่อ  เพิ่มขึ้น และการ

เพิ่มขึ้นจะมีลักษณะเป็นเส้นตรงในย่านนี้ตามท่ีแสดงในรูป 4.43 ท่ีมุมปะทะต่ำกว่า 15 เล็กน้อย

 
3 Nakayama, Y.(ed) : Visualized Flow, compiled by the Japan Society of Mechanical Engineers, 
Pergamon Press, New York, 1988 
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ตามท่ีแสดงในรูป 4.42 ง จะเริ่มเห็นแนวโน้มของเส้นกระแสท่ีจะโค้งออกจากผิวบน แต่การไหลยังไม่
มีการแยกตัวจากผิวบน อย่างไรก็ตามเมื่อมุมปะทะเพิ่มข้ึนจนมีค่าสูงกว่า 15 ไปเล็กน้อย กระแสจะ
แยกตัวจากผิวบนของแพนอากาศไปอย่างฉับพลันตามท่ีแสดงในรูป 4.42 จ การแยกตัวท่ีเกิดขึ้นเมื่อ
มุมปะทะเพิ่มขึ้นเพียงเล็กน้อยจากรูป 4.42 ง ไปเป็นรูป 4.42 จ เกิดขึ้นเกือบจะทันทีโดยเริ่มจาก  
ชายหน้าของแพนอากาศ และทำให้สัมประสิทธิ์แรงยกมีค่าลดลงเกือบทันทีดังท่ีแสดงในรูป 4.43 
 ลักษณะการร่วงหล่น (Stall) ของแพนอากาศตามท่ีแสดงในรูป 4.42 เรียกกันว่าการร่วงหล่น   
จากชายหน้า (Leading–edge stall) ซึ่งเป็นลักษณะเฉพาะตัวของแพนอากาศบางท่ีมีสัดส่วนความหนา 
 

 
                             (ก)                                                     (ง) 

 
                               (ข)                                                    (จ) 

 
                                  (ค) 

รูป 4.42  ตัวอย่างการร่วงหล่น (Stall) จากชายหน้า เส้นกระแสของการไหลผ่านแพนอากาศ NACA 4412 

                    ท่ีมุมปะทะต่างๆ ท่ี Re = 2.1 105 และ V = 8 m/s รูปท่ีได้ร่างตามสัดส่วน  
         จากผลการทดลองโดยปล่อยควันไปกับกระแสอากาศ ค่าสัมประสิทธิ์แรงยกแสดงให้เห็น 

         ด้วยลูกศรทางขวาของรูป (ก) ถึง (จ) (Nakayama, 1988) 
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อยู่ระหว่าง 10 ถึง 16 % คอร์ด อย่างท่ีเห็นแล้วการแยกตัวของการไหลจากผิวบนเกิดขึ้นอย่างฉับพลัน
ทันใดตลอดท้ังผิวบนของแพนอากาศ  โดยมีต้นกำเนิดของการแยกตัวเริ่มจากชายหน้าทำให้แรงยกของ
แพนอากาศสูญเสียไปท้ังหมดในทันทีทันใด สังเกตว่าโค้งแรงยกในรูป 4.43 แสดงยอดแหลมในช่วง 

lmax
c ซึ่งแสดงการสูญเสียแรงยกฉับพลันเมื่อถึงมุมปะทะร่วงหล่น 

                              
รูป 4.43  กราฟสัมประสิทธิ์แรงยกกับมุมปะทะของแพนอากาศในรูป 4.42  

 อีกรูปแบบของการร่วงหล่นตรงข้ามกับการร่วงหล่นจากชายหน้า คือการร่วงหล่นท่ีเริ่มจาก  
ชายหลัง (Trailing–edge stall) ซึ่งจะเป็นลักษณะเฉพาะตัวของแพนอากาศท่ีหนาขึ้น ตัวอย่างเช่น 
NACA 4421 ท่ีแสดงในรูป 4.44 ในท่ีนี้เราจะสังเกตเห็นการแยกตัวท่ีเกิดขึ้นทีละน้อย และเพิ่มขึ้น
เรื่อยๆ โดยเริ่มจากชายหลังของแพนอากาศไล่ขึ้นมาจนถึงชายหน้าเมื่อมุมปะทะค่อยๆ เพิ่มขึ้น       
ในลักษณะนี้แรงยกบนแพนอากาศจะค่อยๆ สูญเสียไปตามการร่วงหล่นท่ีค่อยๆเพิ่มขึ้น เส้นโค้งแรงยก
ของกรณีนี้แสดงอยู่ในรูป 4.45 ซึ่งเส้นทึบเป็นเส้นโค้งแรงยกของแพนอากาศ NACA 4412 ท่ีนำมา
แสดงซ้ำอีกครั้งจากรูป 4.43 เส้นไข่ปลาแสดงโค้งแรงยกของ NACA 4421 เพื่อเปรียบเทียบระหว่าง
แพนอากาศท่ีมีลักษณะการร่วงหล่นจากชายหน้า (Leading–edge stall) และการร่วงหล่นจาก   
ชายหลัง (Trailing–edge stall) จะเห็นว่า 
  1. สำหรับแพนอากาศท่ีมีการร่วงหล่นจากชายหลัง โค้งแรงยกจะมีลักษณะการสูญเสีย  
แรงยกแบบค่อยเป็นค่อยไป ลักษณะของโค้งท่ีตำแหน่ง lmax

c จะมีลักษณะโค้งมนค่อยๆ เหจากแนว
เส้นตรงซึ่งตรงข้ามกับลักษณะเป็นยอดแหลม และลดลงทันทีทันใดของ cl  ของแพนอากาศท่ีมี    
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การร่วงหล่นจากชายหน้า สรุปได้ว่าแพนอากาศท่ีมีการร่วงหล่นจากชายหลังจะมีการร่วงหล่นท่ี   
“นิ่มนวล” กว่าแพนอากาศท่ีมีการร่วงหล่นจากชายหน้า 
  2. ค่า lmax

c ของแพนอากาศท่ีมีการร่วงหล่นจากชายหลังจะไม่สูงเท่าของแพนอากาศท่ีมี
การร่วงหล่นจากชายหน้า 

 
                                                          (ก) 

 
                                                          (ข) 

 
                                                          (ค) 

 
                                                          (ง) 

รูป 4.44  การร่วงหล่นจากชายหลัง รูปแบบเส้นกระแสผ่านแพนอากาศ NACA 4421 ท่ีมุมปะทะต่าง  ๆ  

                  ได้จากการทดลองเดียวกับรูป 4.42  ของ Hikaru Ito. ท่ี Re = 2.1  105  V  = 8 m/s                    
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  3. ท้ัง NACA 4412 และ 4421 มีรูปร่างของเส้นความโก่งเฉล่ียเหมือนกัน เมื่อมองจาก
ทฤษฎีแพนอากาศบางในบทนี้ ค่าความชันของโค้งแรงยกและมุมปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์ควรจะมีค่า
เท่ากันซึ่งผลอันนี้ได้รับการยืนยันจากผลการทดลองในรูป 4.45 สังเกตว่าข้อแตกต่างเพียงประการ
เดียวระหว่างรูปร่างของแพนอากาศท้ังสองคืออันหนึ่งหนากว่าอีกอันหนึ่ง ดังนั้นเมื่อเปรียบเทียบผล
การทดลองจากรูป 4.42 ถึง 4.44 จึงพอจะสรุปได้ว่าผลกระทบท่ีสำคัญของความหนาของแพนอากาศ
จะเกิดขึ้นกับค่า lmax

c และลักษณะของการร่วงหล่นของแพนอากาศ และผลกระทบนี้แสดงให้เห็น
ผ่านทางลักษณะการร่วงหล่นจากชายหน้าของแพนอากาศท่ีบางกว่ากับการร่วงหล่นจากชายหลังของ
แพนอากาศท่ีหนากว่า 

 
รูป 4.45  โค้งแรงยกของแพนอากาศ 3 แบบท่ีมีพฤติภาพทางอากาศพลศาสตร์ต่างกัน 

                      ร่วงหล่นจากชายหลัง (NACA 4421) ร่วงหล่นจากชายหน้า (NACA 4412)  

                      ร่วงหล่นแบบแพนอากาศบาง (แผ่นเรียบ) (Nakayama, 1988) 

 ยังมี ลักษณะการร่วงหล่นแบบท่ีสามท่ี เกิดขึ้นบนแพนอากาศท่ีบางมากๆ บางครั้ งเรียกว่ า            
“การร่วงหล่นแบบแพนอากาศบาง” (Thin airfoil stall)  ตัวอย่างท่ีเห็นชัดของแพนอากาศบาง คือ แผ่นเรียบ
แบน (Flat plate) เส้นโค้งแรงยกของแผ่นเรียบแสดงเป็นเส้นประในรูป 4.45 และรูปแบบของเส้น
กระแส ของการไหลผ่านแผ่นเรียบท่ีมุมปะทะต่างๆ แสดงในรูป 4.46 ในรูปแผ่นเรียบท่ีใช้ในการ
ทดลองมีความหนา 2 % คอร์ด ทฤษฎีการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวแสดงให้เห็นว่าความเร็วของ
การไหลจะมีค่าสูงมาก (จนถึงอนันต์) เมื่อกระแสต้องไหลอ้อมมุมท่ีมีความคมอย่างเช่น ชายหน้าของ
แผ่นเรียบท่ีมีมุมปะทะ การไหลผ่านแผ่นเรียบตามความเป็นจริงตามรูป 4.46 กระแสไม่สามารถเร่ง
ความเร็วขึ้นไปถึงอนันต์ได้ขณะท่ีไหลอ้อมชายหน้าของแผ่นเรียบ ธรรมชาติได้ทดแทนข้อจำกัดอันนี้
โดยเพิ่มรัศมีความโค้งของการไหลอ้อมขึ้นโดยการแยกตัวท่ีบริเวณชายหน้า แม้ท่ีมุมปะทะเพียง
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เล็กน้อย ในรูป 4.46 ก เมื่อ  = 3 จะสังเกตเห็นบริเวณเล็กๆ ท่ีชายหน้าท่ีมีการแยกตัวเกิดขึ้ น    
การไหลแยกตัวนี้ไม่ได้ละจากผิวบนของแผ่นเรียบไปเลย เพราะถูกปะทะจากกระแสลมท่ีพัดมาจาก
กระแสส่วนท่ีอยู่สูงถัดขึ้นไปจนย้อนกลับมาแนบติดกับผิวอีกครั้งหนึ่งใต้ลมลงมาทำให้เกิดการฟอร์มตัว
ของฟองของการแยกตัวอลวนอยู่บริเวณชายหน้า เมื่อมุมปะทะเพิ่มขึ้นจุดท่ีกระแสกลับมาสัมผัสกับ 
ผิวแผ่นเรียบจะเล่ือนต่ำลงมาตามผิวและบริเวณของการไหลแยกตัวจะขยายกว้างขึ้นซึ่งแสดงให้เห็น
ในรูป 4.46 ข เมื่อ  = 7 ท่ีมุมปะทะประมาณ 9 ในรูป 4.46 ค   
 

      
(ก) 

 
(ข) 

 
(ค) 

 
(ง) 

รูป 4.46  ตัวอย่างการร่วงหล่นแบบแพนอากาศบาง เส้นกระแสผ่านแผ่นเรียบท่ีมี 

                        มุมปะทะ จากผลการทดลองของ “ฮิคารุ อิโต” (Nakayama, 1988) 
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 บริเวณการแยกตัวจะกินบริเวณเกือบท่ัวท้ังผิวบนของแผ่นเรียบ ถ้าย้อนกลับไปดูรูป 4.45  มุม

ปะทะนี้คือมุมปะทะท่ีสัมพันธ์กับค่า lmax
c สำหรับแผ่นเรียบ เมื่อ  เพิ่มขึ้นมากกว่านี้ การไหลจะ   

ยกตัวจากผิวอย่างสมบูรณ์อย่างท่ีแสดงในรูป 4.46 ง เส้นโค้งแรงยกในรูป 4.45 แสดงให้เห็นการเบน

ออกจากแนวเส้นตรงต้ังแต่มุมปะทะต่ำๆ ประมาณ 3  ซึ่งเป็นผลมาจากการเกิดการแยกตัวของการ
ไหลท่ีชายหน้า จะเห็นว่าโค้งแรงยกจะโค้งออกทีละน้อยเมื่อมุมปะทะเพิ่มขึ้นและแสดงลักษณะ     
การร่วงหล่นอย่างค่อยเป็นค่อยไปและนิ่มนวล ซึ่งเป็นลักษณะเดียวกับการร่วงหล่นจากชายหลัง  
ถึงแม้ว่าลักษณะทางกายภาพของการไหลท้ังสองแบบจะต่างกัน ท่ีสำคัญอย่างยิ่งคือความจริงท่ี lmax

c  
ของแผ่นเรียบท่ีเห็นได้ชัดว่าต่ำกว่าของแพนอากาศ NACA ท้ังสองแบบตามท่ีแสดงในรูป 4.45 นั่นคือ 
เราสรุปได้ว่า จากรูป 4.45 ค่า lmax

c  จะขึ้นอยู่กับความหนาของแพนอากาศเป็นอย่างมาก  โดย
เปรียบเทียบระหว่างแพนอากาศ NACA ท้ังสองแบบกับแผ่นเรียบ จะเห็นว่าในทางปฏิบัติแพนอากาศ
จะต้องมีความหนาท่ีเหมาะสมเพื่อให้ได้ค่า lmax

c  สูง อย่างไรก็ดีความหนาท่ีเกินกว่าค่าหนึ่งนั้นจะเริ่ม
มีอิทธิพลต่อลักษณะการร่วงหล่น (จากชายหน้า หรือ จากชายหลัง) และแพนอากาศท่ีหนามากมี
แนวโน้มจะมีค่า lmax

c ลดลง เมื่อความหนาเพิ่มข้ึน ดังนั้นถ้าเราพล๊อตค่า lmax
c กับสัดส่วนความหนา 

เราคาดได้ว่าจะพบตำแหน่งสูงสุด(maximum) อย่างท่ีแสดงในรูป 4.47 ซึ่งแสดงค่า lmax
c จากผลการ

ทดลองของแพนอากาศ NACA 63–2XX เทียบกับความหนานำมาวาดเป็นกราฟ  สังเกตว่าเมื่อความ
หนาค่อยๆ เพิ่มขึ้นจากค่าน้อย ค่า lmax

c จะเพิ่มขึ้นในช่วงแรกจนถึงค่าสูงสุดท่ีสัดส่วนความหนา
ประมาณ 12 % จากนั้นจะเริ่มลดลงเมื่อความหนาเพิ่มข้ึน ผลการทดลองในรูป 4.46 นำมาพล๊อตโดย
ใช้ค่า Re เป็นตัวแปร  สังเกตว่าค่า lmax

c  สำหรับแพนอากาศอันหนึ่งจะขึ้นกับค่า Re ในแง่ท่ีค่า 

lmax
c สูงจะควบคู่กับค่า Re สูง เพราะว่าการแยกตัวจะเป็นตัวกำหนดตำแหน่งมุมปะทะของ lmax

c

เมื่อการแยกตัวเป็นปรากฏการณ์ท่ีมีมาจากความหนืดและปรากฏการณ์เหล่านี้จะขึ้นอยู่กับ Re เป็น
ตัวกำหนด จึงไม่น่าแปลกใจท่ี lmax

c จะแสดงความสัมพันธ์กับ Re 
 ยังมีคุณสมบัติทางอากาศพลศาสตร์ของแพนอากาศอีกแง่หนึ่งท่ีมักจะถูกมองข้ามไปในครั้งแรก
ท่ีเราศึกษาวิชานี้ คือ การสร้างแรงยกของแพนอากาศไม่ได้เป็นเป้าหมายสำคัญของการพิจารณา
ออกแบบแพนอากาศ คงเห็นจากท่ีผ่านมาแล้วว่าแม้แต่แผ่นกระดานก็สามารถสร้างแรงยก  หรือให้
เจาะจงไปได้ว่ามีเส้นโค้งแรงยกในลักษณะเดียวกันกับแพนอากาศ จริงๆ แล้วมีคุณสมบัติสองประการ
ท่ีจะเป็นตัวชี้คุณภาพของแพนอากาศเป็นหลัก (Bertin & Cummings, 2025)  คือ 
  1. อัตราส่วนแรงยกต่อแรงต้าน (Lift to Drag ratio, L/D)  แพนอากาศท่ีมีประสิทธิภาพ
คือ แพนอากาศท่ีสร้างแรงยกโดยทำให้เกิดแรงต้านน้อยท่ีสุด กล่าวอีกนัยหนึ่งคือ อัตราส่วน L/D จะ
เป็นตัวชี้หรือตัววัดประสิทธิภาพทางอากาศพลศาสตร์ของแพนอากาศ โดยปกติแพนอากาศมาตรฐาน
ท่ีถูกกล่าวถึงในบทนี้จะมีค่า L/D สูงมากเมื่อเทียบกับแผ่นเรียบ อัตราส่วน L/D สำหรับอากาศยาน 
ท้ังลำถือเป็นตัวแปรสำคัญท่ีมีผลกระทบต่อสมรรถนะการบิน ตัวอย่างเช่น พิสัยบิน  (Range) ของ
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อากาศยานจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับอัตราส่วน L/D นี้ 
  2. ค่าสัมประสิทธิ์แรงยกสูงสุด lmax

c แพนอากาศท่ีมีประสิทธิภาพพิจารณาได้จากท่ีมัน
สามารถสร้างแรงยกสูงสุดได้สูงกว่าแผ่นเรียบมาก 

 
รูป 4.47  ผลของความหนาบนค่า  lmax

c สำหรับแพนอากาศ NACA 63–2XX (Bertin & Cummings, 2025)   

 เหตุผลหลักท้ังสองข้อ(ยังไม่นับรวมเหตุผลทางโครงสร้าง) นี้เองท่ีเป็นตัวอธิบายว่าทำไมเราจึง
เลือกใช้ปีกของอากาศยานท่ีมีหน้าตัดเป็นรูปแพนอากาศแทนแผ่นไม้กระดานซึ่งดูจะง่ายกว่าและอาจ
ให้แรงยกได้เช่นเดียวกัน นอกจากนี้ค่า lmax

c ยังมีความสำคัญท่ีควรกล่าวเสริมไว้ ณ ท่ีนี้อีกคือสำหรับ
อากาศยาน ค่า lmax

c จะเป็นตัวกำหนดความเร็วร่วงหล่น (Stalling speed) ซึ่งเห็นได้ง่ายๆ โดยการ
พิจารณาสมดุลของแรงในการบินตรงระดับ เมื่อแรงยกจะมีค่าเท่ากับน้ำหนักของอากาศยานท้ังลำ , 
W,  ดังนั้น 

  L – W = 21

2
LV SC    

หรือ  V  = 2

L

W

SC
  

นั่นคือ  ค่าความเร็วต่ำสุดท่ีเป็นไปได้ของอากาศยาน (ความเร็วร่วงหล่น) เกิดขึ้นเมื่อค่าแรงยกมี
ค่าสูงสุด 

  Vstall = 2

Lmax

W

SC
  (4.128) 

 ดังนั้น เพื่อให้ได้ความเร็วร่วงหล่นต่ำหรือเพื่อสามารถเพิ่มภาระกรรมบรรทุกขึ้นท่ีความเร็ว
เดียวกัน คงเห็นจากสมการ  (4.128) ว่าจำเป็นต้องพิจารณาเลือก  lmax

c ให้สูงในการเลือกใช้        
แพนอากาศ ยิ่งไปกว่านั้นความสามารถในการเข้าท่าทางการบิน (Maneuverability) ของอากาศยาน 
(เช่นรัศมีการเล้ียวน้อยท่ีสุด หรืออัตราการเล้ียวสูงสุด) จะขึ้นกับค่า Lmax

C ของอากาศยานโดยตรง 
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เนื่องจากท่ีค่า Re ค่าหนึ่ง ค่า lmax
c ของแพนอากาศขึ้นอยู่กับรูปร่างของแพนอากาศนั่นเอง เมื่อ

เลือกใช้แพนอากาศแบบใดแล้ว ค่า lmax
c  ก็เหมือนกับถูกกำหนดโดยธรรมชาติอย่างท่ีเราเห็นผ่าน

มาแล้ว ดังนั้นเพื่อท่ีจะเพิ่มค่าสัมประสิทธิ์แรงยกให้ได้สูงกว่า lmax
c ของแพนอากาศในสภาพปกติ 

จำเป็นต้องใช้วิธีพิเศษมาช่วย อย่างเช่น การใช้แฟลบชายหลัง หรือการใช้สแลต (Slat) ท่ีชายหน้า 
เพื่อเพิ่ม lmax

c อุปกรณ์ในกลุ่มนี้จึงถูกเรียกตามหน้าท่ีของมันว่า “อุปกรณ์เพิ่มแรงยก”(High–lift 
devices) 
 โดยปกติแฟลบท่ีชายหลังแพนอากาศคือส่วนหนึ่งของแพนอากาศช่วงชายหลังท่ีสามารถหมุนให้
มีมุมกระดกขึ้นหรือลงจากแนวเดิม อย่างท่ีแสดงในรูป 4.48 ก หรือในหัวข้อ 4.9  เมื่อแฟลบกระดก
ลง (มุม  เป็น +) แรงยกจะเพิ่มขึ้นเป็นผลมาจากการเพิ่มความโก่งของแพนอากาศบริเวณชายหลัง

ตามท่ีแสดงในรูป 4.48 ก เราเห็นจากหัวข้อ 4.9 แล้วว่า ค่า L=0 จะเป็นลบมากขึ้นสำหรับ       
แพนอากาศเมื่อกางแฟลบลง เพราะค่าความโก่งท่ีเพิ่มขึ้น รูปของโค้งแรงยกในรูป 4.48 ก โค้งเดิม
กรณีไม่กางแฟลบจะผ่านจุดกำเนิดเพราะว่าแพนอากาศเป็นรูปสมมาตร อย่างไรก็ตามเมื่อแฟลบถูก

กระดกลง โค้งแรงยกจะเล่ือนไปทางซ้าย เพราะค่า L=0 เป็นลบมากขึ้น ในรูป 4.48 ก ผลลัพธ์

สำหรับมุมกางแฟลบ   = +10 นำมาแสดงเทียบกับกรณี   = 0 จะเห็นว่าท่ีมุมปะทะอันหนึ่ง 

ค่า cl  จะเพิ่มขึ้น cl  เมื่อกางแฟลบเป็นมุม 10 จากเดิมท่ีไม่กางแฟลบ ยิ่ งก ว่ านั้ น จะ เห็ น ว่ า ค่ า 

lmax
c  จะเพิ่ม 

 
 

รูป 4.48  ผลของการกางแฟลบ ท่ีมีต่อเส้นกระแส (ก) ผลท่ีมีต่อโค้งแรงยก (ข) รูปร่างของ 
                   เส้นกระแสเมื่อไม่กางแฟลบ  (ค) รูปร่างของเส้นกระแสท่ีมุมกางแฟลบ  = 15 
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ขึ้นเช่นกันเมื่อกางแฟลบ ถึงแม้ว่ามุมปะทะท่ีเกิด lmax
c จะมีค่าลดลงเล็กน้อย รูปร่างของเส้นกระแสท่ี

เปล่ียนไปเมื่อกางแฟลบแสดงในรูป 4.48 ข และ ค  ในรูป 4.48 ข  เป็นกรณีท่ี   = 0  และ   = 0  
หรือการไหลอยู่ในลักษณะสมมาตร แต่เมื่อแฟลบถูกกางเป็นมุม 15 ในรูป 4.48 ค เส้นกระแสจะ
แสดงลักษณะไม่สมมาตรและมองดูเหมือนการไหลท่ีเกิดแรงยก เช่นท่ีแสดงในรูป 4.42 นั่นคือ      
เส้นกระแสในรูป 4.48 ค จะมีแนวโน้มเล้ียวเบนขึ้นในบริเวณชายหน้า และเล้ียวเบนลงบริเวณชาย
หลัง รวมทั้งจุดชะงักท่ีเล่ือนลงมาตามผิวล่างของแพนอากาศ เพียงแค่กางแฟลบ 

 
รูป 4.49  ผลต่อสัมประสิทธิ์แรงยกของอุปกรณ์ท่ีชายหน้า (Bertin & Cummings, 2025)   

 อุปกรณ์เพิ่มแรงยกยังอาจนำมาใช้บริเวณชายหน้าของแพนอากาศได้เช่นกัน ดังแสดงในรูป 
4.49 ซึ่งอยู่ ในรูปแบบของ “Leading–edge slat”, “Leading–edge droop” หรือ “Leading–
edge flap” ลองพิจารณาเฉพาะสแลต (Slat) ซึ่งลักษณะอธิบายง่ายๆ คือ แผ่นเรียบโค้งบางนำมาใช้
ท่ีชายหน้าของแพนอากาศ นอกจากกระแสหลักท่ีไหลผ่านแพนอากาศแล้ว จะมีกระแสรองท่ีไหลผ่าน
ช่องว่าง (Slot) ท่ีเกิดขึ้นระหว่าง สแลต และชายหน้าของแพนอากาศ กระแสรองท่ีพ่นเข้ามาจาก   
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ผิวล่างของแพนอากาศขึ้นสู่ผิวบนจะเปล่ียนการแจกแจงความดันตามผิวบนของแพนอากาศ ความดัน
ย้อนกลับ (Adverse pressure gradient) ท่ีอาจเกิดขึ้นบนผิวด้านบนจะถูกลบล้างโดยกระแสรองอันนี้ นั่นคือ   
   

 
(ก) 

 
(ข) 

 
(ค) 

 
(ง) 

รูป 4.50   ผลของสล๊อตบริเวณชายหน้า (Leading–edge slot) บนเส้นกระแสของ 
                         การไหลผ่านแพนอากาศ NACA 4412 (Bertin & Cummings, 2025)   

การแยกตัวจะถูกดึงให้เกิดช้าลง หรือสแลตท่ีชายหน้าจะเป็นอุปกรณ์ท่ีเพิ่มมุม stall ท่ีเรียกว่า
อุปกรณ์เพิ่มแรงยกท่ีชายหน้า (Leading–edge device, LED) และขอให้สังเกตว่าการทำงานของ 
สแลตท่ีชายหน้าจะแตกต่างจากแฟลบท่ีชายหลัง โค้งแรงยกจะยังคงอยู่ในแนวเดิมไม่มีการ
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เปล่ียนแปลงของมุม L=0 เส้นโค้งแรงยกเพียงแต่ยืดออกไปท่ีมุมปะทะร่วงหล่นท่ีสูงขึ้น และทำใหค่้า 

lmax
c  เพิ่มขึ้น เส้นกระแสของการไหลผ่านแพนอากาศท่ีใช้สแลตแสดงในรูป 4.50 แพนอากาศหลัก
เป็น NACA 4412 (ข้อสังเกต : การไหลในรูป 4.50 ไม่ได้เกี่ยวข้องโดยตรงกับกราฟในรูป 4.4 เพียงแต่
พฤติกรรมจะเป็นเช่นเดียวกัน) จากรูป 4.42 NACA 4412 จะเข้าสู่อาการร่วงหล่นท่ีมุมปะทะ

ประมาณ 15 แต่จะเพิ่มขึ้นถึง 30 เมื่อมีการใช้สแลต ในรูป 4.50 ก ท่ีมุมปะทะประมาณ 10    
ให้สังเกตดูการไหลผ่านช่องว่างระหว่างสแลต และชายหน้าท่ีเรียบไปกับผิวบนของแพนอากาศ ในรูป 

4.50 ข เมื่อมุมปะทะเพิ่มเป็น 25 การไหลยังคงไหลเรียบไปกับผิวบนของแพนอากาศ และเป็นไป

อย่างนี้จนถึงมุมปะทะต่ำกว่า 30 เล็กน้อยในรูป 4.50 ค ในรูป 4.50 ง ท่ีมุมปะทะสูงกว่า 30 
เล็กน้อย การแยกตัวเกิดข้ึนอย่างฉับพลัน และแพนอากาศเข้าสู่อาการร่วงหล่น 

 

รูป 4.51  แพนอากาศท่ีมีกลไกสำหรับอุปกรณ์เพิ่มแรงยกท่ีชายหน้าและชายหลังอุปกรณ์ท่ีชายหลัง 
               เป็นแฟลบหลายช้ัน (Multi–element flap) (Bertin & Cummings, 2025)   

 ในอากาศยานสมัยใหม่อุปกรณ์เพิ่มแรงยกมักจะสลับซับซ้อนโดยใช้งานร่วมกันระหว่าง สแลต 
และ แฟลบ หรือแฟลบหลายช้ันท่ีชายหลัง รูป 4.51 แสดงการใช้อุปกรณ์เพิ่มแรงยกใน 3 รูปแบบ  
รูป 4.51 ก เป็นรูปแบบขณะบินเดินทางไม่มีการใช้อุปกรณ์ รูป 4.51 ข เป็นรูปแบบขณะวิ่งขึ้น การใช้
อุปกรณ์ท่ีชายหน้าและชายหลังใช้เพียงบางส่วน และรูป 4.51 ค เป็นรูปแบบขณะร่อนลงมีการใช้
อุปกรณ์ทุกส่วนเต็มรูปแบบ (Fully extended) สังเกตว่าสำหรับแบบ ค จะมีช่องว่างระหว่างสแลต 
และชายหน้า และช่องว่างระหว่างแต่ละส่วนย่อยของแฟลบหลายช้ัน รูปแบบของเส้นกระแสผ่าน  
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แพนอากาศลักษณะดังกล่าวแสดงในรูป 4.52 ในรูปอุปกรณ์ท่ีชายหน้าและชายหลังถูกใช้เต็มรูปแบบ
ท่ีมุมปะทะ 25 ถึงแม้ว่ากระแสของการไหลหลักผ่านผิวบนของแพนอากาศจะแยกตัวออกจากผิวไปแล้ว 
แต่กระแสรองท่ีผ่านช่องว่างระหว่างส่วนย่อยต่างๆ ยังคงเกาะติดกับผิวบนของแฟลบย่อยทุกส่วน      
การไหลย่อยท่ียังคงเกาะติดผิวแพนอากาศอยู่นี่เองท่ีช่วยให้สัมประสิทธิ์แรงยกมีค่าสูงอยู่ได้ในลำดับถึง 4.5 

 
                                      

รูป 4.52  ผลของอุปกรณ์ท่ีชายหน้าและชายหลังแบบหลายช้ันกับเส้นกระแสของ 
                        การไหลผ่านแพนอากาศท่ีมุมปะทะ 25 (Bertin & Cummings, 2025)   

 เราสรุปตรงนี้ว่าสำหรับการไหลผ่านแพนอากาศในความเป็นจริงท่ีมุมปะทะสูงจะถูกกำหนดโดย
การแยกตัวของการไหล ซึ่งเป็นปรากฏการณ์ท่ีเราไม่ได้รวมไว้ในทฤษฎีการไหลไร้ความหนืดในบทนี้   
แต่ท่ีมุมปะทะต่ำๆ อย่างเช่นท่ีอยู่ในขณะบินเดินทางของอากาศยาน ทฤษฎีของเราใช้งานได้ดีในการ
ทำนายแรงยก และโมเมนต์บนแพนอากาศ นอกจากนั้นเรายังพบความสำคัญของความหนาของแพน
อากาศท่ีมีต่อมุมปะทะท่ีการแยกตัวจะเกิดขึ้น และมีผลต่อค่า lmax

c ซึ่งเป็นคุณลักษณะสำคัญของ
แพนอากาศ 
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แบบฝึกหัดบทที่ 4 
 
1.  ใช้ข้อมูลในรูป 4.5 ของแพนอากาศ NACA 2412 คำนวณแรงยกและโมเมนต์รอบ ¼ คอร์ด (ต่อหน่วย

ความยาวปีก) ท่ีมุมปะทะ 4 เมื่อ V = 50 ft/s ความยาวคอร์ด 2 ft ท่ีบรรยากาศมาตรฐาน  
2.  ใช้ข้อมูลชุดเดียวกับข้อ 1 สำหรับ NACA 2412 ท่ีมีความยาวคอร์ด 2 m ความเร็วกระแสอิสระ 
 50 m/s ท่ีบรรยากาศมาตรฐาน ถ้าแรงยกต่อหน่วยความยาวเป็น 1353 N. จงหามุมปะทะ 
3.  พิจารณาแพนอากาศสมมาตรบางท่ีมุมปะทะ 1.5 ให้ใช้ทฤษฎีแพนอากาศบางประมาณค่า
 สัมประสิทธิ์แรงยกและสัมประสิทธิ์โมเมนต์ท่ีชายหน้า 
4.  แพนอากาศ NACA 4412 มีสมการเส้น Camber line เป็น 
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 จงคำนวณ  (ก) L=0   และ  (ข)  cl ท่ี  = 3 

5.  จงใช้แพนอากาศในข้อ 4 คำนวณ cmc/4 และ xc.p. ท่ี  = 3 
6.  จงเปรียบเทียบผลการคำนวณในข้อ 4 และ 5 กับข้อมูลผลการทดลองของ NACA 4412 และให้ 
 หาความคลาดเคล่ือนเป็น % (ใช้ข้อมูลจาก “Theory of wing section” ) 
7.  ในการออกแบบแพนอากาศ NACA 1–XX  เส้น Camber line ถูกออกแบบให้กำเนิดภาระกรรม
 ตามแนวคอร์ดคงท่ีโดยใช้ทฤษฎีแพนอากาศบาง นั่นคือ 
                              cp(x,0+) – cp(x,0–) = cont 
 จงหาสมการของเส้น Mean line  y  สำหรับกรณีนี้ 
8.  เครื่องร่อนมีปีกยาวมาก จนสมมติให้การไหลผ่านปีกใกล้เคียงกับแพนอากาศ ถ้าค่าอัตราส่วน L/D 
 ของเครื่องร่อน = 30 เครื่องร่อนมีพื้นท่ีปีก 10 m2 และมีน้ำหนัก 3150 N จงคำนวณ CD เมื่อ
 เครื่องร่อนอยู่ในการบินระดับคงท่ี ท่ีความเร็ว 170 km/hr ท่ีระยะสูง 1 km 
9.  จงคำนวณหาตำแหน่งตามทฤษฎีของจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (aerodynamic center) และ

โมเมนต์รอบจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ของแพนอากาศบางท่ีมีความโก่ง เมื่อค่าสัมประสิทธิ์แรง
ยก lc และสัมประสิทธิ์โมเมนต์รอบชายหน้า

LEmc ท่ีคำนวณได้จากทฤษฎีแพนอากาศบางเป็น 
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บทที่ 5 
การไหลไร้การอัดตัวผ่านปีกยาวจำกัด 

 
5.1 ความนำ 
 ในบทท่ี 4 คุณสมบัติของแพนอากาศได้รับการพิจารณาทางทฤษฎีโดยพิจารณาการไหลท่ีเป็น   
2 มิติ หรือ กล่าวได้ว่ามองการไหลผ่านปีกท่ีมีความยาวไม่จำกัด (Infinite span) และมีหน้าตัดแพน
อากาศคงท่ี จริงๆ แล้วข้อมูลทางอากาศพลศาสตร์ของแพนอากาศในหลายแห่งมักจะเรียกว่าเป็น
ข้อมูลของปีกยาวไม่จำกัด (Infinite wing) แต่ในความเป็นจริงปีกของอากาศยานจะเป็นปีกท่ีมี   
ปลายปีกหรือความยาวจำกัดซึ่งแตกต่างจากแพนอากาศสองมิติในแง่ท่ีการไหลบริเวณปลายปีกจะทำ
ให้เกิดส่วนของความเร็วที่มีทิศทางตามแนวกางปีกเพิ่มขึ้น ทำให้ลักษณะการไหลผ่านปีกยาวจำกัดมี
ลักษณะเป็นสามมิติ ในบทนี้เราจะนำเอาข้อมูลท่ีได้จากบทท่ี 4 มาใช้วิเคราะห์การไหลแบบสามมิติ
ผ่านปีกยาวจำกัด 
 เนื่องจากหน้าตัดขวางของปีกใดๆ จะต้องเป็นรูปแพนอากาศเสมอ ในช้ันแรกเราอาจจะ
คาดคะเนว่าปีกน่าจะมีคุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์เช่นเดียวกันกับแพนอากาศ แต่อย่างท่ีกล่าว
มาแล้วว่าลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของปีกจะแตกต่างไปจากของแพนอากาศเนื่องจากการไหลท่ี
ปลายปีก ถ้าเราจะสังเกตดูให้ชัดเจนจากรูป 5.1 ซึ่งแสดงการไหลของกระแสอากาศผ่านปีกยาวจำกัด   
เมื่อมองจากด้านบนและด้านหน้า จะพบว่ากลไกของการเกิดแรงยกบนปีก เป็นผลโดยตรงท่ีเกิดจาก 
 

 
 

รูป 5.1  เส้นกระแสผ่านปีกยาวจำกัด และพัฒนาการของวอร์เทคอิสระด้านหลังของปีก (Anderson, 2016) 
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ความแตกต่างของความดันระหว่างผิวบนและผิวล่างของปีก แรงยกเกิดจากการท่ีความดันท่ีกดอยู่
ตามผิวด้านล่างของปีกมีค่าสูงกว่าความดันท่ีกดอยู่ตามผิวด้านบนของปีก ตามท่ีแสดงให้เห็นในรูป 5.1 
ข ผลท่ีตามมาคือ ความดันท่ีต่างกันพยายามจะส่งอากาศท่ีมีความดันสูงกว่าด้านใต้ปีกให้ไหลอ้อม
ปลายปีกไปสู่บริเวณท่ีมีความดันต่ำกว่าด้านบนของปีก การไหลอ้อมปลายปีกแสดงให้เห็นในรูป 5.1 ค 
ทำให้เกิดส่วนของความเร็วของกระแสอากาศท่ีอยู่ในทิศทางตามแนวกางปีก โดยท่ีด้านบนของปีก
กระแสจะไหลจากปลายปีกไปโคนปีก เมื่อมองจากด้านบนจะเห็นแนวของเส้นกระแสมีทิศทางเบนเข้า
หาโคนปีกจากปลายปีกท้ังสองด้าน ทิศทางท่ีเบนเข้าจะมากบริเวณปลายปีก และค่อยลดลงจนหมดไป
ท่ีระนาบสมมาตรของปีก ทำนองเดียวกัน ด้านใต้ปีกจะมีส่วนความเร็วที่พยายามไหลจากโคนปีกไปยัง
ปลายปีก ทำให้กระแสท่ีไหลผ่านผิวล่างของปีกมีทิศทางเบนออกจากโคนปีกไปยังปลายปีกท้ังสองด้าน 
โดยจะเบนออกไปมากบริเวณปลายปีก และจะลดลงจนเป็นแนวตรงท่ีโคนปีก จะเห็นได้ว่าผลจากการไหล
ท่ีปลายปีก ทำให้การไหลผ่านปีกยาวจำกัดมีลักษณะเป็นการไหล 3 มิติ และดังนั้นก็เป็นส่ิงท่ีคาดได้ว่า
ลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของปีกย่อมแตกต่างจากการไหล 2 มิติผ่านรูปแพนอากาศ 
 แนวโน้มท่ีกระแสจะไหลอ้อมปลายปีกจากด้านล่างสู่ด้านบน ยังมีผลกระทบท่ีสำคัญอีกอย่างหนึ่ง
ต่อลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของปีก นั่นคือ กระแสท่ีผ่านปีกจะมีการเคล่ือนท่ีหมุนวนไปขณะท่ี
เคล่ือนไปด้านหลังห่างจากปีกตามท่ีแสดงในรูป 5.1 ง จ และ ฉ และเมื่อพ้นจากชายหลังของปีกมา
กระแสจากผิวบนและผิวล่างของปีกท่ีมาบรรจบกันจะมีทิศทางของความเร็วตามแนวกางปีกสวนกัน   
ความเร็วท่ีแตกต่างกันนี้จะมีค่ามากน้อยขึ้นอยู่กับตำแหน่งตามแนวกางปีก ในลักษณะนี้กระแสท่ีมา
บรรจบกันจะฟอร์มตัวเป็นแนวท่ีเรียกว่า “พื้นผิวท่ีขาดความต่อเนื่อง” (Surface of discontinuity) 
หรือเมื่อมองจากชายหลังของปีกเข้าไป คือ แผ่นวอร์เทค  (Vortex sheet) ท่ีมีการแจกแจงของ     
วอร์เทคท่ีเรียงกันแน่นจากปลายปีกข้างหนึ่งไปยังปลายปีกอีกข้างหนึ่ง โดยท่ีความหนาแน่นหรือกำลัง
ของวอร์เทคจะมีค่าสูงสุดท่ีปลายปีกท้ัง 2 ข้างและเป็นศูนย์ท่ีแนวกลางของปีก แผ่นวอร์เทคท่ีท้ิงมา
จากชายหลังของปีกมีแนวโน้มท่ีจะม้วนเข้าหาปลายปีกหลังจากเคล่ือนท่ีห่างจากชายหลังปีกมาระยะ
หนึ่ง และรวมกันเป็นวอร์เทคขนาดใหญ่ท่ีปลายปีกท้ัง 2 ด้าน ท้ิงไปด้านหลังของปีกซึ่งเรียกว่า    
“วอร์เทคท่ีท้ิงเป็นรอย”(Trailing vortex) หรือ “วอร์เทคท่ีปลายปีก”(Tip vortex) วอร์เทคท่ีปลาย
ปีกท่ีท้ิงไปด้านหลังของปีกนี้จะเหนี่ยวนำให้เกิดส่วนของความเร็วของกระแสอากาศท่ีบริเวณปีกท่ีมี
ทิศทางพุ่งลงด้านล่างท่ีเรียกว่า “ดาวน์วอช” (Downwash) ตลอดแนวกางปีก จากรูป 5.1 ฉ และรูป 
5.2 จะเห็นว่าวอร์เทคท่ีปลายปีกท้ังสองพยายามจะลากอากาศท่ีอยู่รอบตัวให้หมุนไปรอบแกน     
วอร์เทคของตัวมันเอง ความเคล่ือนไหวที่เกิดขึ้นทำให้กระแสอากาศในบริเวณของปีกเหมือนกับมีส่วน
ความเร็วท่ีพุ่งลงด้านล่างหรือเกิด "ดาวน์วอช” (ใช้สัญลักษณ์ w) ซึ่งเมื่อรวมกับทิศทางของความเร็ว
กระแสอิสระท่ีพุ่งเข้าหาปีก ทำให้เหมือนกับว่าทิศทางของความเร็วท่ีผ่านแต่ละหน้าตัดของปีกมี
ทิศทางมุดลงเล็กน้อยจากแนวเดิมอย่างท่ีแสดงในรูป 5.3 
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รูป 5.2  วอร์เทคปลายปีก และวอร์เทคปลายปีกของปีกส่ีเหล่ียมสร้างภาพให้เห็นโดยใช้ 

                เส้นควัน (Smoke filaments) จากการทดลองในอุโมงค์ควัน (Anderson, 2016) 
 
 รูป 5.4 แสดงรายละเอียดเมื่อมองจากด้านข้างของปีกท่ีหน้าตัดใดๆ ตามแนวกางปีก มุมระหว่าง 

แนวคอร์ดและกระแสอิสระ V คือมุมปะทะ  ตามอย่างท่ีกำหนดในบทท่ี 1 และบทท่ี 4 สำหรับ

แพนอากาศ แต่ในบทนี้เราจะกำหนดให้จำเพาะลงไปอีกโดยเรียกมุม  เป็นมุมปะทะทางเรขาคณิต 
(Geometric angle of attack) จะเห็นว่าในขณะท่ีไหลผ่านปีก กระแสอิสระถูกเหนี่ยวนำ (จากวอร์เทค 

ด้านหลังปีก) ให้มีทิศทางมุดลงจากแนวเดิมเล็กน้อยตลอดแนวกางปีกเป็นมุม  i เรียกว่า “มุมปะทะ
เหนี่ยวนำ” (Induced angle of attack)  ผลท่ีเกิดขึ้นจากดาวน์วอชท่ีทำให้มุมปะทะของกระแส
อิสระกับปีกมีทิศทางเบนลงจากแนวเดิมนี้ทำให้เกิดผลกระทบบนหน้าตัดแพนอากาศของปีกท่ีสำคัญ
ยิ่งสองประการคือ 
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   รูป 5.3  ความเร็วดาวน์วอช (Downwash velocity), w และการเกิดแรงยกบนปีก  

                         (Anderson, 2016) 
 

1.  มุมปะทะจริงท่ีรับรู้ได้ของหน้าตัดแพนอากาศของปีก ณ ตำบลใดๆ ตามแนวกางปีกจะ
เป็นมุมระหว่างแนวคอร์ดกับกระแสลมสัมพัทธ์ (Relative Wind, RW) ณ ตำบลนั้น    

ซึ่งคือมุม eff หรือมุมปะทะสัมฤทธิ์ผล (Effective angle of attack) ในรูป 5.4 ดังนั้น

แม้ว่าปีกจะอยู่ในตำแหน่งท่ีมีมุมปะทะทางเรขาคณิตเป็น  แต่หน้าตัดแพนอากาศแต่ละ

ตำบลจะมองเห็นมุมปะทะท่ีน้อยกว่าเสมอ คือ มุม eff จากรูป 5.4 จะได้ความสัมพันธ์ 

  eff =  – i (5.1) 
2.  แรงยกต่อหน่วยความยาวปีกบนหน้าตัดแพนอากาศแต่ละตำบลจะอยู่ในทิศทางต้ังฉากกับ

กระแสลมสัมพัทธ์ (RW) ซึ่งมุดลงเล็กน้อยจากแนวเดิม และทำให้แรงยกเสมือนกับเอนไป 

ด้านหลังจากแนวดิ่งด้วยมุม i   ตามท่ีแสดงในรูป 5.4 ผลท่ีตามมาคือส่วนหนึ่งของแรงยก  

จะอยู่ในทิศทางของกระแสอิสระ V นั่นคือจะมีแรงต้านเกิดขึ้นจากแรงยกหรือเกิดจากการท่ี
มีดาวน์วอชเกิดขึ้น แรงต้านส่วนนี้ไม่เกี่ยวข้องกับแรงเสียดทานท่ีผิวหรือ แรงต้านจาก    
ความดันและถูกเรียกว่า “แรงต้านเหนี่ยวนำ” (Induced drag)  ใช้สัญลักษณ์ Di  ในรูป 5.4 

 ดังนั้นผลท่ีเกิดจากดาวน์วอชของปีกยาวจำกัด คือ การท่ีมุมปะทะของกระแสลมบนแต่ละหน้า
ตัดตลอดแนวกางปีกมีค่าลดลง และทำให้เกิดส่วนของแรงต้านท่ีเรียกแรงต้านเหนี่ยวนำ  Di ขอให้
ระลึกว่าเรายังคงพิจารณาการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัวอยู่ และไม่ได้เกี่ยวข้องกับแรงเสียดทานท่ี
ผิวหรือการแยกตัวจากผิว แรงต้านท้ังหมดท่ีเกิดขึ้นตอนนี้เป็นผลมาจากปลายปีกของปีกยาวจำกัด 
เท่านั้นเอง 
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รูป 5.4  ผลกระทบของดาวน์วอชท่ีเกิดกับกระแสอิสระบริเวณหน้าตัดใดๆ ของปีก   

                       (Anderson, 2016) 
 

 นอกจากพิจารณาแนวแรงยกท่ีเอนไปด้านหลังซึ่งทำให้เกิดแรงต้านตามรูป 5.4 แล้ว อาจมอง
ลักษณะของการเกิดแรงต้านเหนี่ยวนำทางกายภาพได้อีก 2 ทางคือ 

1.  ลักษณะการไหลท่ีเป็นสามมิติ เนื่องจากการไหลท่ีปลายปีกตามรูป 5.2 และ 5.3 ทำให้
เกิดการเปล่ียนแปลงขึ้นกับการแจกแจงความดันบนปีกในรูปแบบท่ีทำให้เกิดการไม่

สมดุลย์ของความดันในทิศทางของ V (ซึ่งไม่เกิดในการไหล 2 มิติ) นั่นคือ แรงต้านถูกทำ
ให้เกิดขึ้น การพิจารณาในแนวนี้แรงต้านเหนี่ยวนำถือเป็นส่วนหนึ่งของแรงต้านเนื่องจาก
ความดัน 

2.  วอร์เทคท่ีปลายปีก บรรจุไว้ด้วยอนุภาคท่ีมีพลังงานจลน์ของการเคล่ือนท้ังในแนวตรงและ
การหมุนท่ีมีค่าสูง พลังงานจำนวนนี้ต้องมาจากท่ีใดท่ีหนึ่งซึ่งจริงๆ แล้วก็คือมาจาก
เครื่องยนต์ท่ีใช้ขับเคล่ือนอากาศยานไปข้างหน้านั่นเอง เพราะว่าพลังงานท่ีบรรจุใน     
วอร์เทคไม่ได้นำไปใช้ประโยชน์ในแง่ใดๆ ของการบินจึงถือได้ว่าส่วนนี้ของพลังงานถือเป็น
พลังงานท่ีสูญเสีย ในแง่ประสิทธิภาพพลังงานส่วนเกินจากเครื่องยนต์ท่ีสูญเสียไปในการ
ทำให้เกิดวอร์เทคท่ีปลายปีก คือ พลังงานท่ีต้องใช้จากเครื่องยนต์เพื่อเอาชนะแรงต้าน
เหนี่ยวนำ 

 เห็นได้ชัดจากข้อความท่ีผ่านมาว่าคุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของปีกยาวจำกัดไม่ได้เป็น
อย่างเดียวกันกับคุณลักษณะของแพนอากาศ ดังนั้นเราจะพยายามพัฒนาทฤษฎีท่ีจะใช้อธิบายการ
กำเนิดแรงยกบนปีกยาวจำกัดและอธิบายคุณสมบัติทางอากาศพลศาสตร์ของปีกยาวจำกัดในบทนี้ 
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 ในหัวข้อต่อจากนี้ไป ขอให้สังเกตการเปล่ียนแปลงการใช้สัญลักษณ์ท่ีต่างจากในบทท่ีผ่านมา 

สำหรับการไหลสองมิติ แรงยก แรงต้านและโมเมนต์ต่อหน่วยความยาว กำหนดด้วยสัญลักษณ์ L, D 

และ M และสัมประสิทธิ์ท่ีควบคู่กันจะใช้สัญลักษณ์ท่ีเป็นตัวอักษรตัวเล็ก cl , cd และ cm ต่างจาก 
แรงยก แรงต้านและโมเมนต์ท่ีเกิดขึ้นบนวัตถุ  3 มิ ติ เช่นปีกยาวจำกัดซึ่งใช้สัญลักษณ์ท่ีไม่มี  

“  ”  คือ L, D และ M และใช้อักษรตัวใหญ่สำหรับสัมประสิทธิ์ของแรงและโมเมนต์คือ CL, CD และ 
CM  ดังได้เคยกล่าวไว้ครั้งหนึ่งแล้วในหัวข้อ 1.5 
 ก่อนจบจากหัวข้อนี้ จะขอให้สังเกตถึงความจริงท่ีว่าสำหรับปีกในย่านความเร็วต่ำกว่าเสียง แรง
ต้านท่ีเกิดขึ้นจะเป็นผลรวมของแรงต้านเหนี่ยวนำ Di กับแรงต้านจากแรงเสียดทานผิว Df และ        
แรงต้านเนื่องจากความดัน Dp จากการแยกตัวของช้ันชิดผิว แรงต้านสองตัวหลังเป็นผลมาจากความ
หนืดซึ่งจะได้กล่าวถึงในบทหลัง ผลรวมของแรงต้านท่ีเกิดจากความหนืดรวมเรียกว่า “แรงต้านของรูป
หน้าตัด”(Profile drag) ตัวอย่างในบทท่ี 4 แสดงให้เห็นแรงต้านของแพนอากาศ NACA 2412 ท่ีได้
จากการทดลอง โดยท่ัวไปท่ีมุมปะทะไม่สูงมากนักจะพบว่า สัมประสิทธิ์แรงต้านของรูปหน้าตัด 
(Profile drag coefficient), cd ของแพนอากาศจะมีค่าใกล้เคียงกับของหน้าตัดของปีกท่ีใช้รูปร่าง
แพนอากาศอันเดียวกัน ดังนั้นถ้ากำหนดให้สัมประสิทธิ์แรงต้านของรูปหน้าตัด เป็น 

  cd = 
Sq

DD pf



+  (5.2) 

และสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำ เป็น 

  CD, i  = 
Sq

Di



 (5.3) 

สัมประสิทธิ์ของแรงต้านของปีก CD จะเป็น 
  CD = cd + CD, i (5.4) 
 ในสมการ (5.4) ค่าของ cd  จะได้จากข้อมูลของแพนอากาศอย่างท่ีแสดงเป็นตัวอย่างในรูป 4.6  
ค่า CD, i  จะแสดงให้ เห็นต่อไปว่าขึ้นอยู่กับรูปร่างลักษณะของปีก และอาจคำนวณได้โดยใช้ทฤษฎี             
ปีกยาวจำกัด 
 

5.2   รูปร่างของปีก (Wing Geometry) 
 ตามท่ีกล่าวแล้วว่า CD, i จะขึ้นอยู่กับรูปร่างลักษณะของปีก และวัตถุประสงค์อันหนึ่งของเรา
สำหรับบทนี้ คือ การอธิบายท่ีมาของค่า CD, i และการเปล่ียนแปลงของมันจากการออกแบบปีก
ลักษณะต่างๆ  ดังนั้นจึงควรกำหนดรูปร่างของปีกโดยนิยามท่ีจะทำให้เข้าใจตรงกัน ดังต่อไปนี้ 
 เมื่อมองจากมุมต่างๆ จะเห็นรูปร่างของปีกกำหนดได้จาก รูประนาบ (Planform) ของปีกเมื่อ
มองจากด้านบน มุมยกปีก (Dihedral) หรือรูปตัว V ของปีกเมื่อมองจากด้านหน้า และรูปหน้าตัด
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ด้านข้างของปีก ตามท่ีแสดงในรูป 5.5 ก ข และ ค แกนพิกัดในรูปใช้เพื่อความสะดวกในการอธิบาย
รูปร่างของปีกโดยใช้แกนตามแนวลำตัว (Longitudinal axis) แกนตามขวาง (Lateral axis) และแกน
ต้ังฉาก (Normal axis) x, y, z, ตามลำดับ 
 

 
(ก) 

 
(ข) 

 
(ค) 

รูป 5.5  รูปร่างของปีกเมื่อมองจากมุมต่างๆ  (ก) จากด้านบน  (ข) จากด้านหน้า (ค) จากด้านข้าง 
             (Anderson, 2016) 
 
 รูปร่างของปีกนอกจากมีผลต่อคุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์โดยตรงแล้ว ยังมีผลรวมไปถึง
การสร้างเสถียรภาพในทิศทางต่างๆ และอาจรวมถึงสมรรถนะทางด้านอื่นเมื่อพิจารณารวมกับอากาศ
ยานท้ังลำด้วย ตัวแปรท่ีกำหนดรูปร่างของปีกท่ีสำคัญ ได้แก่ 
 5.2.1  รูประนาบปีก (Plan form) 
 รูป ระน าบปีก คือรูปร่ างของปี ก เมื่ อมองจากด้านบนหรือ ล่าง  รูป  5.6 แสดง           
รายละเอียดและสัญลักษณ์ของตัวแปรต่าง ๆ ท่ีใช้กำหนดรูปร่างของระนาบปีก ดังต่อไปนี้  
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 5.2.1.1  ระยะกางปีก (Wing span) ระยะกางปีกคือระยะ b ในรูป 5.6 วัดจากปลาย
ปีกข้างหนึ่งไปยังอีกข้างหนึ่ง ระยะ
ครึ่งหนึ่งของระยะกางปีกแทนด้วย
สัญลักษณ์ s 
N     ตำแหน่ง A.C. ของปีก 

c     ความยาวคอร์ดอ้างอิง 
ct     ความยาวคอร์ดปลายปีก 
cr     ความยาวคอร์ดโคนปีก 

     ความเรียวปีก (Taper ratio) 
AR    อัตราเรียวปีก (Aspect ratio) 

 รูป 5.6   รูประนาบปีก (Anderson, 2016)       A     พื้นท่ีปีก (Wing area) 
                                                                           b     ระยะกางปีก (Wing span) 
                  มุมลู่หลัง (Sweepack angle) 
 
 5.2.1.2  คอร์ด (Chord) ระยะ cr และ ct ในรูปคือความยาวคอร์ดของปีกท่ีโคนและ

ปลายตามลำดับ สัดส่วนระหว่าง  ct/cr  จะเป็นสัดส่วนท่ี เรียกอัตราสอบปีก (taper ratio)        

(หรือบางครั้งใช้ส่วนกลับของ  ก็ได้เช่นกัน) ปีกท่ัวไปจะมีค่า taper  ct/cr    1 เสมอ 
 5.2.1.3  พื้นที่ปีก (Wing area)  พื้นท่ีของระนาบปีกจะรวมถึงพื้นท่ีของปีก ส่วนท่ีถูก
บังด้วยลำตัวของอากาศยานไว้ด้วยเรียกพื้นท่ีปีกรวม (Gross wing area) โดยท่ัวไปเมื่ออ้างถึงพื้นท่ี
ปีกจะหมายถึงพื้นท่ีอันนี้เสมอ ยกเว้นเมื่อมีการจำเพาะเจาะจง สำหรับพื้นท่ีปีกท่ีไม่นับรวมส่วนท่ีบัง
ด้วยลำตัวอากาศยานเรียกพื้นท่ีปีกสุทธิ (Net wing area) ใช้เครื่องหมาย AN รูป 5.7 แสดงความ
แตกต่างระหว่างพื้นท่ีท้ัง 2 แบบ 
 พื้นท่ีปีกสำหรับปีกท่ีมีรูประนาบใดๆ คำนวณได้จากการอินทิเกรท 

  A = 
−

s

s

dy)y(c  (5.5) 

 
รูป 5.7  พื้นท่ีปีก (Anderson, 2016) 
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 5.2.1.4  คอร์ดเฉลี่ ย (Mean chord)  ความยาวคอร์ดเฉล่ียเป็นตัวแปรสำคัญของปีก
โดยเฉพาะปีกท่ีมีความยาวคอร์ดเปล่ียนแปลงตามแนวกางปีก การคิดความยาวคอร์ดเฉล่ียทำได้สองแบบคือ
ความยาวคอร์ ดเฉล่ี ยมาตรฐาน  (Standard mean chord) หรื อความยาวคอร์ ดเฉล่ี ยเรขาคณิ ต     
(Geometric mean chord) ใช้เครื่องหมาย c  ซึ่งคำนวณจาก 

  c  = 
b

A  (5.6) 

สมการ (5.6) อาจเขียนในรูปอินทิเกรทได้เป็น 

  c  = 




−

−
s

s

s

s

dy

dy)y(c

 (5.7) 

   จากสมการ (5.6) และ (5.7) จะเห็นว่าความยาวคอร์ดเฉล่ียของปีกคิดจากพื้นท่ีปีก
หารด้วยระยะกางปีก ซึ่งเป็นค่าเฉล่ียทางเรขาคณิตท่ีคุ้นเคย แต่การคิดคอร์ดเฉล่ียในแบบนี้จะมีปัญหาเมื่อ
ต้องการคำนวณสัมประสิทธิ์โมเมนต์ก้มเงยของปีก จึงมีการคิดความยาวคอร์ดเฉล่ียอีกแบบหนึ่งซึ่งมี
ความจำเพาะเจาะจงกว่า คือ ความยาวคอร์ดเฉล่ียอากาศพลศาสตร์  (Mean aerodynamics chord)          

ใช้สัญลักษณ์ c  หรือ cMAC  ซึ่งกำหนดโดย 

    cMAC  = 




−

−
s

s

s

s

2

dy)y(c

dy)y(c

 (5.8) 

   สำหรับปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้าความยาวคอร์ดเฉล่ียจะเท่ากับความยาวคอร์ดอากาศ

พลศาสตร์และเท่ากับความยาวคอร์ดของปีก จากสมการ (5.8) 
−

s

s

)y(c dy  คือพื้นท่ีปีก ดังนั้นสำหรับ       

ปีกท่ัวไปท่ีมีอัตราสอบ (Taper) อาจแสดงให้เห็นได้ว่าตำแหน่งของปีกท่ีมีความยาวคอร์ดเท่ากับ cMAC จะอยู่
ท่ีตำแหน่งตามแนวกางปีกท่ีอยู่ตรงจุดเซน็ทรอย (Centroid) ของพื้นท่ีครึ่งปีกตามท่ีแสดงในรูป 5.6 
 5.2.1.5  อัตราส่วนเรียวปีก (Aspect ratio) สัดส่วนความเรียวยาวของปีกแสดง
ลักษณะรูปร่างของปีกว่ามีลักษณะเรียวยาวหรือ ส้ันกว้างคิดจากพื้น ท่ีปีกและระยะกางปีก             
ค่าอัตราส่วนนี้กำหนดโดย 

    AR = 
c

span    =   
c

b  (5.9) 

คูณบนและล่างด้วย b 

  AR = 
cb

b2


  =   

A

b2

 (5.10) 
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 5.2.1.6  ตำแหน่งจุดสะเทิน (Neutral point) ตำแหน่งของจุดสะเทินของปีกหรือจุด
ศูนย์อากาศพลศาสตร์ของปีก มีความสำคัญในการพิจารณาคุณสมบัติทางอากาศพลศาสตร์ของปีก 
กำหนดโดย 

  
25Nx  = 

A

1

−

s

s
25 dy)y(x)y(c  (5.11) 

   อาจแสดงให้ เห็นได้ว่าตำแหน่ง  
25Nx ตามสมการ (5.11) สำหรับปีกรูป

ส่ีเหล่ียมคางหมู จะอยู่ท่ีตำแหน่งตรงกับระยะ ¼  คอร์ด ของ cMAC  ตามท่ีแสดงในรูป 5.6 
 5.2.1.7  มุมลู่หลัง (Sweep back angle) มุมลู่หลังของปีกคือมุมระหว่างเส้นตรงท่ี
ลากไปตามแนวกางปีกผ่านจุดท่ีมีระยะห่างจากชายหน้าของปีกตามแนวคอร์ดคงท่ี กับเส้นต้ังฉากกับ

แกนสมมาตรของปีกใช้สัญลักษณ์  โดยท่ัวไปมักวัดมุมลู่หลังปีกท่ีชายหน้า (LE)  ตามแนว ¼ คอร์ด 

(1/4) และชายหลัง (TE) 
 5.2.2  มุมยกปีก (Dihedral angle)   
 เมื่อมองจากด้านหน้าจะเห็นว่าโดยท่ัวไปปีกของอากาศยานจะไม่ได้วางอยู่ในระนาบ
เดียวกัน แต่จะมีลักษณะเป็นรูปตัว V ด้วยมุมน้อยๆ เข้าหากัน พิจารณาปีกในรูป 5.8 เส้นท่ีลากแบ่ง
ครึ่งปีกแต่ละข้างทำมุม  กับแนวระดับ มุม 2  จะเป็นมุมยกปีก (Dihedral angle) ถ้าปีกมีมุมยก
ปีกเป็นบวกหรือยกขึ้นเรียกว่า “ปีกยก”(Dihedral) กลับกันถ้าปีกมีมุมยกปีกเป็นลบหรือหุบลง 
เรียกว่า “ปีกหุบ” (Anhedral)   
 

 
รูป 5.8  มุมยกปีก (Anderson, 2016) 

 
 5.2.3  มุมบิดปีก (Twist : wash–out & wash–in) 
  ปีกของอากาศยานขณะทำการบินแนวคอร์ดของแต่ละหน้าตัดของปีกตามแนวกางปีกจะ
ไม่อยู่ในแนวขนานกับทิศทางการบิน มุมระหว่างแนวคอร์ดกับทิศทางการบิน (หรือกระแสอิสระ) คือ
มุมปะทะ  ของแต่ละหน้าตัด ถ้าแนวคอร์ดของแต่ละหน้าตัดของปีกไม่อยู่ในแนวเดียวกันมุมปะทะ
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ของแต่ละหน้าตัดตลอดแนวกางปีกจะไม่เท่ากัน เรียกว่ามีการบิดปีก (Twist) ถ้ามุมปะทะของหน้าตัด
ท่ีโคนปีกมีค่ามากและค่อยลดลงไปทางปลายปีก เรียกว่าปีกมี “วอชเอาท์” (Wash out) สำหรับ
อากาศยานความเร็วต่ำปีกมักจะมีวอชเอาท์เพื่อควบคุมการแจกแจงแรงยกบนปีกและควบคุมลักษณะ
การร่งหล่น (Stall) ของปีก ในทำนองกลับกันถ้ามุมปะทะของแต่ละหน้าตัดเพิ่มข้ึนจากโคนปีกไปทาง
ปลายปีก เรียกว่าปีกมี “วอชอิน” (Wash in) 

 
 รูป 5.9  ปีกตรง มีการสอบปีก มีมุมบิดปีกแบบลดมุมปะทะ (wash out) (Anderson, 2016) 

 
 อัตราเรียว (Aspect ratio) อัตราสอบ (Taper ratio) มุมบิด (Twist) และมุมลู่หลัง ซึ่งรวมกัน
กำหนดรูประนาบของปีก เป็นตัวประกอบหลักท่ีกำหนดลักษณะเฉพาะตัวทางอากาศพลศาสตร์ของ
ปีกและมีความสำคัญต่อลักษณะการร่วงหล่น (Stall) ของปีก นอกจากนี้ตัวแปรเหล่านี้ยังมีผลไปถึง 
น้ำหนักและความแข็งแรงของโครงสร้างของปีกอีกด้วย รูป 5.10 แสดงรูประนาบของปีกของอากาศ
ยานแบบต่างๆ แสดงให้เห็นความหลากหลายของปีกท่ีมีการใช้งานกับอากาศยาน 

 
5.3  เส้นใยวอร์เทค กฎของบีโอท์และซาวาร์ท และทฤษฎีของเฮล์มโฮลท์ 
 (Vortex Filament  Biot-Savart Law & Helmholtz’s Theory) 
 การคำนวณคุณสมบัติทางอากาศพลศาสตร์ของปีกยาวจำกัดจำเป็นต้องใช้เครื่องมือทาง
คณิตศาสตร์บางอย่างมาประกอบการพิจารณา ก่อนอื่นเราจะขยายความของวอร์เทคในบทท่ี 3 และ

บทท่ี 4 ให้อยู่ในรูปท่ัวไปมากขึ้น ในหัวข้อ 4.4 เราพิจารณาวอร์เทคเป็นเส้นใยในแนวตรงท่ีขึงจาก   

ถึง –  และเหนี่ยวนำให้เกิดการไหลสองมิติท่ีมีเส้นกระแส (Streamline) เป็นเส้นรอบวงของวงกลม  
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รูป 5.10  ปีกของอากาศยานแบบต่าง ๆ (Katz & Plotkin, 2001) 

 
ท่ีมีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ีแกนเวอร์เทค ลักษณะการไหลท่ีเป็นสองมิติไม่ได้หมายถึงว่าการไหลเกิดขึ้นบน
ระนาบใดระนาบหนึ่ง แต่หมายถึงการไหลท่ีถูกเหนี่ยวนำจากใยวอร์เทคบนระนาบใด ๆ ต้ังฉากกับ
แกนวอร์เทคจะเหมือนกันทุกประการ แต่โดยท่ัวไปใยวอร์เทคไม่มีข้อจำกัดท่ีต้องเป็นเส้นตรง แต่อาจ
เป็นเส้นโค้งใดๆ อย่างท่ีแสดงในรูป 5.11 ข ซึ่งในท่ีนี้แสดงเพียงส่วนหนึ่งของใยวอร์เทค ใยวอร์เทคนี้
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จะเหนี่ยวนำให้เกิดสนามการไหลในบริเวณโดยรอบ ถ้าค่าการหมุนวนรอบเส้นโค้งปิดใดๆ ท่ีล้อมรอบ
ใยวอร์เทคไว้ภายในมีค่าคงท่ี  แสดงว่ากำลังแรงของใยวอร์เทคจะมีค่าเท่ากับ  พิจารณาส่วนส้ันๆ 

ld

 ส่วนหนึ่งของใยในรูป 5.11 ข  r

  เป็นเวคเตอร์ของรัศมีจาก ld

 ถึงจุด P ใดๆ ส่วนส้ันๆ ld


จะ

เหนี่ยวนำให้เกิดความเร็วที่จุด P มีค่า 

    Vd


 = 
3

r

rld

4 






  (5.12) 

 

 
                     (ก)                                                                   (ข) 

รูป 5.11  ใยวอร์เทคและการพิจารณากฎของบีโอท์-ซาวาร์ท (Biot–Savart law) (Katz & Plotkin, 2001) 
 

 สมการ (5.12) เรียกว่า กฎของบีโอท์-ซาวาร์ท (Katz & Plotkin, 2001) ถือว่าเป็นกฎพื้นฐานท่ี
แสดงความสัมพันธ์ที่สำคัญอันหนึ่งของการพิจารณาการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว เพื่อความง่าย
เราจะละการพิสูจน์ท่ีมาของสมการ (5.12) ไว้ และนำมันมาใช้เลย (สำหรับผู้สนใจอาจค้นคว้าได้จาก
เอกสารอ้างอิง)  อย่างไรก็ตามเพื่อให้เกิดความชัดเจนในสมการ เราจะเปรียบเทียบสมการ (5.12) กับ
สมการแม่เหล็กไฟฟ้า โดยสมมติให้ใยวอร์เทคในรูปท่ี 5.11 ข ถูกแทนท่ีด้วยเส้นลวดซึ่งมีกระแสไฟฟ้า 
I แอมแปร์ไหลผ่าน สนามแม่เหล็กกำลังแรง Bd


 จะถูกเหนี่ยวนำให้เกิดขึ้นท่ีจุด P จากส่วนของ      

เส้นลวดส้ัน ๆ ld

 ซึ่งมีกระแสไหลผ่าน มีค่า 

    Bd


 = 
3

r

rld

4

I 







  (5.13) 

 เมื่อ    คือค่า “Permeability” ของตัวกลางรอบลวด จะเห็นว่าสมการ(5.13) เหมือนสมการ
(5.12) ทุกประการ อันท่ีจริงแล้วกฎของบีโอท์-ซาวาร์ทเป็นผลลัพธ์ของทฤษฎีศักย์ไฟฟ้า (Potential 
theory) ซึ่งใช้อธิบายสนามแม่เหล็กไฟฟ้า และถูกนำมาใช้อธิบาย การไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว  
แม้แต่การใช้คำว่า “เหนี่ยวนำ” กับความเร็วที่เกิดจากใยวอร์เทค ซอร์ส หรืออื่นๆ ท่ีผ่านมา ก็เป็นคำ
ท่ีเลียนมาจากการศึกษาสนามแม่เหล็กไฟฟ้าท่ีถูกเหนี่ยวนำจากกระแสไฟฟ้า 
 ย้อนกลับมาท่ีรูป 5.11 ข อีกครั้ง ขอให้นึกไว้เสมอว่าเส้นใยวอร์เทคและสมการ (5.12) เป็นเพียง
แนวคิดอย่างง่ายทางอากาศพลศาสตร์สำหรับเป็นเครื่องมือสร้างรูปแบบการไหลท่ีซับซ้อนกว่า โดยตัว
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ของมันเองแล้วมีความหมายน้อยมากในการพิจารณา แต่เมื่อนำใยวอร์เทคจำนวนมากมารวมกับ    
การไหลแบบเอกรูป (Uniform) จะพบว่า เป็นไปได้ท่ีจะจำลองการไหลผ่านปีกยาวจำกัดซึ่งเป็นส่ิงท่ี
เราสนใจ 
 ก่อนอื่นพิจารณาสนามความเร็วที่ เกิดจากการเหนี่ ยวนำของใยวอร์เทคในสามมิ ติ  จากกฎของ                 
บีโอท์-ซาวาร์ท ความเร็วท่ีถูกเหนี่ยวนำท่ีจุด P จากใยวอร์เทคท้ังเส้นท่ีคดโค้งไปมาจะได้จากการอินทิเกรท
สมการ (5.12) ไปตลอดความยาวของใยวอร์เทค กรณีพิ เศษสำหรับใยวอร์เทคท่ีเป็นเส้นตรง และมีกำลัง             
  ความเร็วท่ีจะถูกเหนี่ยวนำท่ีจุด P จะเป็น 

    V


 = 
3

r

rld

4 










−

 (5.14) 

 จากนิยามของการคูณเวคเตอร์ (Vector cross product) ความเร็ว V


จะมีทิศทางตามค่าการ
หมุนวนรอบใยวอร์เทคหรือมีทิศพุ่งลงตามรูป 5.12 และขนาดของความเร็วจะคำนวณได้จาก 

    V


 =  




4



−



2r

sin dl  (5.15) 

 
 

รูป 5.12  รูปเรขาคณิตของใยวอร์เทคจาก A ถึง B ท่ีเหนี่ยวนำความเร็วท่ีจุด P (Katz & Plotkin, 2001) 
 

สำหรับความเร็วเหนี่ยวนำท่ีจุด P เนื่องจากส่วน AB ของใยวอร์เทคในรูป 5.12 จะได้ 

    VAB=  




4


B

A
2r

sin dl (5.16) 

 ให้ h  เป็นระยะต้ังฉากจากจุด P ถึงใยวอร์เทค และ  เป็นมุมวัดจากแนว h ถึง r
 จะได้

ความสัมพันธ์ ตามรูป 5.12                           

         A = – (
2

 – )                    B  =   (
2

 – ) (5.17a) 

    sin   = cos  (5.17b) 

    r  = 
sin

h  = h sec  (5.17c) 
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    l  = 
tan

h   =  h (tan ) (5.17d) 

    dl  =  – 
2sin

h d =  h sec2 d (5.17e) 

แทนค่าลงในสมการ (5.16) จะได้ 

      VAB = 

−

−−



)

2
(

)
2

(
h4

cos d  =
h4

  [sin (
2

 – ) + sin(
2

 – )]  

    VAB = 
h4

  (cos  + cos ) (5.18) 

 
 ผลลัพธ์ที่ได้จากสมการ (5.18) จะถูกนำไปใช้บ่อยครั้ง และมีความสำคัญมากในหัวข้อต่อ ๆ ไป 
และจะนำไปใช้ในหัวข้อต่อจากนี้ พิจารณาได้ดังต่อไปนี้ 
 

 
 

รูป 5.13  ความเร็วเหนี่ยวนำจากใยวอร์เทคตรง ท่ีมีความยาวต่างๆ กัน (Katz & Plotkin, 2001) 
 
 จากรูป 5.13 ก ข และ ค ความเร็วเหนี่ยวนำท่ีจุด P จากใยวอร์เทคท่ีเป็นเส้นตรงความยาวต่างกัน     
จะได้ผลต่างๆ ดังนี้ รูป 5.13 ก ปลาย A อยู่เลยตำแหน่งของจุด P และปลาย B ของใยวอร์เทคยาวไป

ถึง   จะได้  = 0  และ cos  = 1 จากสมการ (5.18) 

    V = 
h4

  (cos   + 1)  (5.19) 

 รูป 5.13 ข  ปลาย A อยู่ตรงตำแหน่งของจุด P และปลาย B ของใยวอร์เทคยาวไปถึง   จะได้ 

 = 
2

 ,  cos  = 0  และ     = 0  และ cos  = 1 จะได้  
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    V = 
h4

  (5.20) 

 รูป 5.13 ค  ปลาย A ยาวไปถึง –  และปลาย B ของใยวอร์เทคยาวไปถึง   จะได้  = 0,   
cos  = 1 และ   = 0,  cos  = 1 จะได้  

    V = 
h2

  (5.21) 

 ดังนั้นความเร็วเหนี่ยวนำท่ีจุด P จากใยวอร์เทคท่ียาวจาก –  ถึง   ท่ีอยู่ห่างเป็นระยะต้ังฉาก h 

จาก P จะมี ค่า 
h2

  เป็นค่าเดียวกันกับสมการ (3.94) ในบทท่ี 3 สำหรับจุดวอร์เทคท่ีน่าสนใจ คือ 

ความเร็วที่ถูกเหนี่ยวนำท่ีจุด P จากใยวอร์เทคครึ่งเส้นคือ 
h4

 ครึ่งหนึ่งของใยวอร์เทคท้ังเส้นนั่นเอง 

 แนวความคิดนี้ถูกนำมาใช้เป็นครั้งแรกโดยนักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน “เฮอร์มานน์ วอน เฮล์ม
โฮลท์” (Hermann von Helmholtz) เพื่ อ ใช้วิ เคราะห์ ก ารไหล ไร้ค วามหนื ด ไร้ก ารอั ด ตั ว  
เฮล์มโฮลท์ได้พัฒนาทฤษฎีท่ีเกี่ยวกับคุณสมบัติของวอร์เทค ซึ่งเป็นท่ีรู้จักกันในช่ือ ทฤษฎีของ 
เฮล์มโฮลท์ (Helmholtz’s vortex theorem) คือ 
 1.  กำลังของวอร์เทคจะต้องมีค่าคงท่ีตลอดความยาว 
 2.  เส้นใยวอร์เทคไม่สามารถจบในเนื้อของไหลได้ แต่ต้องยืดยาวไปจนถึง   หรือขอบ 
                 เขตของการไหล หรือไม่ก็ต้องฟอร์มตัวเป็นเส้นปิด (Closed path) เสมอ 
เราจะนำทฤษฎีของเฮล์มโฮลท์ ท้ัง 2 ข้อมาใช้ต่อไป 
 

5.4  ทฤษฎีแนวแรงยกของพรานด์ (Prandtl’s Lifting Line Theory)  
 5.4.1  การแจกแจงแรงยก (Lift distribution) 

 พิจารณาตำแหน่งใดๆ y1 ตามแนวกางปีกท่ีมีความยาวคอร์ด c มีมุมปะทะ  และมี

รูปร่างแพนอากาศตามท่ีกำหนด ค่าแรงยกต่อ 1 หน่วยระยะกางปีก (Lift per unit span) L ของปีก 

ณ ตำแหน่งนี้เป็น L(y1) ลองพิจารณาตำแหน่งอื่นตามแนวกางปีก สมมุติว่า ณ ตำแหน่ง y2 ท่ีมีค่า c  

 และรูปร่างแพนอากาศแตกต่างไป (เพราะปีกท่ัวไปไม่จำเป็นต้องมีความยาวคอร์ดเท่ากันตลอด

แนวกางปีกยกเว้นปีกรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า และปีกอาจมีมุมบิดปีกทำให้ค่า  ไม่เท่ากันตลอดแนวกาง

ปีก  รวมท้ังปีกอาจมีหน้าตัดแพนอากาศต่างกันตามแนวกางปีกทำให้ค่า L=0 ของรูปหน้าตัดแพน

อากาศมีค่าต่างกันตลอดแนวกางปีก) ผลท่ีตามมาคือค่าแรงยกต่อหน่วยระยะกางปีก  L(y2) จะมีค่า

ไม่เท่ากับ L(y1) นั่นคือแรงยกจะไม่เท่ากันตลอดแนวกางปีก แต่จะมีการแจกแจงไปตามแนวกางปีก

จากกึ่งกลางปีกไปจนกระท้ังมีค่าลดลงเป็นศูนย์ท่ีปลายปีกท้ังสองข้าง นั่นคือ L= L(y) ตามท่ีแสดงใน
รูป 5.14 ในทำนองเดียวกันค่าการหมุนวน (Circulation) รอบหน้าตัดใดๆ ของปีกจะมีค่าเปล่ียนแปลง 
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รูป 5.14   การแจกแจงแรงยกตามแนวกางปีก (Anderson, 2016) 
 

ไปตามแนวกางปีกด้วยเช่นกัน เพราะ (y) = L(y) /V  การคำนวณหาการแจกแจงแรงยก (หรือ
การแจกแจงการหมุนวน) จะนำไปสู่คำตอบท่ีต้องการ นั่นคือ แรงยกโดยรวม และแรงต้านเหนี่ยวนำ  
 5.4.2  ทฤษฎีแนวแรงยกของพรานด์ (Prandtl’s Lifting Line Theory)  
 ก้าวใหญ่ของการพัฒนาการบิน คือ ทฤษฎีแนวแรงยกของพรานด์ (Prandtl) ก่อนหน้านี้
ข้อมูลทางอากาศพลศาสตร์ของปีกจะได้จากการทดลอง และปรับให้เข้ากับอัตราเรียว รูประนาบ และ
คุณลักษณะอื่นๆ ของปีกโดยใช้สูตรสำเร็จท่ีได้จากประสบการณ์ ทฤษฎีของพรานด์ช่วยให้สามารถ
ทำนายคุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ของปีกได้จากรูปร่างลักษณะของปีก และยังใช้อยู่ถึงปัจจุบัน 
 พรานด์ให้เหตุผลอธิบายทฤษฎีแนวแรงยกไว้ดังนี้ เส้นใยวอร์เทคกำลัง  ท่ีถูกตรึงอยู่ใน
บริเวณคงท่ีอันหนึ่งในการไหลเรียกว่า “บาวด์วอร์เทค” (Bound vortex) จะรับรู้การเกิดแรงยกท่ีมี

ค่า  L= V  ตามทฤษฎีของคุตต้า–จูโควสกี้ (Anderson, 2016) บาวด์วอร์เทคท่ีกล่าวถึง จะ
แตกต่างกับวอร์เทคอิสระ (Free vortex) ซึ่งจะเคล่ือนท่ีควบคู่ไปกับอนุภาคของไหลชุดเดิมไปตลอด
สนามการไหลอย่างเช่นวอร์เทคท่ีปลายปีกท้ังสองข้าง ดังนั้นจึงอาจแทนปีกท่ีมีระยะกางปีก b ด้วย

บาวด์วอร์เทค ท่ีขึงจากปลายปีกข้างหนึ่งไปยังปลายปีกอีกข้างหนึ่ง คือจาก –
2

b  ถึง 
2

b  อย่างท่ีแสดง

ในรูป 5.15 อย่างไรก็ตาม จากทฤษฎีของเฮล์มโฮลท์ใยวอร์เทคไม่สามารถจบในของไหลได้ จึงสมมติ
ให้เส้นใยวอร์เทคต่อเนื่องออกจากปลายท้ังสองของบาวด์วอร์เทคไปทางด้านหลังเป็นวอร์เทคอิสระไป
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ถึง     วอร์เทคชุดนี้ซึ่งมี 3 ส่วน ฟอร์มตัวเป็นรูปเกือกม้า เราจึงเรียกวอร์เทคชุดนี้ว่า “วอร์เทค รูป
เกือกม้า” (Horseshoe vortex) 

 
รูป 5.15  การแทนปีกด้วยบาวด์วอร์เทค (Bound vortex) และวอร์เทคปลายปีก (Anderson, 2016) 

 
 ในกรณีของวอร์เทครูปเกือกม้าท่ีแทนปีกในรูป 5.15 ความเร็วดาวน์วอชท่ีถูกเหนี่ยวนำ

ตลอดแนวของบาวน์วอร์เทคจาก –
2

b  ถึง 
2

b  เนื่องจากวอร์เทครูปเกือกม้าท่ีประกอบข้ึนจากวอร์เทค

ท้ัง 3 ส่วนจะมีผลต่อดาวน์วอชตลอดแนวของบาวด์วอร์เทคต่างกัน คือ ตัวบาวด์วอร์เทคจะไม่
เหนี่ยวนำให้เกิดดาวน์วอชตามแนวของตัวมันเอง (แต่แน่นอนว่ามันเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็วใน
บริเวณรอบๆ) แต่วอร์เทคอิสระท่ีท้ิงไปด้านหลังจากปลายปีกท้ังสองด้านจะเหนี่ยวนำให้เกิดความเร็ว
ดาวน์วอชขึ้นตามแนวบาวด์วอร์เทค และความเร็วที่เหนี่ยวนำขึ้นนี้จะอยู่ในทิศทางพุ่งลงด้านล่างเมื่อ
พิจารณาโดยใช้แกน xyz ตามรูป 5.16 จะเห็นว่าความเร็วดังกล่าวจะเป็นลบ หรือ w (ซึ่งอยู่ในทิศทาง z)   
มีค่าเป็นลบเมื่อช้ีลงด้านล่าง และเป็นบวกเมื่อช้ีขึ้นข้างบน ถ้าเลือกจุดกำเนิดท่ีกึ่งกลางของบาวด์วอร์เทค 
ดังนั้นความเร็ว ณ ตำแหน่ง y ใด ๆ ตามแนวของบาวด์วอร์เทคท่ีเหนี่ยวนำโดยวอร์เทคปลายปีก (Trailing 
vortex) ซึ่งยาวจากแนวของบาวด์วอร์เทคไปถึง  จะได้จากสมการ (5.20) 

    w(y) = – 
)y2/b(4 +

  – 
)y2/b(4 −

  (5.22) 

การเปล่ียนค่าของ w(y) แสดงไว้ในรูป 5.16 สังเกตว่า w จะเข้าสู่ค่า – ท่ีปลายท้ังสองด้าน หรือเมื่อ   

y → –
2

b  หรือ 
2

b  

  การใช้วอร์เทครูปเกือกม้าชุดเดียว แทนปีกไม่สามารถจำลองการไหลท่ีสมจริงผ่านปีก
ยาวจำกัดได้ รวมทั้งการท่ีดาวน์วอชมีค่าเข้าสู่ – ท่ีปลายท้ังสองด้านยังสร้างปัญหากับการวิเคราะห์ 
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รูป 5.16  การแจกแจงดาวน์วอชตามแนวแกน y สำหรับวอร์เทคเกือกม้าตัวเดียว (Anderson, 2016) 

 
พรานด์ใช้เวลาหลายปีท่ีจะหารูปแบบของระบบวอร์เทคท่ีเหมาะสมกว่าในการจำลองการไหลผ่านปีก  
คำตอบของปัญหากลายเป็นเรื่องเส้นผมบังภูเขา ซึ่งจริงๆ แล้วเป็นเรื่องง่ายๆ และตรงไปตรงมา  
เพราะว่าในความเป็นจริงคงเห็นจากหัวข้อท่ีผ่านมาว่าแรงยกบนปีกไม่ได้มีค่าคงท่ี แต่เปล่ียนแปลงจาก
กลางปีกถึงปลายปีก ดังนั้นค่าการหมุนวนรอบปีก ณ ตำแหน่งตามแนวกางปีกใดๆ ก็จะมีค่าไม่เท่ากัน
ด้วย นั่นคือบาวด์วอร์เทคท่ีแทนปีกจะต้องมีกำลัง  ไม่คงท่ีด้วย แต่ทฤษฎีของเฮล์มโฮลท์  กำหนดว่า
กำลังของวอร์เทคจะมีค่าคงท่ีตลอดท้ังเส้น ฉะนั้นการท่ีจะทำให้บาวด์วอร์เทคท่ีแทนปีกมีกำลัง
เปล่ียนแปลงตามแนวกางปีกอาจทำได้โดยซ้อนวอร์เทคเกือกม้าหลายชุดท่ีมีความยาวของบาวด์     
วอร์เทคต่างๆ กัน แต่ให้ทุกตัวซ้อนอยู่ในแนวเดียวกัน เรียกแนวนี้ว่า “แนวแรงยก” (Lifting line) 
แนวคิดอันนี้แสดงในรูป 5.17 โดยแสดงให้เห็นวอร์เทครูปเกือกม้าเพียง 5 ชุด เพื่อความชัดเจน ในรูป 

5.17 วอร์เทคเกือกม้ากำลัง 1 มีบาวด์วอร์เทคท่ีมีความยาวตลอดแนวกางปีกคือจาก –
2

b  ถึง 
2

b  

(หรือจากจุด 1 ถึงจุด 10 ในรูป) ท่ีซ้อนอยู่กับวอร์เทคเกือกม้า 1 คือวอร์เทค  2  ซึ่งบาวด์วอร์เทคมีความ
ยาวเพียงส่วนหนึ่งของระยะกางปีก คือ จากจุด 2 ถึงจุด 9 ในรูปวอร์เทครูปเกือกม้าอีก 3 ชุดท่ีมีกำลัง 
3   4   และ 5 จะซ้อนอยู่ในลักษณะเดียวกัน ถ้าบาวด์วอร์เทคทุกตัวซ้อนอยู่ในแนวเส้นตรง
เดียวกัน ผลคือค่าการหมุนวนรอบบาวด์วอร์เทค (กำลังของบาวด์วอร์เทค) จะมีค่าเปล่ียนแปลงไป
ตามแนวกางปีกหรือแนวแรงยกตามท่ีได้กำหนดไว้ตั้งแต่แรก ในช่วง 1 → 2 และ 9 → 10 ในรูป ซึ่งมี
วอร์เทคเพียงตัวเดียววางอยู่ ค่าการหมุนวนในช่วงนี้จะเป็น 1 แต่ในช่วง 2 → 3 และ 8 → 9 ซึ่งมี
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วอร์เทคซ้อนกันอยู่ 2 ตัว ค่าการหมุนวนจะเป็นผลรวมจากกำลังของวอร์เทคสองตัว 1 + 2  เป็น
ดังนี้   

 
 

รูป 5.17  การเรียงซ้อนกันของวอร์เทคเกือกม้า ตามแนวแรงยก (Anderson, 2016) 
 

เรื่อยไปจนช่วง 5 → 6 ค่าการหมุนวนจะเป็นผลรวมจากกำลังวอร์เทค 1 + 2 + 3 + 4 + 5     
ถ้าแทนการเปล่ียนแปลง ค่าการหมุนวนตามแนวแกน y หรือแนวแรงยกโดยใช้แท่งส่ีเหล่ียมตามท่ี
แสดงอยู่ทางซ้ายของรูป 5.17 แทนขนาดของการหมุนวน เราจะสังเกตเห็นการเปล่ียนแปลงของ  

ตามแนวแรงยก และขอให้สังเกตว่าจะมีเทรลลิงวอร์เทคท่ีท้ิงไปทางด้านหลังแจกแจงอยู่ตลอดแนว
ไม่ใช่เพียงแค่วอร์เทค ท่ีปลายปีกท้ังสองข้างเท่านั้นอีกต่อไป ชุดของเทรลลิงวอร์เทคในรูป 5.17 เป็น
ตัวแทนของวอร์เทคท่ีเป็นคู่ ซึ่งแต่ละคู่จะเป็นส่วนของวอร์เทคเกือกม้าอันหนึ่ง ดังนั้นกำลังของ
เทรลลิงวอร์เทคท่ีท้ิงไปแต่ละตัวจะเท่ากับค่าการหมุนวนท่ีเปล่ียนไปตามแนวกางปีก 
  จะเห็นจากทางซ้ายของรูป 5.17 ว่าสำหรับวอร์เทคเกือกม้า 5 ชุด ท่ีเราใช้จะให้การ

เปล่ียนแปลงของ  (และเมื่อคูณด้วย  V   คือ L นั่นเอง) ตามแนวกางปีกมีลักษณะเป็นขั้นๆ  
ถัดกันไป 5 ขั้น แต่ในความเป็นจริง เราคงจะเดาได้ว่าการแจกแจงแรงยกจะต้องมีลักษณะราบเรียบ
ต่อเนื่องกันไป ดังนั้นเราจึงจะปรับระบบของวอร์เทครูปเกือกม้าท่ีจะจำลองการไหลผ่านปีกโดยใช้  
วอร์เทครูปเกือกม้าท่ีมีจำนวนมากนับไม่ถ้วนวางซ้อนกันตามแนวแรงยกโดยให้กำลังของวอร์เทค    
แต่ละตัวมีกำลังน้อยมาก  และในขีดจำกัดให้มีค่าเข้าสู่ศูนย์ กรณีนี้แสดงให้เห็นรูป 5.18 สังเกตว่า
การเปล่ียนแปลงค่า   ท่ีเป็นขั้นๆ ในรูป 5.17 จะกลายเป็นการเปล่ียนแปลงอย่าต่อเนื่อง (y) ไป
ตลอดแนวแรงยก และค่า  สูงสุดจะเท่ากับ o ท่ีแนวกลางปีก นอกจากนี้เทรลล่ิงวอร์เทคท่ีทอดตัว
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ไปทางด้านหลังจะมีจำนวนนับไม่ถ้วนเรียงติดกันเป็นแผ่น (Vortex sheet) ออกไปทางด้านหลัง 
 

 
(ก) 

 

 
(ข) 

รูป 5.18  การซ้อนกันของวอร์เทคเกือกม้านับไม่ถ้วนตามแนวแรงยก (Anderson, 2016) 
 

ของแนวแรงยก แผ่นวอร์เทคนี้จะอยู่ในทิศทางขนานกับ V กำลังวอร์เทครวมของท้ังแผ่นท่ีได้จาก
การอินทิเกรทกำลังตามแนวกางปีกจะมีค่าเป็นศูนย์พอดี เนื่องจากท้ังแผ่นประกอบด้วยวอร์เทคเป็นคู่
ท่ีมีกำลังเท่ากันแต่ทิศทางสวนกัน 
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  ลองพิจารณาส่วนแถบแคบๆ dy บนแนวแรงยกท่ีอยู่ท่ีตำแหน่ง y ค่าการหมุนวน ณ 
ตำแหน่งนี้จะมี ค่า (y) และการเปล่ียนแปลงค่าการหมุนวนท่ีระยะห่างออกไป dy จะเป็น                  

d = (
dy

d )dy แต่ว่ากำลังของเทรลล่ิงวอร์เทคท่ีทอดไปข้างหลังท่ีตำแหน่ง y ตามแนวกางปีก 

จะต้องมีค่าเท่ากับการเปล่ียนแปลงค่าการหมุนวน d ไปตามแนวกางปีก ซึ่งคล้ายกับผลท่ีเกิดกับ
กำลังของวอร์เทครูปเกือกม้าในรูป 5.17 พิจารณาเทรลล่ิงวอร์เทคกำลัง d ท่ีทอดไปข้างหลังจาก
ตำแหน่ง y บนแนวแรงยกจากรูป 5.18  ให้ yo เป็นตำแหน่งใดๆ บนแนวแรงยก จะเห็นว่าส่วนส้ันๆ  
dx ของเทรลลิงวอร์เทค d จะเหนี่ยวนำให้จุด yo มีความเร็วท่ีมีขนาดและทิศทางตามกฎของ       
บีโอท์-ซาวาร์ท และความเร็ว dw ท่ีถูกเหนี่ยวนำจากเทรลล่ิงวอร์เทคท่ีตำแหน่ง y ณ ตำแหน่ง yo จะ
มีค่าตามสมการ (5.20)  

    dw = –
)yy(4

dy)dy/d(

o −

  (5.23) 

ตามท่ีปรากฎในรูป 5.18 ข เครื่องหมายลบในสมการ (5.23) จำเป็นต้องใส่ไว้เพื่อให้เครื่องหมายของ 
dw  สอดคล้องกับทิศทางท่ีกำหนดตามแกนในรูป สำหรับเทรลล่ิงวอร์เทคในรูป 5.18 ข จะเหนี่ยวนำ

ให้เกิดความเร็ว dw ท่ีจุด yo เป็นบวก(พุ่งขึ้น) ในขณะท่ี  จะมีค่าลดลงในทิศทาง y ทำให้ 
dy

d  มีค่า

เป็นลบ เครื่องหมายลบในสมการจะทำให้ได้ค่า dw  เป็นบวกสำหรับ 
dy

d  เป็นลบ 

 ความเร็วเหนี่ยวนำโดยรวม w ท่ีจุด  yo  เนื่องจากเทรลลิงวอร์เทคในแผ่นวอร์เทคท้ังแผ่นจะ
ได้จากการอินทิเกรทสมการ(5.23) สำหรับแผ่นวอร์เทคท้ังแผ่นจาก y =  – b/2 ถึง b/2  

      w(yo)  =  – 
4

1


− −

2/b

2/b o )yy(

dy)dy/d(  (5.24)

 สมการ (5.24) มีความสำคัญอยู่ ท่ีมันให้ค่าของดาวน์วอชท่ีตำแหน่ง yo เนื่องจาก 
เทรลลิงวอร์เทคท้ังหมด (อย่าลืมว่าเราเรียก w ว่าดาวน์วอชแต่มันมีทิศทางช้ีขึ้นสำหรับเครื่องหมาย
บวก ในตำราบางเล่มจึงใช้เครื่องหมายบวกของ w สำหรับทิศทางพุ่งลง) 
 ถึงจุดนี้ เราได้แทนปีกด้วยระบบของวอร์เทคท่ีประกอบด้วยแนวแรงยก(ท่ีมีบาวด์วอร์เท
คซ้อนกันอยู่) ซึ่งให้ค่าการหมุนวนท่ีมีการเปล่ียนแปลงต่อเนื่องจากปลายปีกข้างหนึ่งไปยังอีกข้างหนึ่ง 
(y) ตามรูป 5.18 และได้สมการสำหรับการคำนวณดาวน์วอชตลอดแนวแรงยกตามสมการ (5.24) 
ซึ่งเป็นผลมาจากแผ่นวอร์เทคท่ีทอดไปด้านหลังปีก แต่ยังมีปัญหาใหญ่ท่ีรอให้แก้อยู่คือ เราต้องการ
ทราบค่า (y) ของปีก เพื่อนำไปใช้คำนวณหาค่าแรงยก และแรงต้านเหนี่ยวนำ ซึ่งขณะนี้เรายังไม่
ทราบอะไรเลยเกี่ยวกับ (y) 
 ย้อนกลับไปท่ีรูป 5.4 ซึ่งแสดงภาพของแพนอากาศท่ีหน้าตัดหนึ่งของปีก สมมติว่าอยู่ท่ี

ตำแหน่ง yo  ตามแนวกางปีก ค่ามุมปะทะเหนี่ยวนำ i ได้จาก 
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    i(yo) = tan–1(


−

V

)y(w o ) (5.25) 

(สังเกตว่าในรูป 5.4  w มีทิศทางลง และย่อมมีค่าเป็นลบ เนื่องจาก i  ในรูป 5.4 มีค่าเป็นบวก  

เครื่องหมายลบในสมการจึงใส่ไว้ให้สอดคล้องกัน ) โดยท่ัวไป w จะมีค่าน้อยมากเมื่อเทียบกับ V   

ดังนั้น i จะเป็นมุมเล็กๆ อย่างมากท่ีสุดไม่เกิน 2 – 3 องศา ดังนั้น 

   tan i (yo)      i(yo)= 


−

V

)y(w o   (5.26) 

แทนสมการ (5.24) ในสมการ (5.26) จะได้ 

    i(yo) = 
V4

1


− −

2/b

2/b o )yy(

dy)dy/d(  (5.27) 

ซึ่งเป็นการแสดงค่า มุมปะทะเหนี่ยวนำในรูปของการแจกแจงค่าการหมุนวน (y) ของปีกตามแนวกางปีก 

 จากรูป 5.4 จะเห็นว่า มุมปะทะท่ีมีผลต่อแรงยก (Effective angle of attack) eff ของ  
หน้าตัด คือมุมปะทะท่ีกระแสลมเข้าปะทะกับหน้าตัดแพนอากาศจริง เพราะว่าค่าดาวน์วอชมีการ

เปล่ียนแปลงตลอดแนวกางปีก ดังนั้น  eff จะเปล่ียนแปลงตามแนวกางปีกเช่นเดียวกัน หรือ  

eff = eff(yo) ค่าสัมประสิทธิ์แรงยกของแพนอากาศท่ีหน้าตัดตำแหน่ง y = yo จะเป็น 

    cl = ao [eff (yo) –  L=0]  

      2 [eff (yo) –  L=0]  (5.28) 
 สมการ (5.28) เราใช้ค่าความชันของโค้งแรงยก ao  เป็นค่าจากทฤษฎีแพนอากาศบางคือ 

2 ได้ นอกจากนี้สำหรับปีกท่ีมีการบิดปีกทางอากาศพลศาสตร์ (Aerodynamics twist) ค่ามุม

ปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์ L=0 ในสมการจะเปล่ียนแปลงไปตามตำแหน่ง yo แต่ถ้าปีกไม่มีการบิดปีก 

ทางอากาศพลศาสตร์ L=0 จะมีค่าคงท่ีตลอดแนวกางปีก ไม่ว่าในกรณีใดก็ตามค่า  L=0  เป็น
คุณสมบัติท่ีเราทราบจากข้อมูลของแพนอากาศของหน้าตัดตรงตำแหน่ง yo จากนิยามของสัมประสิทธิ์
แรงยกและจากทฤษฎีของคุตต้า-จูโควสกี้ จะได้ค่าสำหรับหน้าตัดแพนอากาศ ณ ตำแหน่ง yo เป็น 

      L  =  2V
2

1
 c(yo)cl  =  V  (yo)    (5.29) 

ซึ่งจะได้ 

    cl  = 
)y(cV

)y(2

o

o



  (5.30) 

แทนสมการ (5.30) ในสมการ (5.28) เพื่อหาค่า eff   จะได้ 

    eff = 
)y(cVa

)y(2

oo

o



  + L=0 (5.31a) 

เมื่อแทนค่า  ao =  2  จะได้ 
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    eff = 
)y(cV

)y(

o

o



  + L=0 (5.31b) 

ผลลัพธ์ที่ได้ ถ้าแทนค่า eff  =  –  i  โดยสมการ (5.27) และ (5.31) จะได้ความสัมพันธ์ 

                  (yo)  =  
)y(cVa

)y(2

oo

o



  + L=0( yo)  + 
V4

1


− −

2/b

2/b o )yy(

dy)dy/d(  (5.32a) 

หรือ         (yo)  =  
)y(cV

)y(

o

o



  +  L=0(yo)  +  
V4

1


− −

2/b

2/b o )yy(

dy)dy/d(  (5.32b) 

 สมการ (5.32) ถือเป็นสมการพื้นฐานของทฤษฎีแนวแรงยกของพรานด์ ซึ่งกล่าวได้ว่า 

มุมปะทะทางเรขาคณิตจะมีค่าเท่ากับมุมปะทะสัมฤทธิผล eff  บวกกับมุมปะทะเหนี่ยวนำ I  ใน

สมการ(5.32) eff  แสดงอยู่ในเทอมของ  และ i  อยู่ในเทอมของอินทิเกรทท่ีมีเทอม d/dy อยู่
ข้างใน ฉะนั้นสมการ (5.32) จึงเป็นสมการท่ีติดท้ังอินทิเกรทและดิฟเฟอเรนเชียล (Integro–

differential equation) ท่ีมี  เป็นตัวไม่ทราบค่า ส่วนตัวแปรอื่นนอกจากนี้ เช่น , c, V และ  

L=0 จะทราบค่าได้จากข้อมูลของรูปร่างของปีกกับกระแสอิสระ ดังนั้นคำตอบของสมการ (5.32) ท่ี
จะได้คือค่า   =  (yo) เมื่อ  yo  คือตำแหน่งใดๆ ตามแนวกางปีกระหว่าง  –b/2 ถึง b/2 
 ถ้าเราได้คำตอบ   =  (yo)  จากการแก้สมการ (5.32) แล้วค่าท่ีได้จะให้ลักษณะทาง
อากาศพลศาสตร์ท่ีสำคัญของปีก 3 อย่าง คือ 
  1.  การแจกแจงแรงยก ซึ่งจะได้จากทฤษฎีของคุตต้า-จูโควสกี้ 

                           L(yo)   =   V(yo) (5.33) 

  2.  แรงยกได้จากการรวม L ตลอดแนวกางปีกโดยการอินทิเกรท 

    L = 
−


2/b

2/b

dy)y(L    

                 หรือ L  =   V 
−


2/b

2/b

dy)y(  (5.34) 

                   (สังเกตว่าเราละตัวห้อย o ของ y เพื่อความสะดวก)  
                           ค่าสัมประสิทธิ์แรงยกจะได้จาก 

    CL  =   
Sq

L



 = 
SV

2




−


2/b

2/b

dy)y(  (5.35) 

  3.  แรงต้านเหนี่ยวนำได้จากการพิจารณารูป 5.4 แรงต้านเหนี่ยวนำต่อหน่วยระยะ 
                           กางปีกคือ 

    iD  = L sin i 

               เพราะมุม  i  มีค่าน้อย   sin i  i 

     iD  = Li   (5.36) 
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                    แรงต้านเหนี่ยวนำโดยรวมจะได้จากการอินทิเกรทสมการ (5.36) ตลอดแนวปีก 

    Di = 
−


2/b

2/b

)y(L i(y)dy (5.37) 

            หรือ Di =   V 
−


2/b

2/b

)y( i(y)dy  (5.38) 

            และสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำจะเป็น 

    CD, i   =  
Sq

Di



 = 
SV

2




−


2/b

2/b

)y( i(y)dy  (5.39) 

         โดยท่ี i ในสมการเหล่านี้จะได้จากสมการ (5.27)  
 กุญแจสำคัญของทฤษฎีของพรานด์ คือ (y) ท่ีเป็นคำตอบของสมการ (5.32) เพื่อท่ีจะ
นำไปสู่ลักษณะสำคัญท้ัง 3 ของปีก แต่ก่อนท่ีจะพิจารณาคำตอบท่ัวไปของสมการ (5.32) เราจะ
พิจารณาคำตอบในกรณีพิเศษท่ีสำคัญอันหนึ่งเสียก่อน 
  
5.5  การแจกแจงแรงยกแบบวงรี (Elliptical lift distribution) 
 ถ้าการแจกแจงค่าการหมุนวนตามแนวกางปีก กำหนดโดยสมการ 

    (y)  = o 
2

b

y2
1 








−  (5.40) 

 

 
 

รูป 5.19  การแจกแจงแรงยกรูปวงรีและความเรว็ดาวน์วอช (Anderson, 2016) 
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 สมการ (5.40) มีส่ิงน่าสังเกตคือ 
  1.  o เป็นค่าการหมุนวนท่ีจุดกึ่งกลางหรือจุดกำเนิด ตามรูป 5.19 
  2.  ค่าการหมุนวนมีการเปล่ียนแปลงแบบวงรีไปตามระยะ y ตามแนวกางปีก ดังนั้น 
                       จึงคู่กับ “การแจกแจงแรงยกแบบวงรี” (Elliptic lift distribution) และ  

                       เพราะว่า                 L(y)  =  V (y)  

                       จึงได้   L(y) = V o 
2

b

y2
1 








−  

  3.  (
2

b ) และ (
2

b
− ) = 0 นั่นคือแรงยกและค่าการหมุนวนจะลดค่าลงเป็นศูนย์ท่ี  

                       ปลายปีกท้ังสองข้างตามรูป 5.19        
 (y) ตามสมการ (5.40) ไม่ได้มาจากการแก้สมการ(5.32) เพื่อหาค่า (y) แต่มาจากการสมมติ
ว่าแรงยกแจกแจงแบบวงรี คำถามคือ คุณลักษณะของปีกท่ีมีแรงยกในรูปแบบนี้จะต้องเป็นอย่างไร 
เราอาจได้คำตอบของคำถามนี้ตามขั้นตอนต่อไปนี้ อันดับแรก คำนวณดาวน์วอชของปีกท่ีมีการ    
แจกแจงแรงยกแบบวงรีโดยหาอนุพันธ์ของสมการ (5.40) 

    
dy

d  =  –
b2

4 o

2/122 )b/y41(

y

−
 (5.41) 

แล้วนำไปแทนในสมการ (5.24) จะได้ 

    w(yo) = 
2

o

b




− −−

2/b

2/b o
2/122 )yy()b/y41(

y dy (5.42) 

ถ้าเปล่ียนตัวแปรของการอินทิเกรท ด้วยความสัมพันธ ์

      y   =  
2

b cos       และ        dy  =  – 
2

b  sin d 

การอินทิเกรทจะง่ายข้ึน ดังนั้นสมการ (5.42) เปล่ียนรูปเป็น 

    w(o) =   –
b2

o





 −

0

o coscos

cos  d 

หรือ    w(o) =  –
b2

o





0

cos

cos cos o




 −  d (5.43) 

 ค่าอินทิเกรทในสมการ(5.43) ดูคุ้นตาจากบทท่ี 4 และมีค่าเท่ากับ   ดังนั้น 

    w(o) =   –
b2

o  (5.44) 

ซึ่งแสดงผลลัพธ์สำคัญ และน่าสนใจมากคือ ค่าดาวน์วอชจะคงท่ีตลอดแนวกางปีก สำหรับการแจกแจง     
แรงยกแบบวงรี นำผลท่ีได้ไปแทนในสมการ (5.26) จะได้ 

    i = w

 V

−   =   




bV2

o  (5.45) 

นั่นคือมุมปะทะเหนี่ยวนำจะมีค่าคงท่ีตลอดแนวกางปีกด้วยเช่นกัน สังเกตว่าจากสมการท้ังสอง ท้ัง w  
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และ i จะมีค่าเป็นศูนย์เมื่อระยะกางปีก b เข้าสู่   ซึ่งสอดคล้องกับท่ีเราได้พิจารณามาก่อนแล้ว
สำหรับแพนอากาศสองมิติ 

 ค่า i  ท่ีอยู่ในฟอร์มท่ีใช้งานได้กว้างขวางกว่า อาจจะได้จากการแทนสมการ (5.40) ลงใน
สมการ (5.34) 

    L =  V o 
−

−
2/b

2/b

2/122 )b/y41( dy (5.46) 

ถ้าใช้การแปลงตัวแปร y  =  
2

b cos  สมการ (5.46) จะเป็น 

    L =  V o 
2

b




0

2sin d   

     =  V o 
4

b  (5.47) 

แก้สมการ (5.47) หาค่า  o  

    o =  
  bV

L4  (5.48) 

แต่ว่า  L  =  
2

1
 2V SCL    ดังนั้นสมการ (5.48) จะเป็น 

    o =  




b

SCV2 L  (5.49) 

แทนในสมการ (5.45) จะได้ 

    i  =  




b

SCV2 L

bV2

1  

หรือ          i  =   
2
L

b

SC


 (5.50) 

ใช้ความสัมพันธ์ของอัตราเรียวปีก (Aspect ratio) กับ b และ S 

    AR = 
S

b2

 

สมการ (5.50) จะเป็น 

                 i  = 
AR 

CL


 (5.51) 

นำ  i  ไปใช้ในสมการ (5.39) จะได้สัมประสิทธิ์ 

              C D, i  = 
SV

2 i






−


2/b

2/b

dy)y(   =  
SV

2 oi





2

b




0

2sin d 

     =  
SV2

boi



  (5.52) 

แทนค่า o  จากสมการ (5.48) และ i จากสมการ (5.50) ลงในสมการ (5.52) จะได้ 
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                               C D, i   =   
SV2

b



  
AR 

CL


 





b

SCV2 L  

นั่นคือ    C D, i = 
AR 

C2
L


 (5.53) 

 สมการ (5.53) มีความสำคัญมาก สรุปได้ว่าสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำจะเป็นสัดส่วนโดยตรง
กับกำลังสองของสัมประสิทธิ์แรงยก ความสัมพันธ์นี้ไม่น่าแปลกใจเพราะเหตุผลต่อไปนี้  ในหัวข้อ 5.1 
เห็นแล้วว่าแรงต้านเหนี่ยวนำเป็นผลท่ีเกิดขึ้นจากการเกิดวอร์เทคท่ีปลายปีก ซึ่งเกิดจากความแตกต่าง
ของความดันบริเวณใต้ปีกกับเหนือปีก และแรงยกก็เป็นผลมาจากความต่างความดันนี้เช่นกัน ดังนั้น
แรงต้านเหนี่ยวนำจึงมีโยงใยสัมพันธ์กับการเกิดแรงยกของปีก จริงๆ แล้วแรงต้านเหนี่ยวนำมักถูก
เรียกว่า “แรงต้านเนื่องจากแรงยก” (Drag due to lift) ซึ่งสมการ (5.53) แสดงให้เห็นอยู่แล้ว    
ประเด็นท่ีชัดเจนคืออากาศยานไม่สามารถสร้างแรงยกโดยไม่สูญเสียอะไรเลย แรงต้านเหนี่ยวนำคือ
ราคาท่ีต้องจ่าย โดยกำลังจากเครื่องยนต์ท่ีใช้เอาชนะแรงต้านเหนี่ยวนำคือกำลังท่ีใช้สร้างแรงยก
นั่นเอง นอกจากนี้โปรดสังเกตว่า CD, i  2

LC  ดังนั้นสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำจะเพิ่มขึ้นอย่าง
รวดเร็วเมื่อ CL  เพิ่มขึ้น และจะกลายเป็นแรงต้านส่วนใหญ่ของแรงต้านโดยรวมเมื่อ CL มีค่าสูง เช่น
เมื่อต้องบินด้วยความเร็วต่ำในช่วงวิ่งขึ้นหรือร่อนลง แม้แต่เมื่อบินด้วยความเร็วเดินทางท่ีสูงแรงต้าน
เหนี่ยวนำอาจจะมีค่าถึง 1 ใน 4 ของแรงต้านโดยรวม 
 อีกส่ิงหนึ่งท่ีสำคัญของแรงต้านเหนี่ยวนำจากสมการ (5.53) คือ CD, i  จะแปรผันกลับกับค่า AR    
ดังนั้นเพื่อลดแรงต้านเหนี่ยวนำเราจำเป็นต้องใช้ AR ให้สูงท่ีสุดท่ีเป็นไปได้ ปีกท่ีมี AR สูงและต่ำแสดง
เป็นตัวอย่างในรูป 5.20 โชคไม่ดีท่ีการออกแบบปีกท่ีมี AR สูงๆ และมีโครงสร้างแข็งแรงเป็นส่ิงท่ีทำได้
ยาก ดังนั้นค่า AR ของปีกของอากาศยานปกติท่ัวไปจะเป็นความเหมาะสมระหว่างความต้องการทาง
อากาศพลศาสตร์และทางโครงสร้าง 
 

 
 

รูป 5.20  ปีกท่ีมี AR สูงและต่ำ (Anderson, 2016) 
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 คุณสมบัติของการแจกแจงแรงยกแบบวงรีอีกอย่างหนึ่งคือ สำหรับปีกท่ีไม่มีการบิดปีก (Twist, 
นั่นคือ ค่า  คงท่ีตลอดแนวกางปีก) และไม่มีการบิดทางอากาศพลศาสตร์ (Aerodynamics twist, 

ค่า L=0  คงท่ีตลอดแนวกางปีก หน้าตัดแพนอากาศเป็นรูปเดียวกันตลอดแนวกางปีก) จากสมการ
(5.45) จะเห็นว่า i ตลอดแนวกางปีกจะคงท่ี  ดังนั้นจาก eff  =   – i จะได้ว่า eff จะคงท่ีตลอด
แนวกางปีกด้วย เพราะว่า ค่า cl  ของหน้าตัดเป็น 
                      cl   =  ao(eff–L=0)  

สมมติ ao มีค่าเท่ากันทุกหน้าตัด (เท่ากับ 2  จากทฤษฎีแพนอากาศบาง) นั่นคือ cl จะมีค่าท่ีตลอด
แนวกางปีก ค่าแรงยกต่อหน่วยความยาวจะเป็น 

    L(y) =  q c cl (5.54) 
แก้สมการ (5.54) เพื่อหาการแจกแจงความยาวคอร์ด 

    c(y)  = 
lcq

)y(L



  (5.55) 

 ในสมการ (5.55) q และ cl  มีค่าคงท่ีตลอดแนวกางปีก แต่ L(y) มีการเปล่ียนแปลงแบบวงรี   
ดังนั้นสมการ (5.55) ช้ีว่าสำหรับการแจกแจงแรงยกแบบวงรี ความยาวคอร์ดของปีกต้องมีการ    
แจกแจงแบบวงรีตามแนวกางปีกด้วย หรือสำหรับเงื่อนไขท่ีผ่านมา รูประนาบของปีกต้องเป็นรูปวงรี 
 ความสัมพันธ์ของ การแจกแจงแรงยกแบบวงรี รูประนาบปีกแบบวงรี และดาวน์วอช มีค่าคงท่ี
แสดงให้เห็นในรูป 5.19 ถึงแม้จะดูเหมือนว่ากรณีของการแจกแจงแรงยกแบบวงรีเป็นกรณีจำเพาะ
แยกจากกรณีอื่น แต่ในความเป็นจริงมันให้ค่าโดยประมาณของ CD, i สำหรับปีกท่ัวไปท่ีสมเหตุสมผล
ทีเดียว ฟอร์มของ CD, i ท่ีได้จากสมการ (5.53) มีการปรับเปล่ียนไปเพียงเล็กน้อยสำหรับกรณีท่ัวไป  
ซึ่งเราจะพิจารณากันต่อไปนี้ 
 

5.6  การแจกแจงแรงยกท่ัวไป (General lift distribution) 
 พิจารณาการแปลงตัวแปร 

                          y = – 
2

b cos 

ท่ีพิกัดในทิศทางตามแนวกางปีกจะเปล่ียนจาก y เป็น   ซึ่งมีค่าระหว่าง  0     ในเทอมของ   
การแจกแจงแรงยกแบบวงรี จะเขียนได้เป็น 
    () =  o sin  (5.56) 
สมการ (5.56) ช้ีให้เห็นว่าการแทนการแจกแจง  ตามแนวปีกโดยใช้อนุกรมซายน์ของฟูเรียร์  
(Fourier sine series) น่าจะเหมาะสมสำหรับใช้แสดงการแจกแจงการหมุนวนตามแนวกางปีกของ
ปีกใดๆ นั่นคือสำหรับกรณีท่ัวไปอาจสมมติให ้
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    () =  2bV 
=

N

1n
nA sin n  (5.57) 

 

 
 

รูป 5.21  การแจกแจงแรงยกแบบสมมาตรท่ีแทนด้วยอนุกรมฟูเรียร์ซายน์ (Anderson, 2016) 
 

 เมื่อจำนวนเทอม N ในอนุกรมอาจจะใช้จำนวนเท่าใดก็ได้ตามความถูกต้องท่ีเราต้องการ       

ค่าสัมประสิทธิ์ An (เมื่อ n  =  1,…N) ในสมการเป็นตัวไม่ทราบค่า แต่อย่างไรก็ตามสมการ (5.57) 

จะต้องสอดคล้องกับสมการพื้นฐานตามทฤษฎีของพรานด์ หรือค่า  An จะต้องสมจริงตามสมการ 
(5.32) ก่อนอื่นหาอนุพันธ์ของสมการ (5.57) 

      
dy

d   =  




d

d

dy

d   =  2bV 
=


N

1n
n ncosnA

dy

d  (5.58) 

แทนสมการ (5.58) และ (5.57) ลงในสมการ (5.32) จะได้ 

                           (o)  =  
)(c

b2

o

=

N

1n
nA sin no + L=0 (o) + 



1



=

−



0 o

N

1n
n

coscos

ncosnA

  d (5.59) 

เทอมอินทิเกรทในสมการ (5.59) อยู่ในรูปมาตรฐาน 


−



0 o coscos

cos  d ดังนั้นสมการ(5.59) จะมี

ค่าเป็น 

                  (o)  =  
)(c

b2

o

=

N

1n
nA sin no + L=0 (o) +  

= 

N

1n o

o
n

sin

nsin
nA  (5.60) 
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 ถ้าพิจารณาสมการ (5.60) ให้ละเอียด จะพบว่าสมการใช้คำนวณค่า ณ ตำแหน่งใดตำแหน่งหนึ่ง

ตามแนวกางปีก ดังนั้นจึงกำหนดค่า o ไว้เป็นการเฉพาะ ส่วน b, c(o) และ L=0 จะเป็นค่าท่ีมา
จากรูปร่างของปีกและแพนอากาศท่ีตำแหน่ง o  ของปีก ดังนั้นตัวไม่ทราบค่าในสมการคือ An ถ้า
เขียนสมการ (5.60) ขึ้นสำหรับตำแหน่ง o อันหนึ่ง เราจะได้สมการพีชคณิตท่ีมีตัวไม่ทราบค่า N ตัว 
คือ A1, A2… An แต่ถ้าเราเลือกตำแหน่งตามแนวกางปีกมา N ตำแหน่ง และเขียนสมการ (5.60) 
สำหรับแต่ละตำแหน่ง เราจะได้ชุดสมการ N สมการท่ีมีตัวไม่ทราบค่า N ตัว ท่ีสามารถแก้โดยวิธี
พีชคณิตให้ได้ค่าของ An ซึ่งเป็นค่าตัวเลขท่ีจะทำให้แน่ใจได้ว่า การแจกแจงค่า   ตามสมการ (5.57) 
จะสมจริงกับสมการ (5.32) 
 เมื่อได้  () จากสมการ(5.57) แล้วจะสามารถคำนวณสัมประสิทธิ์แรงยกของปีกโดยแทน
สมการ (5.57) ลงในสมการ (5.35) 

               CL  =  
SV

2




−


2/b

2/b

dy)y(   =   
S

b2 2


=

N

1n
nA 



0

sinnsin d (5.61) 

อย่าลืมว่า              



0

sinnsin d   =  
2

         สำหรับ n  =  1 

                                     =   0        สำหรับ n    1 

นั่นคือ                             CL  =  A1 
S

b2

 =  A1AR (5.62) 

สังเกตว่า CL  ขึ้นอยู่กับสัมประสิทธิ์ตัวแรกของอนุกรมเท่านั้น 
ค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำจะได้จากการแทนสมการ (5.57) ในสมการ (5.39) 

    CD, i = 
SV

2




−


2/b

2/b
i dy)y()y(  

     =  
S

b2 2

 


=


0

i

N

1n
n sin)()nsinA( d (5.63) 

แต่  i  ในสมการได้จาก 

    i (yo) = 
V4

1


− −

2/b

2/b o )yy(

dy)dy/d(  

     = 


1

=

N

1n
nnA 



−



0 ocoscos

ncos  d (5.64) 

ตัวอินทิเกรทในสมการอยู่ในรูปมาตรฐาน ดังนั้น 

    i (o) = 
=

N

1n
nnA

o

o

sin

nsin



  (5.65) 

ในสมการ (5.65) o เป็นตัวแปรดัมมี่ (dummy) ซึ่งมีค่าจาก 0 →   ตลอดแนวกางปีก ดังนั้นจึง
สามารถแทนท่ีด้วย  ได้ และสมการจะเขียนใหม่ได้เป็น 
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    i () = 
=

N

1n
nnA





sin

nsin   (5.66) 

แทนสมการ (5.66) ลงในสมการ (5.63) จะได้ 

    CD, i  = 
S

b2 2

 


=


0

N

1n
n )nsinA( ( 

=

N

1n
nnA sin n)d (5.67) 

สมการ (5.67) มีเทอมท่ีเกิดจากการคูณกันของ  2 ชุดในอินทิเกรท สังเกตว่าจาก 

         



0

ksinmsin d     =  
2

         สำหรับ   m  =  k 

                            =   0        สำหรับ   m    k 
ดังนั้นในสมการ (5.67) เทอมท่ีเป็นผลคูณระหว่างเทอมเลขต่างกัน (เช่น A1A2, A2A4 ....) จะมีค่าเป็น
ศูนย์ และสมการ (5.67) จะเป็น 

                     CD, i   = 
S

b2 2

( 
=

N

1n

2
nnA ) 

2

  =  AR 
=

N

1n

2
nnA  

     =  AR ( 2
1A  + 

=

N

2n

2
nnA ) 

     =   AR 2
1A [1+

2
N

2n 1

n

A

A
n

=









 ] (5.68) 

ถ้าแทนค่า CL  ในสมการ (5.62) จะได้ 

                  CD, i  =  
AR

C2
L


(1+) (5.69) 

เมื่อ    = 
2

N

2n 1

n

A

A
n

=









  สังเกตว่า    0 เสมอ ดังนั้นตัวคูณ (1 + ) ในสมการจะมีค่ามากกว่า

หรือเท่ากับ 1 เสมอ ถ้าเรานิยาม “ตัวประกอบประสิทธิภาพของระยะกางปีก” (Span efficiency 

factor) , e,  โดยท่ี  e  =  
+1

1    ดังนั้นสมการ (5.69) จะเป็น 

                             CD, I  =   
eAR

C2
L


 (5.70) 

เมื่อ e  1 เปรียบเทียบสมการ (5.69) และ (5.70) กับสมการ (5.53) สำหรับการแจกแจงแรงยก

แบบวงรี จะเห็นว่า  = 0 และ e = 1 สำหรับการแจกแจงแรงยกแบบวงรี นั่นคือการแจกแจงแรงยก
ท่ีทำให้เกิดแรงต้านเหนี่ยวนำต่ำท่ีสุดคือแบบวงรี อันนี้เองเป็นเหตุท่ีทำให้เราสนใจการแจกแจงแรงยก
แบบวงรี 
 คงจำได้ว่าสำหรับปีกท่ีไม่มีการบิดปีก การทำให้การแจกแจงแรงยกเป็นแบบวงรีทำได้โดยใช้ปีกท่ี
มีรูประนาบเป็นรูปวงรี ตามท่ีแสดงในรูป 5.22 มีอากาศยานหลายแบบในอดีตท่ีถูกออกแบบให้มีรูปปีก 
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รูป 5.22 ปีกตรงท่ีมีรูประนาบต่าง ๆ (Anderson, 2016) 

 
เป็นวงรี เช่น “Spitfire” ในช่วง WW II อย่างไรก็ตามปีกรูปวงรีมีข้อยุ่งยากในการสร้างและมีราคา
แพงเมื่อเทียบกับปีกท่ีมีรูปร่างธรรมดาอย่างปีส่ีเหล่ียม แต่ปีกส่ีเหล่ียมก็มีข้อเสียท่ีสร้างแรงยกท่ีมีการ
แจกแจงห่างไกลจากลักษณะท่ีดีท่ีสุด ข้อดีข้อเสียระหว่างท้ังสองด้านทำให้ได้ผลสรุปมาเป็นปีกท่ีมีการ
สอบปีก (Taper) ซึ่งออกแบบให้มีอัตราส่วน  = ct/cr ท่ีจะทำให้ได้การแจกแจงแรงยกใกล้เคียงกับ
แบบวงรี การเปล่ียนแปลงค่า  เป็นฟังช่ันของ  สำหรับปีกท่ีมีค่า AR ต่างๆ แสดงให้เห็นในรูป 5.23 
ซึ่งเป็นผลการคำนวณ สังเกตว่าปีกท่ีมีการสอบปีก สามารถออกแบบให้มีแรงต้านเหนี่ยวนำใกล้เคียง
กับค่าต่ำสุด และยังสร้างได้ง่ายกว่าปีกรูปวงรีมากอีกด้วย ดังนั้นอากาศยานส่วนใหญ่จึงเลือกใช้ปีกท่ีมี
การสอบปีก มากกว่าปีกรูปวงรี 
 

 
รูป 5.23  ตัวประกอบ   เป็นฟังช่ันของอัตราสอบปีก (Taper ratio) (Bertin & Cummings, 2025) 
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ตัวอย่าง 5.1  ปีกมีรูประนาบแบบวงรี และมีการแจกแจงแรงยกแบบวงรี มี AR = 6 มีระยะกางปีก 
12 m ถ้าภาระกรรมปีก (Wing loading) เท่ากับ 900 N/m2  เมื่อบินท่ีความเร็ว 250 km/hr ท่ี
ระดับน้ำทะเล จงคำนวณแรงต้านเหนี่ยวนำสำหรับปีกอันนี้ 
วิธีทำ พื้นท่ีปีกและแรงยกของปีก เป็น 

                       S  =  
AR

b2

 =  
6

122

 =  24 m2                       L   =   21,600  N.  

 เนื่องจากรูประนาบและการแจกแจงแรงยกเป็นแบบวงรี ดังนั้นค่าสัมประสิทธิ์แรงยกของหน้า
ตัดแพนอากาศจะมีค่าคงท่ีตลอดแนวกางปีก และเท่ากับสัมประสิทธิ์แรงยกของปีก  ดังนั้น 

         cl  =  CL  =  
Sq

L



    =   0.845 

แรงต้านเหนี่ยวนำคำนวณจากสมการ (5.39) และ (5.53) 

         Di  =   
2

1  2V CD, i S   =  
L

i,D

C

LC   =   
AR

LCL


 

        =  969  N                                         ตอบ 
ซึ่งมีค่า 4.49 % ของแรงยก 
 การคำนวณแสดงว่าสำหรับสัมประสิทธิ์แรงยกท่ีให้ และพื้นท่ีปีกท่ีกำหนดแรงต้านเหนี่ยวนำ
จะแปรผันกลับกับ AR 
 กำลังจากเครื่องยนต์ท่ีต้องใช้เพื่อเอาชนะแรงต้านเหนี่ยวนำของปีกนี้ คือ 

   P  =  DiV  =  40,375  N–m/s (J/s)  (54.14 HP.)                  ตอบ 
 
ตัวอย่าง 5.2  จงวิเคราะห์คุณสมบัติของปีกรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมีค่า AR = 6 บินท่ีมุมปะทะ  ปีกไม่มี
การบิดปีก สมมติให้หน้าตัดแพนอากาศของปีกเป็นแบบไม่มีความโก่ง นั่นคือ  L=0  = 0 ตลอดแนว
กางปีก 
วิธีทำ ปีกเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า ดังนั้นความยาวคอร์ดจะมีค่าคงท่ี c(y) = c และสมมติให้ค่าความชัน

ของโค้งแรงยกของหน้าตัดแพนอากาศ ao  = 2   ดังนั้นสมการ (5.60) จะเป็น 

    (o) = 
c

b2



=

N

1n
nA sin no  + 

=

N

1n
nnA

o

o

sin

nsin



  

ท้ิงตัวห้อย o  เพื่อความสะดวก และสำหรับปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้า  
c

b  =  AR   ดังนั้นจะได้ 

                            ()  =  


AR2

=

N

1n
nA sin n (1+





sinAR2

n )                 (i) 

 สังเกตว่าการแจกแจงแรงยกบนปีกจะสมมาตร ดังนั้นจากรูป 5.21 สัมประสิทธิ์ An จะมีค่า
เฉพาะ  n = 1, 3, 5, 7, 9, …  เลือกให้ N = 7 นั่นคือ เลือกอนุกรมท่ีประกอบด้วย 4 เทอมสำหรับ
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แทนการแจกแจง   และจาก AR  =  6  ดังนั้นทุกตำแหน่ง   = cos–1 (2y/b) ตามแนวกางปีก 
สมการ (1) จะสมจริงเสมอเขียนสมการ (i)  ใหม่เป็น 

              A1sin (1 +  




sin12
) + A3 sin 3(1 + 





sin12

3 )  

                       + A5 sin 5 (1 + 




sin12

5 ) + A7 sin 7 (1 + 




sin12

7 )   =   (
AR2

 )  

 เพื่อหาค่า A1 A3 A5  และ A7 เลือกตำแน่ง 4 ตำแหน่งตามแนวกางปีกข้างหนึ่ง (เพราะแรงยก

สมมาตรบนปีก) ในท่ีนี้เลือก  = 
8

  , 
4

  , 
8

3  และ 
2

  จะได้ชุดสมการส่ีสมการท่ีมีตัวไม่ทราบค่า  

ส่ีตัว ดังนี้ 

                0.6445 A1 + 2.8200 A3 + 4.0841 A5 + 2.2153 A7   =   (
AR2

 ) 

                 0.9689 A1 + 14925 A3 – 2.0161 A5 – 2.5397 A7     =    (
AR2

 ) 

                 1.1857 A1  – 0.7080 A3 – 0.9249 A5 + 2.7565 A7   =   (
AR2

 ) 

                 1.2618 A1 – 1.7854 A3 + 2.3090 A5 – 2.8326 A7    =   (
AR2

 ) 

ซึ่งคำตอบของสมการเป็น 

    A1 =  0.2402  ,   A3 =  0.0289   ,    A5 = 0.0057  ,    A7 =  0.00099  
เพราะฉะนั้นสัมประสิทธิ์แรงยกของปีกจะได้จากสมการ (5.62) 

    CL =  AR A1 

     =  4.527                                ตอบ 
และสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำได้จากสมการ (5.69) 

                     CD,I =  
AR

C2
L


(1 + ) 

เมื่อ      =  
2

N

2n 1

n

A

A
n

=









   =   
2
1

2
7

2
5

2
3

A

A7A5A3 ++  =  0.0464 

เพราะฉะนั้น                          CD,I = 
)6(

)527.4( 2



  (1 + 0.0464) 

 ซึ่งมีค่าประมาณ 5 % สูงกว่า CD,i ของปีกวงรีท่ีมี AR เท่ากัน อีกประการหนึ่งเมื่อเปรียบเทียบ
กับสัมประสิทธิ์แรงยกของปีกท่ีมีค่า AR เท่ากัน และมีแรงยกกระจายอย่างวงรี (หัวข้อ 5.8) ซึ่งมีค่า
ความชันโค้งแรงยกตามสมการ (5.79) 

             (CL)el  = 
AR/a1

a

o

o

+

   =   4.7124  
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 จะเห็นว่าเส้นโค้งแรงยกของปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้า มีความชันต่ำกว่าประมาณ 4 % ผลลัพธ์ท่ีได้
ยืนยันถึงลักษณะท่ีได้กล่าวไว้ในตอนต้นว่าคุณสมบัติของปีกท่ีมีรูประนาบต่างไปจะใกล้เคียงกับปีกวงรี 
(Elliptic wing) สังเกตด้วยว่าสัมประสิทธิ์ An ของอนุกรมฟูเรียร์ท่ีใช้แทนการแจกแจง  บนปีกมีค่าท่ี
ส่งผลกับอนุกรมจริงๆ ไม่กี่เทอม ในตัวอย่างของเราค่าสัมประสิทธิ์ตัวท่ี 7 A7 = 0.000995  ถ้าทำการ
คำนวณต่อไปโดยใช้สัมประสิทธิ์มากตัวกว่านี้ สัมประสิทธิ์ตัวต่อไป เช่น A9  จะมีค่าน้อยลงไปอีกจน
เกือบไม่มีผลกับค่า (y) โดยท่ัวไปสำหรับปีกท่ีมีแรงยกสมมาตรกันบนปีกท้ังสองข้างและไม่มีการบิด
ปีกมากนัก Glauert แสดงให้เห็นว่าการใช้สัมประสิทธิ์ An เพียง 4 ตัวจะให้รายละเอียดของแรง
เพียงพอสำหรับการวิเคราะห์โดยวิธีนี้ 
 ในกรณีท่ีไม่ต้องการรายละเอียดมากนักอาจลดจำนวนสัมประสิทธิ์ An ในอนุกรมเหลือเพียง  
3 ตัวเพื่อความสะดวก ในกรณีนี้ของตัวอย่าง 5.2 จะคำนวณสัมประสิทธิ์ได้ 

                                A1 =  0.2398       A2 =  0.02799       A3 =  3.9793 10–3  
ซึ่งใกล้เคียงกับคำตอบแรกสำหรับสัมประสิทธิ์ 4 ตัว 
 
ตัวอย่าง 5.3   จงคำนวณคุณสมบัติของปีกท่ีมีรูปร่างตามท่ีปรากฏในรูป มีหน้าตัดแพนอากาศเป็น 
NACA 65–210 คงท่ี และไม่มีมุมบิดปีก ค่า AR ของปีก = 9 และ Taper ratio = 0.4 ท่ีมุมปะทะ 4 

 
วิธีทำ  รูปร่างปีกเป็นส่ีเหล่ียมคางหมู  AR  =  9      =  0.4    เพราะฉะนั้นพื้นท่ีปีกเป็น 
                                    S  =  0.5(cr + ct)b  =  0.5 cr(1 + )b 

และ                                             AR  =  
tr cc

b2

+
  

จะได้ความสัมพันธ์จากสมการ (5.60) 

                        (o)  =  
)(ca

b4

oo 

=

N

1n
nA sin no + L=0 (o) + 

= 

N

1n o

o
n

sin

nsin
nA               (1) 

เมื่อ (o) =  4   L=0(o) = –1.2         c(yo)  =  cr – (cr – ct) 
)2/b(

yo   
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เพื่อความสะดวกเลือกพิจารณาบนปีกซ้าย   c(o)  =  cr [ 1 – (1 – ) cos o] 

นั่นคือ   
)(ca

b4

oo 
 =  

)(ca

)1(ARc2

oo

r



+   =   
]cos)1(1[a

)1(AR2

oo −−

+  

แทนค่า  AR  =  9     =  0.4   และ  ao  =  2   จะได้    

                                        =  
)cos6.01(24933.0

1

o−
 

         =    
)cos6.01(

011.4

o−
 

แทนค่าในสมการ (1) แล้วจัดเทอมใหม่จะได้ 

  ((o) – L=0(o))  =  
)cos6.01(

011.4

o−

=

N

1n
nA sin no + 

=

N

1n
nnA

o

o

sin

nsin



  

เลือกใช้สัมประสิทธิ์  An  ในอนุกรมเพียง 4 เทอม   A1, A3, A5, A7  จะได้ 

 0.09076  =  
)cos6.01(

011.4

o−
[A1sin o + A3sin 3o + A5sin 5o + A7sin 7o]  

                              + 
osin

1


[ A1sin o + 3A3sin 3o + 5A5sin 5o + 7A7sin 7o ]      (2)   

เลือกตำแหน่ง o ตามแนวกางปีก 4 ตำแหน่ง คือท่ี  o = 
8

  , 
4

  , 
8

3  และ 
2

  แทนค่าในสมการ 

(2) เพื่อหาค่า  An  จะได้ 

               o  =  
8

     0.00386  =  0.18897 A1 + 0.66154 A3 + 0.86686 A5+ 0.44411 A7 

               o   =  
4

     0.00921  =  0.60150 A1 + 0.80451 A3 – 1.00752 A5 – 1.21053 A7 

             o   =   
8

3  0.01611  =   1.03101 A1 – 0.57407 A3 – 0.72109 A5 + 2.09577 A7 

               o   =   
2

     0.02263  =   1.24933 A1 – 1.74799 A3 + 2.24665 A5 – 2.74531 A7 

แก้สมการได้สัมประสิทธิ์   A1 =  1.6459 10–2    A3 =  7.3218 10–5    A5 =  8.5789  10–4 
                                A7 =  –9.6964 10–5 

เพราะฉะนั้น ค่า CL  ท่ีมุมปะทะ 4 จะเป็น 

    CL = A1 AR   =  0.4654                      ตอบ 

และค่า CD,i  ท่ีมุมปะทะ 4 จะเป็น 

    CD,i = 
AR

C2
L


(1 + 

2
1

2
3

A

A3  + 
2
1

2
5

A

A5  +
2
1

2
7

A

A7 ) 

     =  0.00766 (1.0136)  =  0.000776        ตอบ 
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 ตัวอย่างนี้เหมือนกับตัวอย่าง 5.2 แม้ปีกจะมีรูปร่างแตกต่างออกไปแต่การกระจายแรงยกตาม
แนวกางปีก ถึงแม้จะไม่ใช่แบบวงรีก็มีค่าใกล้เคียง ดังท่ีเห็นได้จากสัมประสิทธิ์ An ของอนุกรมฟูเรียร์ท่ี
มีค่าน้อยมากหลังจากเทอมท่ี 7 เป็นต้นไป 

 
 

รูป 5.24  CL และ CD ของปีกตามตัวอย่าง 5.3 จากผลการทดลองเปรียบเทียบกับผลการคำนวณ   
     (Anderson, 2016) 
 
 ผลการคำนวณตามตัวอย่าง 5.3 เมื่อนำไปเปรียบเทียบกับผลการทดลองในอุโมงค์ลม จะได้
ผลลัพธ์ตามรูป 5.24 สังเกตได้ว่าผลการคำนวณให้คำตอบท่ีน่าพอใจ 
 อีกประการหนึ่งในการพิจารณาสัมประสิทธิ์แรงต้านของปีก การคำนวณพิจารณาเฉพาะแรง
ต้านเหนี่ยวนำและไม่ได้รวมผลจากแรงเสียดทานผิวไว้ด้วย ดังนั้นความแตกต่างของการคำนวณและ
การทดลองของโค้งความสัมพันธ์ระหว่าง CL  และ CD (เรียก Drag polar) จะเป็นส่วนท่ีเป็นผลจาก
แรงเสียดทานผิวดังท่ีได้กล่าวไว้ในหัวข้อ 5.1 
 
ตัวอย่าง 5.4  พิจารณาปีกสอบ และมีมุมบิดปีกท่ีมีคุณสมบัติท่ีโคนปีกและท่ีปลายปีกเป็น 
                                                                          โคน                           ปลาย 
                                     คอร์ด                          3.048 m                       1.524 m 
                                        ao                            5.5/rad                        5.8/rad 

                            มุมปะทะสมบูรณ์                      5.5                            3.5 
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ให้ถือว่าคุณสมบัติมีการเปล่ียนแปลงเป็นแบบเชิงเส้นจากโคนปีกไปยังปลายปีก และปีกมีระยะกางปีก 
12.192 m จงคำนวณคุณลักษณะของปีก 
วิธีทำ จากข้อมูลปีก  พื้นท่ีปีก    S  =  0.5 (cr + ct) b   
                   =  0.5 (3.048 + 1.524) 12.192 m2 
                            =  27.85 m2 

                  AR  =  
S

b2
 

                                            =   
2

22

m

m

85.27

192.12     

                                            =   5.333  
ท่ีระยะ y ใดๆ จากโคนปีก ( จากปลายปีก) 

                   c  =  cr – (cr – ct) 
2/b

y  =3.048(1–0.5cos)  

    ao =  5.5 (1 + 
5.5

8.55.5 −

2/b

y )   

     =  5.5 (1 + 0.5455 cos ) 

     ( – L=0)  = a = 5.5 [1 – 
5.5

5.35.5 − y

b / 2
]    

     =  5.5 (1 – 0.36364 cos ) 
นำไปแทนค่าในสมการ (5.60) 

                        (o)  =  
)(ca

b4

oo 

=

N

1n
nA sin no + L=0 (o) + 

= 

N

1n o

o
n

sin

nsin
nA          

                        (o) – L=0 (o)   =  
)(ca

b4

oo 

=

N

1n
nA sin no + 

= 

N

1n o

o
n

sin

nsin
nA   

ท่ีค่า o  ต่างกัน 4 ค่า  คือท่ี o = 
8

  , 
4

  , 
8

3  และ 
2

   เพื่อหาค่า  An  

ท่ี  o =   
8

        0.004739  =   0.22079 A1 + 0.89202 A3 + 1.25100 A5+ 0.66688 A7 

    o =   
4

        0.011637  =   0.66319 A1 + 0.98957 A3 – 1.31595 A5 – 1.64234 A7 

    o =  
8

3      0.032998  =   1.11573 A1  – 0.67935 A3 – 0.89654 A5 + 2.68878 A7 

    o = 
2

         0.032998   =   1.34375 A1 – 2.03125 A3 – 2.71875 A5 – 3.40625 A7 

เมื่อแก้สมการจะได้ 
 A1 = 0.020329     A3 = – 0.000955      A5 = 0.001029       A7 =  – 0.0002766 

นั่นคือ   CL =   A1 AR   



 324 

       =  0.3406   

          CD,i  =  )1(
AR

C2
L +


  

                            =   
AR

C2
L


(1 + 

2
1

2
3

A

A3  + 
2
1

2
5

A

A5  +
2
1

2
7

A

A7 ) 

                            =    0.007068                                                       ตอบ 
 

5.7  การแจกแจงแรงยกท่ัวไปแบบไม่สมมาตร (Asymmetrical lift distribution) 
 ในหัวข้อ 5.4.4 ได้ใช้วิธีการแทนแรงยกท่ีมีการแจกแจงอย่างท่ัวไปแบบสมมาตร โดยใช้อนุกรม 
ฟูเรียร์ท่ีมีเฉพาะสัมประสิทธิ์ท่ีเป็นเทอมค่ี ผลการคำนวณให้คำตอบท่ีน่าพอใจเมื่อใช้สัมประสิทธิ์ใน
อนุกรมเพียง 4 เทอม แต่วิธีการท่ีใช้ยังคงจำกัดอยู่เฉพาะกรณีท่ีการแจกแจงแรงยกเป็นศูนย์ท่ีปลาย
และเพิ่มค่าขึ้นจนสูงสุดท่ีโคนปีกจากปลายปีกท้ังสองด้าน แต่ในความเป็นจริง การท่ีลำตัวอากาศยาน
มีตำแหน่งอยู่ท่ีกึ่งกลางของปีก หรือกะเปาะเครื่องยนต์ท่ีตำแหน่งใดๆ ตามแนวกางปีกจะมีผลต่อ
ลักษณะการแจกแจงแรงยกเฉพาะตำบลให้มีการเปล่ียนแปลงไปจากรูปแบบพื้นฐานได้ท้ังส้ิน ยิ่งไป
กว่านั้นการแจกแจงแรงยกบนปีกจะเปล่ียนแปลงไปอย่างส้ินเชิงในลักษณะการบินท่ีไม่สมมาตร  
อย่างเช่นในขณะท่ีมีการใช้ปีกเล็กแก้เอียง (Ailerons) หรือขณะอากาศยานอยู่ในอาการหมุนรอบแกน
ลำตัว (Roll) ซึ่งปีกข้างท่ีหมุนขึ้นจะมีค่าแรงยกลดลงอย่างมาก และอาจจะมีค่าเป็นลบท่ีมุมปะทะ
อันหนึ่งได้ ในกรณีเหล่านี้การแจกแจงแรงยกของเราแน่นอนว่าจะไม่ราบเรียบและสมมาตรกับ
แกนกลาง แต่อาจจะมีการบิดเบ้ียวและไม่สมมาตรอย่างท่ีแสดงในรูป 5.25 ก็ได้ 
 

      
รูป 5.25  การแจกแจงแรงยกแบบต่างๆบนปีก (Kuethe & Chow, 1997) 
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 สังเกตว่าถึงแม้การแจกแจงแรงยกจะมีลักษณะอย่างไรก็ตาม แต่การแทนการแจกแจง  

ตามแนวกางปีกด้วยสมการ    =  2bV 
=

N

1n
nA sin n ยังคงกระทำได้เช่นเดิม เพียงแต่ว่าสำหรับ

การแจกแจงแบบไม่สมมาตร สัมประสิทธิ์ An ในอนุกรมจะไม่ใช่มีเพียงเทอมค่ีเท่านั้น แต่จะ
ประกอบด้วยเทอมคู่ด้วย รูป 5.26 แสดงลักษณะสำคัญนี้ 

 
รูป 5.26  การแจกแจงแรงยกโดยกำหนดจากอนุกรมฟูเรียร์ซายน์ (Kuethe & Chow, 1997) 

 
 โดยการกำหนดการแจกแจง    ตามแนวกางปีกด้วยอนุกรมฟูเรียร์ซายน์ เราอาจ
วิเคราะห์ได้เช่นเดียวกับในหัวข้อ 5.6 ว่า 

     L = 
−

 
2/b

2/b

dyV  =  



0

V 2bV 
=

N

1n
nA sin n

2

b  sin  d 

      L =  


=


0

N

1n
n

22 AbV sin n sin  d 

แทนค่า b2  = AR·S จะได้ผลลัพธ์เหมือนกับสมการ (5.62) 
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                                           CL  =  
SV

2

1

L

2


  =   A1 AR  (5.71) 

ทำนองเดียวกันเราอาจสรุปได้ว่า 

                CD,i =
AR

C2
L


(1 + )  (5.72) 

เมื่อ    =  
2

N

2n 1

n

A

A
n

=









   =   
2
1

2
n

2
7

2
5

2
3

A

nAA7A5A3 ++++   

 สมการ (5.71) และ (5.72) เป็นสมการเดียวกับสมการ (5.62) และ (5.69) ในหัวข้อ 5.6  
เพียงแต่ว่าสัมประสิทธิ์ An ในสมการจะไม่จำกัดอยู่เฉพาะเทอมเลขค่ีและมีจำนวนเทอมน้อยเพียง 4 
เทอม แต่สัมประสิทธิ์ An ของอนุกรมจะต้องมีจำนวนเทอมมากพอท่ีจะแทนลักษณะการแจกแจงแรง
ยกท่ีเกิดขึ้นบนปีกได้อย่างเหมาะสม การหาค่าสัมประสิทธิ์ An อาจทำได้เช่นเดียวกันกับวิธีท่ีใช้กับ

ตัวอย่าง 5.2  5.3  และ 5.4 เพียงแต่จะต้องกำหนดตำแหน่งตามแนวกางปีก ( จาก 0 → ) เป็น
จำนวนหลายจุด เพื่อให้สอดคล้องกับจำนวนสัมประสิทธิ์ An ท่ีต้องการ เพื่อทำให้การแทนการ     
แจกแจงแรงยกสมจริง 
 

5.8   ผลของอัตราเรียวยาวปีก (Effect of Aspect Ratio) 
 ดังท่ีได้กล่าวแล้วว่าสำหรับการบินตรงระดับการแจกแจงแรงยกบนปีกตรงท่ีมีรูปร่างใดๆ จะ
แตกต่างไปจากการแจกแจงอย่างวงรีเพียงเล็กน้อยเท่านั้น และแรงต้านเหนี่ยวนำจะเป็นสัดส่วนกลับ
กับค่าอัตราเรียวยาว (Aspect ratio, AR) ของปีกตามสมการ (Anderson, 2016) 

    CD,i = 
AR

C2
L


(1 + )  (5.69) 

ค่า  ในสมการมีค่าน้อย เพราะฉะนั้นค่า AR ท่ีมีค่าอยู่ระหว่าง 6 ถึง 22 สำหรับอากาศยานความเร็ว
ต่ำกว่าเสียงท่ัวไปและเครื่องร่อนจึงมีผลต่อการเปล่ียนแปลงค่า  CD,i  มากกว่าผลจากค่า  ซึ่ งจาก
ตัวอย่างท่ีผ่านมาและจากรูป 5.23  จะมีค่าอยู่ระหว่าง 0 ถึง 0.25 สำหรับการเปล่ียนแปลงค่า AR 
ในช่วงใช้งาน เพราะฉะนั้นส่ิงท่ีถูกคำนึงถึงเป็นประการแรกสำหรับความพยายามลดแรงต้านเหนี่ยวนำ
ในการออกแบบปีก จึงไม่ใช่การท่ีจะพยายามทำให้การกระจายแรงยกเป็นแบบวงรี หรือใกล้เคียง
(พยายามท่ีจะลด ) แต่เป็นความพยายามท่ีจะทำให้ปีกมีค่า AR สูงสุดเท่าท่ีจะทำได้ จริงๆ แล้วการท่ี
ทฤษฎีปีกยาวจำกัดช้ีให้เห็นว่า CD,i เป็นสัดส่วนกลับกับ AR ถือเป็นชัยชนะอันยิ่งใหญ่ของตัวทฤษฎี
ทีเดียว Prandtl เองนำผลการทดลอง (ซึ่งถือว่าเป็นผลการทดลองคลาสสิก) ของปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมี 
AR จาก 1 ถึง 7  มายืนยันผลลัพธ์อันนี้ ในรูป 5.27 แรงยกและแรงต้านในรูปสัมประสิทธิ์จากผล  
การทดลองนี้ ถูกนำมาพล๊อตเป็นกราฟ “Drag polar” สำหรับปีกท้ัง 7 อัน จากสมการ (5.4) คงจำได้
ว่าสัมประสิทธิ์แรงต้านรวมของปีกเขียนได้ในรูป 
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    CD = Cd + 
eAR

C2
L


 (5.73) 

เมื่อ e  คือค่าตัวประกอบประสิทธิภาพของระยะกางปีก (Span efficiency factor)  = 
)1(

1

+
 

 

 
                                      (ก)                                                 (ข) 

รูป 5.27   ผลการทดลองของพรานด์ (Prandtl) แสดงผลของ AR ท่ีมีต่อ “Drag polar” ของปีก 
          (Anderson, 2016) 
 
 การเปล่ียนแปลงแบบพาราโบลาของ CD กับ CL อย่างท่ีเป็นในสมการ (5.73) สะท้อนให้เห็นชัด
จากข้อมูลการทดลองในรูป 5.27 ถ้าเราพิจารณาปีก 2 ปีก ท่ีมี AR ต่างกันเป็น AR1 และ AR2    
สมการ (5.70) จะให้ค่า 

1DC และ
2DC  สำหรับปีกท้ังสองเป็น 

    
1DC  = cd + 

1

2
L

eAR

C


 (5.74a) 

และ    
2DC  = cd + 

2

2
L

eAR

C


 (5.74b) 

 สมมติว่าปีกท้ังสองอยู่ท่ี CL เดียวกัน และเพราะปีกท้ังสองใช้หน้าตัดแพนอากาศเหมือนกันจึงมี
ค่า cd อันเดียวกัน ยิ่งกว่านั้นค่า e ท่ีแตกต่างกันระหว่างปีกท้ังสองมีค่าเพียงเล็กน้อย และอาจตัดท้ิง
ได้ ดังนั้นจะได้ความสัมพันธ์จากการลบสมการ (5.74a) กับ (5.74b)   

    
1DC  = 

2DC + 
e

C2
L

 









−

21 AR

1

AR

1  (5.75) 
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 สมการ (5.75) นำมาใช้ปรับสัดส่วนข้อมูลของปีกท่ีมี AR2 เทียบกลับไปเป็นกรณีของค่า AR1 ได้   
ตัวอย่างเช่น Prandtl ปรับข้อมูลในรูป 5.27 ก ไปเป็นข้อมูลของปีกท่ีมี AR = 5 ในรูป 5.27 ข ซึ่งใน
กรณีนี้ สมการ (5.75) จะเป็น 

    
1DC  = 

2DC + 
e

C2
L

 









−

2AR

1

5

1  (5.76) 

เมื่อแทนค่าของ 
2DC  และ AR2  ท่ีสัมพันธ์กันตามลำดับจากข้อมูลในรูป 5.27 ก ในสมการ (5.76) 

Prandtl พบว่าผลลัพธ์ท่ีได้สำหรับ CD กับ CL ของปีกท้ัง 7 จะยุบรวมไปอยู่เกือบจะบนเส้นโค้ง     
อันเดียวกันอย่างในรูป 5.27 ข  ซึ่งยืนยันความสัมพันธ์ของ AR กับ CD,i  
 

 
รูป 5.28  โค้งแรงยกเปรียบเทียบระหว่างปีกยาวมากและปีกยาวจำกัด (Bertin & Cummings 2025) 

 
  ข้อแตกต่างของปีกกับแพนอากาศอีกประการหนึ่งนอกจากเรื่องแรงต้านเหนี่ยวนำก็คือ ผลท่ี
เกิดกับโค้งแรงยก ในบทท่ี 4 เราแสดงให้เห็นแล้วว่าค่าความชันของโค้งแรงยกของแพนอากาศ  

กำหนดโดย ao  
d

dcl  ถ้าเรากำหนดเช่นเดียวกันให้ค่าโค้งแรงยกของปีกมีความชัน  a   
d

dCL  เมื่อ

เปรียบเทียบความชันของโค้งแรงยกของปีกกับความชันของโค้งแรกของหน้าตัดแพนอากาศของตัวปีก

เองจะพบว่า a  ao เพื่อให้เห็นได้ชัดเจนย้อนกลับไปท่ีรูป 5.4  ซึ่งแสดงให้เห็นผลของมุมดาวน์วอชท่ี

มีกับการไหลผ่านแพนอากาศ ณ หน้าตัดหนึ่งของปีก สังเกตว่าถึงแม้ว่ามุมปะทะของปีกจะเป็น  แต่
หน้าตัดแพนอากาศจะรับรู้ถึงมุมปะทะท่ีมีผลต่อแรงยกท่ีเล็กกว่าเสมอเรียกว่า “มุมปะทะสัมฤทธิ์ผล” 

(Effective angle of attack)  eff  เมื่อ eff =  – i  พิจารณาปีกวงรีท่ีไม่มีมุมบิดปีก ดังนั้น

จากหัวข้อ 5.5 ค่า i  และ eff จะมีค่าคงท่ีตลอดแนวกางปีก นอกจากนั้นค่า cl ของหน้าตัดจะมี
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ค่าคงท่ีตลอดแนวกางปีกด้วย และทำให้ CL = cl สมมติว่าเราพล๊อตค่า CL ของปีกเทียบกับมุม  eff  

ตามโค้งเส้นบนของรูป 5.28 เพราะว่าเราใช้มุม eff  โค้งแรงยกจะมีความชันท่ีสัมพันธ์กับความชัน
ของปีกยาวไม่จำกัด ao แต่ในความเป็นจริงมุมปะทะของปีกท่ีเราจะสังเกตเห็นคือมุมระหว่างแนว

คอร์ดและกระแสอิสระ คือ มุม   ดังนั้น CL ของปีกโดยท่ัวไปจะคิดการเปล่ียนแปลงเทียบกับมุม   

อย่างท่ีแสดงตามโค้งเส้นล่างของรูป 5.28 แต่   eff จึงเหมือนกับว่าแกนนอนของโค้งเส้นล่าง 
ถูกยืดออก และเส้นโค้งเส้นล่างจะมีความลาดชันน้อยกว่า และมีค่าเท่ากับ a รูป 5.28 แสดงให้เห็นว่า 

ao  a ผลของปีกท่ีมีความยาวจำกัดจึงเป็นการลดความชันของโค้งแรงยก ลักษณะของโค้งแรงยก
ของปีกอีกอย่างหนึ่งได้จากการท่ีมุมปะทะเหนี่ยวนำกับแรงต้านเหนี่ยวนำจะมีค่าเป็นศูนย์เมื่อแรงยก

เป็นศูนย์  ดังนั้น เมื่อ CL= 0 ,  =  eff ตลอดท้ังแนวกางปีก  ผลก็คือ ค่า L= 0 ของปีกยาวจำกัด
จะเป็นค่าเดียวกันกับของหน้าตัดแพนอากาศของปีก หรือของปีกยาวไม่จำกัด ซึ่งแสดงในรูป 5.28  
 ค่าความชัน  ao   และ a จะสัมพันธ์กันตามนี้ จากโค้งเส้นบนของรูป 5.28 

    
)(d

dC

i

L

−
 = ao 

หรือ    CL = ao( – i) + cont. (5.77) 

แทนค่า  i   สำหรับปีกวงรีตามสมการ(5.51) ในสมการ(5.74)  จะได้ 

    CL = ao(  – 
AR

CL


) +  cont. (5.78) 

หาอัตราการเปล่ียนแปลงของสมการ(5.78) เทียบกับ   จะได้ 

    
d

dCL  = a   =  
AR/a1

a

o

o

+
 (5.79) 

สมการ (5.79) ให้ความสัมพันธ์ระหว่าง a  และ ao  สำหรับปีกวงรียาวจำกัด สำหรับปีกท่ีมีการแจก
แจงแรงยกเป็นรูปใดๆ สมการ (5.79) จะเปล่ียนไปเล็กน้อย เป็น 

    a = 
)1)(AR/a(1

a

o

o

++
 (5.80) 

เมื่อค่า   ในสมการเป็นฟังช่ันของสัมประสิทธิ์  An ของอนุกรมฟูเรียร์ท่ีแทนการแจกแจงแรงยกบน

ปีกคล้ายกับ   ค่า  ได้รับการคำนวณโดย “Glauert” ในปี 1920 สำหรับปีกท่ีมี AR และ   ต่างๆ  
ค่าโดยท่ัวไปจะอยู่ในช่วงระหว่าง 0.05 ถึง 0.25 
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                                 (ก)                                                 (ข) 

รูป 5.29  ผลของ AR ท่ีมีต่อโค้งแรงยก จากผลการทดลองของ Prandtl (Anderson, 2016) 
 

 ส่ิงสำคัญท่ีสุดในสมการ (5.79) และ (5.80) คือการเปล่ียนแปลงค่า AR สังเกตว่าสำหรับ

ปีกท่ีมี AR ต่ำ ความแตกต่างระหว่าง ao และ a อาจมีค่ามาก แต่เมื่อ AR →  ค่า a → ao     
ผลของ AR ท่ีมีต่อโค้งแรงยกแสดงในรูป 5.29 ก ซึ่งเป็นผลการทดลองของปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้าท่ีมี AR 

ต่างๆ กัน สังเกตค่า 
d

dCL  ท่ีลดลงเมื่อ AR ลดลง นอกจากนั้นเมื่อใช้ความสัมพันธ์จากท่ีผ่านมา 

Prandtl ปรับสัดส่วนของข้อมูลในรูป 5.29 ก ไปท่ีค่า AR = 5 ผลท่ีได้ คือ โค้งท้ังหมดเกือบตกบนโค้ง
เดียวกันตามท่ีแสดงในรูป 5.29 ข  ซึ่งยืนยันผลของสมการ (5.79) และ (5.80)  
 
ตัวอย่าง 5.5   พิจารณาปีก มี AR = 8 และมีอัตราสอบปีก 0.8  หน้าตัดแพนอากาศเป็นรูปสมมาตร

และบาง จงคำนวณสัมประสิทธิ์แรงยกและแรงต้านเหนี่ยวนำสำหรับปีกเมื่อมุมปะทะอยู่ท่ี 5 สมมติ

ให้ ค่า    =   

วิธีทำ จากรูป 5.18  ค่า  = 0.055 ดังนั้นจากข้อสมมติ   จะมีค่า 0.055 ด้วย  จากสมการ (5.80)  

สมมติ  ao  = 2  จากทฤษฎีแพนอากาศบาง 

    a = 
)1)(AR/a(1

a

o

o

++
 =  

)055.01)(8/2(1

2

++

     

     =  4.97 rad–1   =   0.0867 deg–1 

เพราะว่าแพนอากาศเป็นรูปสมมาตร   L=0 =  0   ดังนั้น 

    C L = a   =  (0.0867/deg) (5)  =   0.4335 
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จากสมการ (5.69) 

    C D,i = 
AR

C2
L


(1 + )  =   



+

8

)055.01()4335.0( 2

  

                                              =    0.00789                                ตอบ   
 

ตัวอย่าง 5.6   ปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้า มีค่า AR = 6 มีตัวประกอบ  = 0.055  และมีค่า L=0 = –2  มี

มุมปะทะ 3.4  ค่า C D,i = 0.01 จงคำนวณหาค่าสัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำของปีกแบบเดียวกัน 
(ปีกส่ีเหล่ียมผืนผ้า และมีหน้าตัดแพนอากาศเหมือนกัน) ท่ีมุมปะทะเดียวกัน แต่มีค่า AR = 10 สมมติ

ให้ค่า   =   และท่ี  AR = 10,   = 0.105  
วิธีทำ เราต้องจำไว้เสมอว่า ถึงแม้มุมปะทะจะมีค่าเท่ากันในสองกรณีนี้ (AR = 6 และ AR = 10)   
ค่า CL จะมีค่าต่างกันเพราะ AR มีผลต่อความชันของโค้งแรงยก ก่อนอื่นเราคำนวณ CL สำหรับปีกท่ีมี 
AR = 6  จากสมการ (5.69) 

       2
LC  =  

)1(

ARC i,D

+

   =  
)055.01(

)01.0)(6(

+

   

         =   0.1787  
ดังนั้น                                  CL  =   0.423 
ความชันของโค้งแรยกของปีกจึงเป็น 

                  
d

dCL  =  
)2(4.3

423.0

−−
 

                 =   0.078/deg  =   4.485/rad ( 1.43) 
ดังนั้นความชันของโค้งแรงยกของหน้าตัดแพนอากาศ (ปีกยาวไม่จำกัด) จะได้จากสมการ (5.80) 

        
d

dCL  =   a   =   
)1)(AR/a(1

a

o

o

++
 

                          4.485  =   
))6(/a055.1(1

a

o

o

+
 

                          =   
o

o

a056.01

a

+
 

 จะได้ค่า ao = 5.989/rad เพราะว่าปีกอีกอันหนึ่งใช้หน้าตัดแพนอากาศแบบเดียวกัน ดังนั้น 
ao  เป็นตัวเดียวกัน และค่าความชันของโค้งแรงยกของปีกอันท่ีสอง (AR = 10) จะเป็น 

                     a   =   
)1)(AR/a(1

a

o

o

++
 

                        =   
)]10(/)105.1)(989.5[(1

989.5

+
 

                        =   4.95/rad   =   0.086/deg 
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ดังนั้น  CL  สำหรับปีกอันท่ีสองจะเป็น 

                   CL  =    a( – L=0 ) 

                        =   0.086[3.4 – (–2)]  
                        =   0.464 

                  CD,I   =  
AR

C2
L


(1 + ) =   

10

)105.1()464.0( 2

    

                                  =  0.0076          ตอบ  
หมายเหตุ :  ปัญหานี้อาจกำหนดค่า CL ให้เท่ากันสำหรับปีกท้ังสองแทนการกำหนดให้มุมปะทะ
เท่ากัน และจะสามารถคำนวณ  CD,i ได้โดยตรงวัตถุประสงค์ของตัวอย่างนี้ เพื่อย้ำให้เห็นว่า
ความสัมพันธ์ในสมการ (5.69) จะใช้ได้ก็ต่อเมื่อปีกท้ังสองอยู่ท่ีค่า CL เดียวกันเท่านั้น 
 

5.9  ปีกท่ีมีการบิดปีก (Twisted Wing) 
 ในหัวข้อท่ีผ่านมาเราใช้ทฤษฎีแนวแรงยกพิจารณาคุณลักษณะของปีกตรงท่ีไม่มีการบิด หรือปีก
ท่ีมีแนวแรงยกศูนย์ของหน้าตัดแพนอากาศในแนวกางปีกวางอยู่ในระนาบเดียวกัน และในตัวอย่าง 
5.4 เราใช้วิธีการสำหรับพิจารณาปีกตรงมาประยุกต์ใช้กับปีกท่ีมีการบิดปีก สำหรับการประมาณ
ขั้นต้น ผลการคำนวณสามารถนำไปใช้ได้โดยไม่ถือว่ามีความผิดพลาดร้ายแรง 
 การบิดปีก (Twist) กระทำเพื่อให้ปีกมีคุณลักษณะทางอากาศพลศาสตร์ (คือการแจกแจงแรงยก
และโมเมนต์ตามแนวกางปีก) ตามท่ีต้องการ การบิดปีกกระทำได้สองวิธีตามท่ีเคยกล่าวมาแล้วคือ 
การบิดรูปร่างของปีก (Geometric twist) ซึ่งได้จากการบิดแกนปีกไปจนมุมปะทะระหว่างแนวคอร์ด
ของหน้าตัดตามแนวกางปีกกับกระแสมีค่าเพิ่มขึ้นหรือลดลงจากโคนปีกไปยังปลายปีก (Anderson, 
2016) ถ้ามุมปะทะมีค่าลดลงเรียกว่าปีกบิดลง หรือมี “Washout” อีกวิธีหนึ่งคือการเปล่ียนรูปหน้า
ตัดแพนอากาศตามแนวกางปีก ซึ่งทำให้มุมปะทะท่ีแรงยกเป็นศูนย์ของแต่ละหน้าตัดมีค่าเปล่ียนไป
ตามแนวกางปีกและยังทำให้ค่าความโก่ง (Camber) และตำแหน่งความโก่งสูงสุด (Max camber) 
เปล่ียนไปด้วย ในลักษณะนี้เรียกว่าปีกมีการบิดทางอากาศพลศาสตร์ หรือมี “Aerodynamic twist” 
ในกรณีท่ีหน้าตัดมีค่าความโก่งลดลงจากโคนปีกไปยังปลายปีกเรียกว่าปีกบิดลงทางอากาศพลศาสตร์ 
หรือมี “Aerodynamic washout” 
 เมื่อทราบรูปร่างและการบิดของปีก การประมาณคุณลักษณะของปีกจะสามารถทำได้โดยวิธี
เดียวกับท่ีทำในหัวข้อ 5.6 ตัวอย่าง 5.4 ข้อแตกต่างระหว่างปีกตรงกับปีกท่ีมีการบิดปีก คือการท่ีมุม
ปะทะ   หรือมุมปะทะสมบูรณ์  a  มีค่าไม่คงท่ีตลอดแนวกางปีกสำหรับปีกท่ีมีการบิดปีก ทำให้
คุณลักษณะท่ีมุมปะทะของปีกค่าหนึ่งต้องทำการคำนวณออกมาตามข้ันตอน ส่วนท่ีมุมปะทะอื่นก็ต้อง



 333 

ทำการคำนวณใหม่  ต่างจากการคำนวณสำหรับปีกตรง (ดูตัวอย่าง 5.2 และ 5.3) ท่ีมีมุม   และ a  
คงท่ีตามแนวกางปีก และการคำนวณจะให้ค่าคุณสมบัติขึ้นกับมุมปะทะ ซึ่งนำไปใช้ท่ีมุมปะทะใดก็ได้ 
 นอกจากนี้สำหรับปีกท่ีมีการบิดปีกอย่างฉับพลัน เช่น ปีกท่ีมีการใช้แฟลบ (Flap) บางช่วงของ
ปีก หรือปีกท่ีมีการติดต้ังกระเปาะเครื่องยนต์ การพิจารณาการแจกแจงแรงยกตามแนวกางปีก ถึงแม้
จะใช้วิธีเดียวกับหัวข้อ 5.6 แต่รายละเอียดของการแจกแจงแรงยกทำให้การพิจารณาอนุกรมฟูเรียร์ท่ี
มีเพียง 4 เทอม สำหรับแทน (y) จะไม่เหมาะสม 
 การพิจารณาปีกท่ีมีการบิดปีกอาจทำได้ดังต่อไปนี้  ท่ีมุมปะทะปีกอันหนึ่ง (ท่ัวไปมักอ้างอิงมุม
ปะทะโคนปีก เป็นมุมปะทะปีก) เราจะคำนวณคุณลักษณะปีกเช่นเดียวกับท่ีทำกับปีกตรงในหัวข้อ 5.6  
แต่จะกำหนดให้อนุกรมท่ีแทนการแจกแจง (y)  มีเทอมในอนุกรม k เทอม จำนวน k จะมากกว่า 4 
และขึ้นกับรายละเอียดท่ีแสดงการแจกแจงแรงยกว่ามีมากเพียงใด การแก้สมการเพื่อหาค่า
สัมประสิทธิ์  An ของอนุกรม ทำโดยเลือกตำแหน่งตามแนวกางปีก k ตำแหน่งท่ีระยะ yj  หรือ  j,     
j = 1, 2, 3,… k ซึ่งมีความยาวคอร์ดและคุณสมบัติของหน้าตัดตามรูปร่างและการบิดของปีก ท่ีแต่ละ
ตำแหน่ง j จะได้ความสัมพันธ์ตามสมการ (5.60) จำนวน k สมการ ซึ่งสามารถนำไปแก้สมการหาค่า 
An ได้ 
 สมมติการแจกแจง  ตามแนวกางปีกเป็น (Katz & Plotkin, 2001) 

    () = 
2

1
soa crV 

=

k

1n
nA sin n1 (5.81) 

เมื่อ        
soa   =   ความชันของโค้งแรงยกของหน้าตัดแพนอากาศท่ีโคนปีก 

      cr    =   ความยาวคอร์ดของโคนปีก 
สำหรับการแจกแจง    ในสมการ (5.81) จะได้ความสัมพันธ์ 

    CL = so ra c b

4S


A1 (5.82) 

ซึ่งมีท่ีมาเหมือนสมการ (5.62)  สำหรับตำแหน่ง j  ใดๆ ตามแนวกางปีก จะได้ความสัมพันธ์ 

         (j) – L=0(j)  =  so r

o j j

a c

a ( )c( ) 

=

k

1n
nA sin nj  +  so ra c

4b

=

k

1n
nnA

j

j

sin

nsin




 (5.83) 

 เพื่อความสะดวกแทน  (j) – L=0(j)  ด้วย 
ja มุมปะทะสมบูรณ์ ณ ตำแหน่ง j และเขียน 

joa กับ cj  แทน ao(j)  กับ c(j) เพื่อป้องกันความสับสน สมการ(5.83) จะเขียนใหม่เป็น 

                        
ja  =   so r

o j j

a c

a c

=

k

1n
nA sin nj  +  so ra c

4b

=

k

1n
nnA

j

j

sin

nsin




  (5.84) 

 
1   ในสมการ (5.81) เหมือนกับ  ที่ใช้ในสมการ (5.60) แต่เปลี่ยนค่าคงที่หน้าอนุกรุมจาก 2bV  เป็น       

2

1
soa crV  เพ่ือความสะดวกในหัวข้อน้ี 
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 เมื่อเขียนสมการ (5.84) สำหรับตำแหน่ง   k ตำแหน่ง  1, 2… k  และแก้ชุดสมการหาค่า An 
; n = 1 , 2, ….. k ได้ หลังจากได้  An  จะคำนวณหาการแจกแจงมุมปะทะเหนี่ยวนำ 

ji  และมุม

ปะทะสัมฤทธิ์ผล 
jeff  ได้จาก 

           
jo =  

jeff –  
j0L=   =   so r

o j j

a c

a c

=

k

1n
nA sin nj (5.85) 

และ                          
ji =  

ja – 
jo =  so ra c

4b

=

k

1n
nnA

j

j

sin

nsin




   (5.86) 

 ขอให้สังเกตด้วยว่าการเลือกตำแหน่ง j  ตามแนวกางปีกเพื่อให้ได้คำตอบท่ีสมจริงจะต้องเลือก
ตำแหน่ง  j ให้ถี่ในบริเวณท่ีคุณสมบัติของหน้าตัดมีการเปล่ียนแปลงเกิดขึ้นมากหรือฉับพลันตามท่ี
กล่าวมาแล้ว เช่นบริเวณใกล้ปลายปีกหรือบริเวณติดต้ังกะเปาะเครื่องยนต์ 
 ค่า 

ji และ 
jo จะนำไปคำนวณค่าความชัน aj (ของโค้งระหว่าง cl  และ a ) ของหน้าตัดได้

โดยพิจารณาใช้ความสัมพันธ์ในรูป 5.28   

     aj = 
)/(1

a

joji

jo

+
 (5.87) 

 จากมุม 
ji และ

jo ของหน้าตัดท่ีตำแหน่ง j  เมื่อแทนในสมการ (5.87) ความชัน aj ท่ีได้ 

และค่ามุมปะทะสมบูรณ์ 
ja นำไปคำนวณค่า cl ของหน้าตัด ณ ตำแหน่ง j หรือ 

jlc  ได้ นั่นคือ 

เราจะทราบลักษณะการแจกแจง cl  ของปีก ท่ีมุมปะทะปีกท่ีกำหนด  สำหรับท่ีมุมปะทะอื่น จะต้อง
ทำการคำนวณอย่างเดียวกันนี้ไปทุกๆ มุมปะทะ ในกรณีท่ีเราใช้ค่า k มาก เช่น 8 หรือ 16 ตำแหน่ง 
(หรือแม้จะใช้ k = 4 เหมือนในหัวข้อ 5.6) การคำนวณจะเป็นเรื่องยุ่งยากและเสียเวลาเป็นอย่างมาก 

เมื่อจะต้องทำไปทุกมุมปะทะเพื่อให้ครอบคลุมตลอดย่านมุมปะทะ  a (สมมติว่าไม่มีการร่วงหล่น
เกิดขึ้นบนหน้าตัดใดๆ) แทนท่ีจะต้องทำการคำนวณไปทุกมุมปะทะเพื่อหาคุณลักษณะของปีก เราอาจ
ใช้วิธีการพิจารณาท่ีทำได้สะดวกกว่าท่ีจะได้อธิบายต่อไปนี้ 
 สำหรับปีกตรงท่ีไม่มีการบิดปีก (ท้ังทางรูปร่างและทางอากาศพลศาสตร์) แนวแรงยกเป็นศูนย์
(Zero lift line, Z.L.L.) ของหน้าตัดแพนอากาศตลอดแนวกางปีกจะอยู่ในแนวเดียวกันหรืออยู่ใน
ระนาบเดียวกัน ดังนั้นท่ีมุมปะทะท่ีแนว Z.L.L. อยู่ในแนวกระแสอิสระแรงยกและ CL บนปีกจะมีค่า
เป็นศูนย์ (cl ของหน้าตัดตลอดแนวกางปีกจะเป็นศูนย์ท้ังหมด) ถ้าปีกมีการบิดสมมติว่าให้ปลายปีกมี
มุมปะทะลดลงน้อยกว่าโคนปีก แนว Z.L.L. ของปลายปีกรวมถึงหน้าตัดอื่นตลอดแนวกางปีกจะทำมุม
ลบกับกระแสอิสระ ในตอนนี้แรงยกบนปีกโดยรวมจะเป็นลบ ถ้าต้องการให้แรงยกบนปีกเป็นศูนย์   
คงเห็นแล้วว่าเราต้องเพิ่มมุมปะทะขึ้นมาจนถึงค่าหนึ่ง  ในสภาพนี้แรงยกหรือ CL ของปีกจะเป็นศูนย์  
แต่แรงยกหรือ cl  ของหน้าตัดตามแนวกางปีกจะมีบางส่วนเป็นบวก (ส่วนทางโคน) และจะลดลงจน
เป็นลบทางปลายปีก เรียกมุมปะทะนี้ว่า “มุมปะทะแรงยกเป็นศูนย์ของปีก”

w0L= และเรียกแนวนี้
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ว่า “แนวแรงยกศูนย์ของปีก”(Zero lift line of wing, Z.L.L.W.) ความสัมพันธ์ของแนวและมุมต่างๆ 
สำหรับหน้าตัดใดๆ ของปีกแสดงในรูป 5.30 จากรูปจะเห็นว่าสำหรับหน้าตัดใดๆ ตามแนว  กางปีก 
แนวแรงยกเป็นศูนย์ของหน้าตัดและของปีกจะไม่อยู่ในแนวเดียวกัน และมุมท่ีคิดระหว่าง Z.L.L. และ 
Z.L.L.W. ของหน้าตัดจะมีค่าคงท่ีขึ้นอยู่กับมุมบิดปีก ส่วนมุมท่ีคิดระหว่างแนว Z.L.L.W. กับกระแส
จะไม่ขึ้นกับมุมบิดของปีก แต่เปล่ียนแปลงไปตามมุมปะทะของปีก ให้ 

ba  เป็นมุมปะทะระหว่าง 
Z.L.L. และ Z.L.L.W.  และให้ 

wa เป็นมุมปะทะปีกท่ีวัดจากแนว Z.L.L.W. ดังนั้น ณ  หน้าตัดใดๆ 
ตามแนวกางปีก 
    a = 

ba  +   
wa  (5.88) 

 เราเรีย ก
ba ว่ า  “Basic absolute angle of attack” และ เรี ยก  

wa ว่ า “Additional 
absolute angle of attack” จากเหตุผลจากท่ีได้อธิบายไปแล้ว จากสมการ (5.88) ถ้าคูณตลอดด้วย 
ความชันของโค้งแรงยกของหน้าตัด a จะได้ว่า 
    cl = 

bl
c +  

al
c  (5.89) 

หรือ เราพิจารณาแรงยกของหน้าตัดตามแนวกางปีกประกอบด้วยสองส่วน ส่วนท่ีหนึ่ง 
bl

c เป็น    
แรงยกจาก 

ba ถือเป็น “แรงยกมูลฐาน” (Basic lift) ซึ่งคงท่ีและขึ้นอยู่กับการบิดปีก ส่วนท่ีสอง 

al
c เป็นแรงยกท่ีได้จาก 

wa ถือเป็น “แรงยกเพิ่มเติม”(Additional lift) จะไม่ขึ้นกับการบิดปีก   
แต่ขึ้นกับมุมปะทะปีก  

 
 

รูป 5.30  แนว Z.L.L. และ Z.L.L.W. ของหน้าตัดแพนอากาศปีกท่ีมีการบิดปีก (Katz & Plotkin, 2001) 
 

 ในทำนองเดียวกับสมการ (5.89) การแจกแจง  และ L อาจแบ่งเป็นสองส่วนได้แบบเดียวกัน
คือ 

                   =  b  + a           และ                  L =  L b  +  L a 
 รูป 5.31 แสดงการแจกแจง  ส่วนท่ีเป็น   มูลฐาน และส่วนท่ีเป็น  เพิ่มเติม จากรูปจะเห็นว่า   

                 V 
−


2/b

2/b
bdy   =  

−


2/b

2/b
bdyL   =  0 
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ส่วนของแรงยกเพิ่มเติมของแต่ละหน้าตัด 
al

c จะเปล่ียนค่าไปตามมุมปะทะท่ีเพิ่มหรือลด อาจเขียน 

al
c ให้ข้ึนกับค่า CL ของปีกท่ีมุมปะทะนั้นๆ ได้ว่า 

 
รูป 5.31  การแจกแจง  มูลฐาน (Basic), b, และ  เพิ่มเติม (Additional), a, ตามแนวกางปีก 

               (Anderson, 2016)                                                                   
    

al
c  =  

al
c CL 

และเขียนสมการ (5.89) ใหม่ได้เป็น 
                                     cl   =   

bl
c + 

al
c CL  (5.90) 

เมื่อ 
al

c เป็นค่าคงท่ีแสดงสัดส่วนของ 
al

c กับ CL จากสมการจะเห็นว่า ท้ัง 
bl

c และ 
al

c จะเป็น
ค่าคงท่ีสำหรับหน้าตัดใดๆ และมีการแจกแจงตามแนวกางปีกตายตัว ดังนั้นเมื่อใดท่ีเราสามารถ
กำหนดการแจกแจง 

bl
c และ  

al
c ของปีกได้แล้ว ก็สามารถนำไปใช้ในสมการ (5.90) เพื่อคำนวณ

การแจกแจง cl  ท่ี  CL  อื่นๆ ของปีกได้ 
 การหาค่า 

bl
c และ  

al
c ทำได้โดยการหาการแจกแจง cl ของปีกท่ี  CL สองค่า ซึ่งทำได้โดย

พิจารณาหาคุณลักษณะของปีกท่ีมุมปะทะสองมุมปะทะ 
1 ja  และ 

2 ja โดยใช้วิธีการในหัวข้อ 5.6    

ค่าสัมประสิทธิ์ An ; n = 1,2, ... k ของอนุกรมท่ีแทนการแจกแจง   ของปีกท่ีมุมปะทะท้ังสองท่ีได้
จากการแก้สมการจะนำไปหาค่า CL ของปีกท่ีมุมปะทะท้ังสอง และการแจกแจง cl ตามแนวกางปีกได้ 
ดังนั้นสำหรับตำแหน่ง j  ใดๆ ตามแนวกางปีก เราจะได้จากมุมปะทะท้ัง 2 และสมการ (5.90) ว่า 

1 jlc  =  
jbl

c + 
jal

c
1LC  

                  
2 jlc =  

jbl
c + 

jal
c

2LC  (5.91) 

 จะเห็นว่าสมการ (5.91) เป็นสมการพีชคณิตธรรมดา เมื่อทราบค่า 
1LC , 

2LC , 
1 jlc และ 

2 jlc ของปีก จะหาค่า 
jbl

c และ 
jal

c ได้ และหลังจากทราบค่า 
jbl

c และ 
jal

c แล้ว ท่ีมุมปะทะอื่น 

(หรือท่ี CL อื่น) ของปีกการแจกแจง  cl ตามแนวกางปีกจะหาได้จากสมการ (5.90) โดยไม่ต้องทำการ
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คำนวณอีก เมื่อทราบการแจกแจง cl ก็สามารถคำนวณการแจกแจงแรงต้านเหนี่ยวนำตลอดแนว  
กางปีก ได้จาก 

    
idc  = cli (5.92) 

โดย  i   คำนวณจาก  

                           i   = a – o    =   
a

cl – 
o

l

a

c   

ดังนั้น    
idc  =  )

a

1

a

1
(c

o

2
l −  (5.93) 

นอกจากนี้เราอาจกำหนดค่าความชันเฉล่ีย (Weighted mean slope) สำหรับท้ังปีกเป็น 

    a  = 
S

1  
−

2/b

2/b

ac dy (5.94) 

ดังนั้น    CL =  a
wa  (5.95) 

 สุดท้ายนี้ควรจำไว้ว่าวิธีการท่ีเราพิจารณามาเหมาะกับปีกท่ีมี AR พอสมควร และไม่มีมุมลู่หลัง
หรือมีเพียงเล็กน้อย เพื่อให้แนวแรงยกของปีกอยู่ในมุมต้ังฉากกับทิศทางของกระแสอิสระ จริงๆ แล้ว
สมการ (5.92) และ (5.93) ใช้ได้เฉพาะกับรูปร่างปีกดังกล่าว ดังนั้นสำหรับปีกลู่ หรือปีกท่ีมี AR ต่ำ
ต้องพิจารณาโดยวิธีอื่น เช่น วิธี “Source–doublet–vorticity panel method” หรือ ใช้ทฤษฎี 
พื้นผิวแรงยก (Lifting surface) ท่ีจะกล่าวถึงต่อไป 
 
ตัวอย่าง 5.6   พิจารณาคุณสมบัติของปีกท่ีมีรูปร่างและการบิดปีก ดังนี้ 

                            AR  =  6              =   t

r

c

c
  =   0.55 

มุมบิดปีกเปล่ียนแปลงเป็นเชิงเส้นตรง จากศูนย์ท่ีโคนลดลงเป็น – 4 ท่ีปลาย มุมบิดท่ีเป็นลบ แสดงการบิดลง 
(Washout) หน้าตัดแพนอากาศเป็นแบบเดียวกันตลอดแนวกางปีกไม่มีการบิดทางอากาศพลศาสตร์  

(Aerodynamic twist) ค่าความชัน ao ของหน้าตัดมีค่า 2  คงท่ีตลอดแนวกางปีก 
 ก.  จงคำนวณคุณสมบัติทางอากาศพลศาสตร์  

bl
c และ  

al
c  ของปีกนี้ 

 ข.  เมื่อบินท่ีระดับน้ำทะเลท่ีความเร็ว 250 km/hr ภาระกรรมปีก (Wing load) = 800 N/m2 
       จงคำนวณ การแจกแจง cl  และ  

idc  ตามแนวกางปีก ณ เงื่อนไขนี้ 
วิธีทำ ก.  คำนวณหา 

bl
c และ

al
c ได้ตามวิธีท่ีอธิบายมาในตอนต้น โดยเลือกตำแหน่งตามแนว   

กางปีก 8 ตำแหน่งสำหรับครึ่งปีก ตามท่ีแสดงในรูป 5.32 ท่ีตำแหน่ง j ท้ังแปดตำแหน่งคำนวณ
คุณสมบัติของปีกได้ตามตาราง 5.1  
 ตามท่ีแสดงในรูป 5.32 เลือกตำแหน่ง 8 ตำแหน่งตามแนวกางปีก จากปลายปีกถึงโคนปีก  
ดังนั้นค่า  k = 8  ในสมการ (5.81) ถ้ากำหนดตำแหน่งตามแนวกางปีกและคอร์ด ณ ตำแหน่งนั้นใน
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รูปไร้มิติ y = y

b / 2
 และ  C = 

r

c

c
 สำหรับปีกรูปส่ีเหล่ียมคางหมู จะได้ว่าท่ีตำแหน่ง j  ในแนวกางปีก                         

 j = 
2



k

j  ,     y  =  cos j        และ    Cj  =  j

r

c

c
 =  1 – (1 – )cosj  

 
รูป 5.32  ปีกส่ีเหล่ียมคางหมูมีการบิดทางรูปร่างในตัวอย่าง 5.6 (Anderson, 2016) 

 
ตาราง 5.1   การคำนวณค่าตัวแปรตามตำแหน่งท้ัง 8 ตามแนวกางปีก  

 

j 1 2 3 4 5 6 7 8 

j (rad) 0.196 0.93 0.589 0785 0.982 1.178 1.374 1.57 

y

b / 2
= cosj 0.981 0.924 0.831 07.7 0.555 0.383 0.195 0 

C j = c j/c r 0.559 0.584 0.626 0.682 0.75 0.828 0.912 1 

ja  a–3.92o a–3.7 o a–3.33o a–2.83o a–2.22o a–1.53o a–0.78o a 

joa  2 2 2 2 2 2 2 2 

 
และแสดงให้เห็นได้ว่า 

    so ra c

4b
 = 

)1(AR +

   

เขียนสมการ (5.84) ได้เป็น 



 339 

                       
ja  =   r

j

c

c

=

k

1n
nA sin nj  +  

)1(AR +



=

k

1n
nnA

j

j

sin

nsin




  

หรือ             
ja  =  

K
r

j jn 1

c n

c AR(1 )sin=

 
+ 

+    
 An sin nj (5.96) 

อย่าลืม  k = 8 ในสมการ (5.96) นั่นคืออนุกรมมี 8 เทอม แต่จากหัวข้อท่ีผ่านมาเนื่องจากภาระกรรม 
บนปีกเป็นรูปสมมาตร ดังนั้นเทอมในอนุกรมเหลือเฉพาะเทอมท่ี  n = 1, 3, 5, 7,…, 15 เราจึงเปล่ียน 
k ในอนุกรมเป็น k = 15 เพื่อกันความเข้าใจผิดและความสะดวก 
 เมื่อแทนค่า AR = 6  และ  = 0.55 ในสมการ (5.96) แล้วพิจารณาท่ีมุมปะทะสองมุม ในท่ีนี้

เลือกมุม a =  3 และ 6 จะได้ว่าท่ี a =  3  เขียนสมการ (5.96) ท่ี j แต่ละตำแหน่งได้เป็น 

ท่ี  j = 1,     j = 
2



k

j  =  
16

   rad 

                    (3 – 3.92)
180

  =  0.6867A1+3.8797A3 + 8.6863A5 + 13.6443A7 + 17.044A9  

                             + 17.3344A11 + 13.5157A13 – 5.4375A15  (1) 

ท่ี  j = 2,     j = 
2



k

j  =  
8

   rad 

                     (3 – 3.7) 
180

  =  0.9931A1 + 4.0285A3 + 5.6595A5 + 3.0198A7 – 3.6955A9  

                            – 10.5527A11  – 12.1837A13 – 5.7221A15  (2) 

ท่ี  j = 3,     j = 
2



k

j  =  
16

3   rad 

                  (3 – 3.33)
180

  =   1.2252A1 + 3.356A3 + 0.9059A5 – 4.8662A7 – 5.88.02A9 

                                               + 1.6122A11 + 9.3185A13 + 5.9613A15  (3) 

ท่ี  j = 4,     j = 
2



k

j  =  
4

   rad 

               (3 – 2.83) 
180

  =   1.3746A1 + 2.0502A3 – 2.7259A5 – 3.4014A7 + 4.0771A9  

                                               + 4.7525A11 –5.4284A13 – 6.1037A15   (4) 

ท่ี  j = 5,     j = 
2



k

j  =  
16

5   rad 

                (3 – 2.22) 
180

  =    1.4464A1 + 0.4983A3 – 3.3002A5 + 2.3196A7 + 2.774A9  

                            – 5.6903A11 + 1.2865A13 + 6.1787A15   (5) 

ท่ี  j = 6,     j = 
2



k

j  =  
8

3   rad 

                 (3 – 1.53)
180

  =  1.4535A1 – 0.8813A3 – 1.1632A5 + 3.4814A7 –  4.1546A9  
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                           +1.9962A11  + 2.2882A13– 6.1867A15   (6) 

ท่ี  j = 7,     j = 
2



k

j  =  
16

7   rad 

                 (3 – 0.78)
180

  =  1.4132A1 – 1.7707A3 – 1.5654A5 + 0.6831A7 –  0.8204A9  

                          +2.7161A11 – 4.6365A13+ 6.1433A15   (7) 

ท่ี  j = 8,     j = 
2



k

j  =  
2

   rad 

                          (3) 
180

   =   1.3378A1 –2.0134A3 + 2.689A5 –3.3646A7 + 4.0402A9  

                                                 – 4.7158A11  + 5.3914A13– 6.067A15   (8) 
แก้สมการ (1) ถึง (8) หาค่า An  ได้ดังต่อไปนี้ 

      A1 = 0.1644  10–1   A3 = – 0.8803  10–2   A5 = 0.1664  10–2  A7 = – 0.8336  10–3 

      A9 =  0.4014  10–3  A11 = – 0.2877  10–3   A13 = 0.1984  10–3  A15 = – 0.1572  10–3 
เพราะฉะนั้น จากสมการ (5.82) คำนวณแรงยกของปีกในรูปสัมประสิทธิ์ได้ 

    CL = so ra c b

4S


A1  

     = 
)1(

2

+

 A1 

     =  0.104 
และคำนวณสัมประสิทธิ์แรงยกของหน้าตัด cl ท่ีตำแหน่ง j ท้ัง 8 ตามแนวกางปีก ได้จาก 

              
jlc = 

j
2cV

2

1

V







    =   so r

j

a c

c

=

K

1n
nA sin nj  

เมื่อแทนค่า An  จากข้างบนจะได้ 
  

1l
c = – 0.0099    

2l
c = – 0.0068      

3l
c =  0.0124      

4l
c =  0.0448 

           
5l

c  =   0.0860   
6l

c =   0.1282       
7l

c =  0.1652      
8l

c =  0.1809 

 ค่า cl ท่ีได้แสดงการแจกแจง cl ท่ีมุมปะทะ a =  3 สำหรับวิธีการเช่นเดียวกันแต่พิจารณา

ท่ีมุมปะทะ 6 สมการ (1) ถึง (8) จะเหมือนเดิมทุกอย่างแต่เปล่ียนค่า a ทางซ้ายของสมการจาก   

3  เป็น 6 จะได้ชุดของสมการท่ีมีคำตอบเป็น 

      A1 =  0.5454  10–1     A3 =  – 0.7032  10–2    A5 =  0.3137  10–2    A7 =  – 0.7019  10–3 

      A9 =  0.6451  10–3    A11 =  – 0.3016  10–3    A13 =  0.2817  10–3   A15 =  – 0.2045  10–3 

ดังนั้น สัมประสิทธิ์แรงยกของปีกท่ีมุมปะทะ  a =  6 จะเป็น 
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    CL = so ra c b

4S


A1 

     = 
)1(

2

+

 A1   

     =  0.347 
และคำนวณการแจกแจง  cl ตามแนวกางปีกท่ีตำแหน่ง  j ท้ัง 8 ได้เป็น 
  

1l
c  =  0.1028 

2l
c =  0.1813 

3l
c =  0.2425 

4l
c =  0.2953 

  
5l

c  =  0.3438  
6l

c =  0.3856 
7l

c =  0.4167 
8l

c =  0.4199 
 รายละเอียดการแจกแจง cl  และค่า CL ท่ีมุมปะทะท้ังสองสามารถนำไปหาการแจกแจง 

bl
c

และ
al

c ของปีกได้ง่ายๆ ดังนี้ คือ 
 ท่ีตำแหน่ง  j = 1  เขียนสมการ (5.90) สำหรับท่ีมุมปะทะท้ังสองได้คือ 

 ท่ี  a =  3                
3 ,1l

c  =   
1bl

c + 
1al

c
3LC  

             – 0.0099  =  
1bl

c +  
1al

c (0.104)  (9) 

 ท่ี  a =  6                 
6 ,1l

c     =  
1bl

c + 
1al

c
6LC  

                0.1028    =  
1bl

c +  
1al

c (0.347)  (10) 

สมการ (9) และ (10) เมื่อนำมาแกแ้บบพีชคณิตจะได้ 
                     

1bl
c =  – 0.0583    และ     

1al
c =  0.4642 

เมื่อพิจารณาไปท้ัง 8 ตำแหน่งจะได้การแจกแจง 
bl

c และ  
al

c เป็น 
  

1bl
c =  – 0.0583 

2bl
c =  – 0.0874 

3bl
c =  – 0.0862 

4bl
c  =  – 0.0630 

 
5bl

c =  – 0.0260 
6bl

c =   0.0164      
7bl

c =   0.0564 
8bl

c =   0.0788 

และ 
 

1al
c  =   0.4642 

2al
c =   0.7744 

3al
c =   0.9473 

4al
c =   1.0321 

 
5al

c =   1.0644      
6al

c =   1.0632      
7al

c =   1.0375    
8al

c  =   0.9824 

 ค่า 
bl

c และ 
al

c จะมีค่าคงท่ีสำหรับปีกแต่ละอัน ดังนั้นหลังจากคำนวณได้การแจกแจงของท้ัง
คู่ การแจกแจง cl ของปีกท่ีมุมปะทะอื่น ก็สามารถทำได้โดยใช้ค่า CL ท่ีมุมปะทะนั้นกับสมการ(5.89) 
ซึ่งจะทุ่นเวลาท่ีต้องทำการคำนวณโดยการแก้สมการตามวิธีข้างบนไปได้มาก สังเกตว่าค่า 

al
c ท่ีได้จะ

เท่ากับ
al

c ท่ี CL = 1.0 ดังนั้นในตำราท่ัวไปมักใช้ 
al

c และ
al

c ในความหมายเดียวกัน คือ เป็น 
“Additional lift” ได้ ในรูป 5.33 แสดงการแจกแจง 

bl
c และ 

al
c ท่ีคำนวณได้ตามตัวอย่างนี้ 

 ข. สำหรับสภาพการบินที่กำหนด พิจารณาหา cl  และ 
idc ได้ดังนี้ ก่อนอื่นจากภาระกรรมปีก 

(Wing load) ท่ีกำหนด คำนวณหาสัมประสิทธิ์แรงยกของปีกได้จาก 
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    ภาระกรรมปีก =   
S

w   =  800 N/m2 
 

 
รูป 5.33   การแจกแจง  cl , bl

c และ  
al

c ของปีกตามตัวอย่าง 5.6 (Anderson, 2016) 
 

           CL  = 
SV

2

1

L

2


   =   (
S

w )
2V

2

1

1



 

    CL =  
223

2

2 s/m.m/kg

m/N

)3600/1000250)(226.1(
2

1

800



 

     =  0.271 

ท่ี  CL  = 0.271  ใช้ข้อมูลจากข้อ ก.  จะคำนวณมุม a ของปีกได้ 

    a = 
1a + )CC(

CC

)(

1LL

1L2L

1a2a
−

−

−
 

     =  3 + )104.0271.0(
104.0347.0

)36(
−

−

−  

                a = 5.06= 0.0883 rad  
 การพิจารณาคุณลักษณะของปีกตอนนี้ทำได้สองแบบ คือ ใช้มุม a ท่ีได้ไปแทนทางซ้ายของ
สมการ (1) ถึง (8) แล้วคำนวณหาสัมประสิทธิ์ An โดยตรงเพื่อนำค่าท่ีได้ไปหาการแจกแจง cl  หรืออีก
ทางหนึ่งคือใช้  

bl
c และ 

al
c ท่ีได้ในข้อ ก. มาคำนวณการแจกแจง cl  ท่ี  CL =  0.271 ในตัวอย่างนี้ 

เราจะทำดูท้ังสองแบบ 
 สำหรับวิธีแรก  a  =  5.06  ค่าสัมประสิทธิ์ An ของอนุกรมจะเป็น 
  A1   =   0.0425      A3   =   –0.0076     A5  =   0.0027    A7  =   –0.0008 
  A9   =  –0.0006    A11  =   –0.0003    A13  =   0.0003    A15  =   –0.0002 
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 คำนวณการแจกแจง cl ได้ 
  

1l
c  =   0.0674      

2l
c  =   0.1222    

3l
c  =   0.1701    

4l
c  =   0.2163 

  
5l

c  =   0.2621       
6l

c =   0.3041    
7l

c  =   0.3372    
8l

c  =   0.3447 
 ส่วนวิธีท่ีสองใช้ค่า 

bl
c และ 

al
c ท่ีคำนวณได้จากข้อ ก. กับค่า CL = 0.271  แทนในสมการ

(5.90)   cl  =  
bl

c + 
al

c CL  จะได้ 
  

1l
c =   0.0674       

2l
c =   0.1222     

3l
c =   0.1701     

4l
c =   0.2163 

  
5l

c =   0.2621       
6l

c =   0.3041     
7l

c =   0.3372     
8l

c =   0.3447 
 คำตอบจากสองวิธีถูกต้องตรงกันถึงทศนิยาม 4 หลัก แต่วิธีท่ีสองง่ายกว่าวิธีท่ี 1 มาก (เมื่อ
คิดถึงว่าไม่ต้องแก้สมการ 8 สมการ 8 ตัวแปร) ดังนั้นการพิจารณาการแจกแจง cl ท่ีมุมปะทะอื่นก็
สามารถทำได้อย่างง่ายๆ เช่นกัน 
 เมื่อทราบการแจกแจง cl แล้ว จะสามารถคำนวณมุมปะทะเหนี่ยวนำได้จากสมการ (5.86) 
และคำนวณสัมประสิทธิ์ 

idc ได้จากสมการ (5.92) จากสมการ (5.86) 

    
ji  = so ra c

4b

=

k

1n
nnA

j

j

sin

nsin




 

     = 
)1(AR +



=

k

1n
nnA

j

j

sin

nsin




 

 แทนค่า An จากด้านบน จะได้มุมปะทะเหนี่ยวนำเมื่อแปลงเป็นองศา คือ 

             
1i

   =   0.516     
2i

   =   0.244    
3i

    =   0.177      
4i

   =   0.253 

             
5i

   =   0.442      
6i

   =   0.75      
7i

    =   1.198     
8i

    =   1.911 

 และคำนวณ  
idc  ได้จากสมการ (5.92)  

idc =   cli  
  

1i
dc =   0.00061    

2i
dc  =   0.00052     

3i
dc =  0.00052      

4i
dc =  0.00096 

  
5i

dc =   0.00202   
6i

dc   =   0.00398     
7i

dc =   0.00705     
8i

dc =  0.01149 

ค่าความชันโค้งแรงยกของหน้าตัด จะได้จาก  
il

c =  aj ja  

  a1   =   3.414/rad    a2   =   5.153/rad    a3   =   5.641/rad     a4   =    5.569/rad 
  a5   =   5.303/rad    a6   =   4.945/rad    a7   =   4.521/rad     a8   =    3.908/rad 
ค่าความชันของโค้งแรงยกเฉล่ีย a   คำนวณได้จาก 

    a  = 
S

1


−

2/b

2/b

ac dy 

     = 
)1(

1

+

1

0 s

)
2/b

y
(d)

c

c
(a  

เมื่อประมาณค่าอินทิเกรทโดยใช้กฎพื้นท่ีส่ีเหล่ียมคางหมู จะได้ 
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    a  = 
)1(

1

+
)

2/b

y

2/b

y
)(

c

c
a

c

c
a(

1jj

s

1j
1j

1k

1j s

j
j

++
+

−

=

−+  

แทนค่า  aj,  cj,  cs,  yj  จากท่ีผ่านมา จะได้ 
                              a  =  4.824/rad 
 ดังนั้นค่ามุมปะทะสมบูรณ์ของปีกวัดจาก Z.L.L.W. 

         
wa  =    

a

CL   =  
824.4

271.0  =  0.056 rad  =   3.218 

และ  
iDC ของปีก คำนวณได้จาก 

    
iDC  = 

2

3

)1(AR +



=

k

1n

2
nnA  

     = 
2

3

)1(AR +

 [ 2
15

2
5

2
3

2
1 A15....A5A3A ++++ ] 

      =   0.0044 
 นั่นคือ คุณลักษณะของปีกภายใต้สภาวะการบิน คือ 
                          สัมประสิทธิ์แรงยก CL  =   0.271 
       สัมประสิทธิ์แรงต้านเหนี่ยวนำ     

iDC =   0.0041 
                    ความชันโค้งแรงยกเฉล่ีย  a =   4.824/rad  

     มุมปะทะสมบูรณ์วัดจาก Z.L.L.W. 
wa =   3.218 

    มุมปะทะสมบูรณ์ของโคนปีก   
8a  =   5.06        ตอบ 

  
 จากตัวอย่างคงเห็นแล้วว่าปีกท่ีมีการบิดปีกมีการคำนวณในแนวทางเดียวกับปีกตรง 
เพียงแต่จะยุ่งยากกว่า นอกจากนี้สังเกตจากรูป 5.33 รายละเอียดการแจกแจง cl เมื่อใช้อนุกรม            
8 เทอม ให้รายละเอียดได้ดี แต่ถ้าปีกมีการบิดอย่างฉับพลันการคำนวณต้องเพิ่มจำนวนเทอมขึ้นอีก  
การท่ีต้องแก้ปัญหาท่ีมีการแก้สมการลักษณะนี้สะดวกกว่ามากถ้าใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ช่วย 
 

5.10  การคำนวณแรงยกเพ่ิมเติมโดยประมาณ  
  (Approximate Calculation of additional lift) 
  การพิจารณาคุณลักษณะของปีกในหัวข้อ 5.6 และ 5.9 ถึงแม้จะให้รายละเอียดของการแจก
แจงแรงยกได้ดี แต่ก็ต้องใช้การคำนวณท่ียาวและยุ่งยาก ท่ีจริงแล้วส่วนสำคัญของการแจกแจงแรงยก
แบบท่ัวไปของปีก คือ การท่ีมันเบี่ยงเบนไปจากการแจกแจงแรงยกแบบวงรีทำให้มีดาวน์วอช
เปล่ียนแปลงไปตลอดแนวกางปีก ต่างจากดาวน์วอชท่ีมีค่าคงท่ีไปตลอดแนวกางปีกของการแจกแจง
แรงยกแบบวงรี ในหัวข้อ 5.5 ปีกท่ีมีรูประนาบเป็นวงรี (Elliptic wing) จะสร้างแรงยกท่ีแจกแจงเป็น
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แบบวงรีตลอดแนวกางปีก ดังนั้นเราอาจคาดว่าปีกท่ีมีรูประนาบเป็นส่ีเหล่ียม (Rectangular wing) 
หรือปีกส่ีเหล่ียมคางหมู (Taper wing) จะมีการแจกแจงแรงยกท่ีเป็นแบบเดียวกับรูประนาบปีก
เช่นกัน ซึ่งจากการคำนวณในตัวอย่าง 5.2 ถึง 5.5 คงทำให้เห็นแล้วว่าเป็นการสรุปหรือคาดคะเนท่ีผิด   
การแจกแจงแรงยกของปีกส่ีเหล่ียมเบี่ยงเบนไปเพียงเล็กน้อยจากการแจกแจงแรงยกแบบวงรี       
(ซึ่งสังเกตได้จากค่าสัมประสิทธิ์ An ในอนุกรมท่ีใช้แทนการแจกแจงแรงยก) และสัมประสิทธิ์แรงยก 
CL ของปีกมี ค่าขึ้นกับสัมประสิทธิ์  A1 ของเทอม sin  ในอนุกรมเท่านั้น จากแนวโน้มอันนี้  
“Schrenk” (1940) ได้ทำการตรวจสอบผลการทดลองของปีกท่ีมีการบิดปีกจำนวนมาก และสรุปได้
ว่าค่าประมาณของการแจกแจงแรงยกขั้นต้นในส่วนของแรงยกเพิ่มเติม หรือแรงยกท่ีเกิดควบคู่กับ
ความยาวคอร์ดของปีกท่ีไม่มีการบิดปีกจะมีค่าท่ีทุกตำแหน่งตามแนวกางปีกเป็นสัดส่วนกับระยะทาง
ท่ีอยู่ระหว่าง การแจกแจงความยาวคอร์ดแบบวงรีและความยาวคอร์ดจริงของปีกท่ีมีพื้นท่ีเท่ากัน และ
มีช่วงกางปีก (Span) เท่ากัน ตามตัวอย่างท่ีแสดงในรูป 5.34 นั่นคือเมื่อพิจารณาจากความยาวคอร์ด
วงรี และความยาวคอร์ดจริงของปีกท่ีมีพื้นท่ีและ ระยะกางปีกเท่ากัน ค่าประมาณ 

al
c ของ Schrenk  

จะเป็น (Anderson, 2016) 

      
al

c  = 
2

1  [1 + 
bc

S4


)

b

y2
(1

2

− ] (5.97) 

 

 
รูป 5.34  การประมาณแรงยกเพิ่มเติม  

al
c ของ “Schrenk” (Anderson, 2016) 

 
 ในส่วนของ 

bl
c เนื่องจากการบิดปีก ค่าโดยประมาณของปีกท่ีมีอัตราสอบ (Taper) และการ

บิดปีก คือ 

    
bl

c  =  
2

ao (
ow +  ) (5.98) 

เมื่อ  ao   =   ความชันของโค้งแรงยกของหน้าตัด 
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ow   =   มุมปะทะท่ีแรงยกปีกเป็นศูนย์ วัดจากแนว Z.L.L ของหน้าตัดท่ีโคนปีกเป็นแนว 

                        อ้างอิง 

           
)1(

)21(

3

T

+

+
−     

           T   =    มุมบิดท่ีปลายปีก มีค่าเป็น  +  สำหรับบิดขึ้น “Washin” 
                             มีค่าป็น   –   สำหรับบิดลง “Washout”  

              =    มุมบิดของหน้าตัด  =   y
b

2 T  

 ค่าโดยประมาณของสัมประสิทธิ์แรงยกมูลฐาน 
bl

c และสัมประสิทธิ์แรงยกเพิ่มเติม 
al

c เป็น
การพิจารณาคุณสมบัติของปีกอย่างรวดเร็วไม่ต้องผ่านขั้นตอนยุ่งยากอย่างท่ีผ่านมา 
 
ตัวอย่าง 5.6   ปีกมี  AR  =  9.02     =  0.4  มีหน้าตัดแพนอากาศคงท่ีเป็น NACA 65–210  ถ้า

ปีกมีการบิดลง (Washout) 2 จงประมาณการแจงแจง  cl ของปีกท่ี  CL = 1.22 

วิธีทำ ใช้สมการ (5.97) และ (5.98) คำนวณค่า 
bl

c และ 
al

c โดยประมาณท่ีระยะ 
2/b

y   6 ตำแหน่ง   

ตามรูป 5.35  ท่ี  
2/b

y   =  0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0      

โดยท่ี                                               T     =  –2 

    
ow   =   

)4.01(

)4.021(

3

)2(

+

+−
−   

                      =  0.057  =  0.015 rad 
                     S  =  cr(1+ ) 

                   
r

c

c
 =  1 – (1 – ) 

2/b

y  

นั่นคือ                
bc

S4


  =  



2

2/b

y
)1(1

)1(

−−

+  
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รูป 5.35  การทำนายการแจกแจงแรงยกของปีกในตัวอย่าง 5.6 (Anderson, 2016) 
 

ตารางการคำนวณ 
y

b / 2
 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0  * 

bl
c  0.047 0.025 0.00031 –0.019 –0.041 –0.063 

al
c  0.945 0.996 1.037 1.057 1.014 0.5 

  
 ผลการคำนวณแสดงในตารางเป็นค่า  

bl
c และ 

al
c    ค่า  cl  ท่ี CL  =  1.22 คำนวณจาก 

    cl   =   
bl

c + 
al

c (1.22) 
 เปรียบเทียบกับตัวอย่าง 5.5 และ 5.6 จะเห็นว่ายกเว้นบริเวณปลายปีกท่ีค่าแรงยกเพิ่มเติม 
(Additional lift) จะผิดจากความจริงไปมากหน่อยแล้ว การคำนวณโดยวิธีของ Schrenk ให้ค่า
โดยประมาณท่ีดีทีเดียว และมีวิธีการท่ีสะดวกกว่าการคำนวณหลักเป็นอย่างมาก แนะนำให้ลอง
คำนวณตัวอย่าง 5.5 โดยวิธีของ Schrenk แล้วนำค่าท่ีได้เปรียบเทียบกับผลลัพธ์จากการคำนวณตรง 
ประโยชน์ท่ีเห็นได้ชัดสำหรับวิธีนี้คือการประมาณภาระกรรมของปีก เพื่อประเมินความแข็งแรงของ
โครงสร้าง ซึ่งคงเห็นแล้วว่าการประมาณค่าภาระกรรมของปีกให้เป็นสัดส่วนกับคอร์ดไม่เหมาะสมเป็น
อย่างยิ่ง 
 

5.11  คุณลักษณะอ่ืนของปีก 
 คุณลักษณะท่ีสำคัญของปีกท่ีต้องพิจารณานอกเหนือจาก CL, CD และอื่นๆ ก็คือตำแหน่งจุด
ศูนย์ความดัน (C.P.)  จุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ (A.C.) รวมถึงโมเมนต์ของปีกรอบแนวอ้างอิงใดๆ  
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รูป 5.36  โมเมนต์ของปีกรอบแนวอ้างอิง (Bertin & Cummings, 2025) 
  
 ในการพิจารณาคุณลักษณะของปีก ตัวแปรท่ีสำคัญคือตำแหน่งหรือแนวของจุดศูนย์ความดัน
ของปีก Xc.p. ซึ่งได้จากการเฉล่ียน้ำหนักของระยะจุดศูนย์ความดัน xc.p ของหน้าตัดตลอดระยะกางปีก 
(Weighted average of xc.p.) ท่ีมุมปะทะอันหนึ่งจากแนวอ้างอิง คือ 

    Xc.p. = –
L

MRL  (5.99) 

เมื่อ  MRL  เป็นโมเมนต์รอบแนวอ้างอิง คำนวณได้จาก 

    MRL = – 
−


2/b

2/b
.p.c dyxL  

     =  – 
−


2/b

2/b
.c.a dyxL  + 

−


2/b

2/b
.c.a dyM  (5.100) 

 ในสมการ (5.100) xa.c. และ .c.aM  คือ ตำแหน่งของจุด a.c. และโมเมนต์รอบจุด a.c. ของ  
หน้าตัด (ดูรูป 5.36) เป็นคุณสมบัติของรูปแพนอากาศของหน้าตัด ซึ่งขึ้นกับระยะ y ตามแนวกางปีก 

แต่จะไม่ขึ้นกับมุมปะทะ (เป็นส่ิงท่ีพิสูจน์แล้วในบทท่ี 4) ส่วน L เป็นแรงยกต่อหนึ่งหน่วยระยะกาง

ปีกของหน้าตัด ซึ่งขึ้นอยู่กับท้ังตำแหน่ง y และมุมปะทะสมบูรณ์ a ของหน้าตัด ส่ิงท่ีตามมาคือ    
(ดูรูป 5.30) MRL จะเป็นฟังช่ันของมุมปะทะสมบูรณ์ของปีก 

wa ตามสมการ (5.95) ดังนั้นจาก

สมการ (5.99)  Xc.p. จะเป็นฟังช่ันของ 
wa ด้วย ถ้าเราแทน L ในรูปของ “แรงยกมูลฐาน” และ 

“แรงยกเพิ่มเติม” (Basic & Additional lift)  สมการ (5.100) จะเป็น 

      Xc.p. =  −




−

−



++−

2/b

2/b
Lal

2/b

2/b

2
.c.am.c.aLalbl

cdyCc

dy]cccx)Ccc([

 (5.101) 

 จากรูป 5.36 สังเกตว่าเราอาจพิจารณาแรงกระทำบนหน้าตัดในเทอมของแรงยก L ของ    

หน้าตัดกระทำท่ี  xc.p. หรือในเทอมของ L ของหน้าตัดกระทำท่ี xa.c. รวมกับโมเมนต์รอบ a.c., .c.aM  
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ก็ได้ ดังนั้นระยะ XA.C. ระหว่างแนวอ้างอิงถึงจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ของปีก (Wing aerodynamics 
center) จะได้จาก 

                            XA.C. =  




−

−





2/b

2/b
al

2/b

2/b
.c.aal

cdyc

dycxc

  (5.102) 

 สมการ (5.102) แสดงว่าจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ของปีก (A.C.) อยู่ท่ีตำแหน่งของจุดเซ็นทรอย
(Centroid) ของ “แรงยกเพิ่มเติม” (Additional lift) ขอให้สังเกตด้วยว่าสำหรับปีกท่ีมีแนว a.c. ของ
หน้าตัดอยู่ในแนวเดียวกัน หรือ xa.c. คงท่ี ตำแหน่ง XA.C. จะอยู่ในแนวเดียวกับ xa.c. นั่นเอง 
 

 
รูป 5.37  จุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ตามทฤษฎีของปีกตรงรอบแนวอ้างอิง (Bertin & Cummings, 2025) 
 ส่ิงท่ีได้ตามมาคือ 

bl
c และ  

.c.amc ในสมการ (5.101) จะเป็นตัวกำหนดขนาดของโมเมนต์รอบ 
A.C.,  MA.C. ของปีก ซึ่งได้มาจากนิยามของจุด A.C. ท่ีว่าโมเมนต์รอบจุดนี้จะไม่เปล่ียนแปลงไปตามมุมปะทะ 
(หรือไม่เปล่ียนแปลงตาม “Additional lift”)  ดังนั้นถ้ากำหนดให้ xa.c. เป็นระยะจากแนว A.C. ไปถึงจุด a.c. 
ของหน้าตัด และกำหนดให้สัมประสิทธิ์โมเมนต์รอบจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ของปีก 

                                            CMAC  =  
Scq

M .C.A



  2     

 
2 )  อาจอ้างอิง CMAC อีกแบบหนึ่งโดยใช้นิยามของ “Mean aerodynamic chord”  

                                     c   =  




−

−
2/b

2/b

2/b

2/b

2

cdy

dyc

  =   
S

dyc
2/b

2/b

2


−   

ในกรณีน้ี  สำหรับปีกที่ไม่มีการปิดปีก 
bl

c =  0  และ 
.c.amc คงที่  สมการ (5.103)  จะเป็น 

                         
Scq

M .C.A



 =  
c

c  

















− b

y
d 

c

c
c

2/1

2/1

2

.c.am  = 
.c.amc

c

c

b

1


−

2/b

2/b
2

2

dy
c

c   

                                                =  
.c.amc  

หรือ     CMAC    =    
.c.amc  น่ันเอง     
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เมื่อ    c  =  
b

S    คือความยาวคอร์ดเฉล่ีย จะได้ 

       CMAC   =   





























+


−

− b

y
d 

c

c
c

c

cx
c

2/1

2/1

2

.c.am2
.c.a

bl
 (5.103) 

หรืออาจพิจารณาจากผลของการย้ายโมเมนต์จากจุด a.c. ของหน้าตัดไปยังแนว A.C. ของปีก 

                  MA.C.  =  







−

− b

y
d)xLM(

2/1

2/1
.c.ab.c.a  (5.104) 

 

5.12  การพิจารณาแรงยกของปีกด้วยวิธีวอร์เทคเลททิส (Vortex Lattice Method) 
 ทฤษฎีแนวแรงยกของพรานด์ในหัวข้อท่ีผ่านมาใช้ได้ดีกับปีกตรงท่ีมีอัตราเรียวปีกพอสมควร  
แต่สำหรับปีกท่ีมีอัตราเรียวปีกต่ำ ปีกลู่ หรือปีกสามเหล่ียม อย่างท่ีแสดงในรูป 5.38 ไม่เหมาะท่ีจะ
คำนวณผลท่ีเกิดขึ้นโดยทฤษฎีนี้ นอกจากนี้ทฤษฎียังไม่ให้รายละเอียดการแจกแจงแรงยกตามแนว
คอร์ด  ดังนั้นสำหรับปีกแบบนี้จำเป็นจะต้องใช้แบบจำลองปีกท่ีซับซ้อนกว่าโดยขยายแนวแรงยกท่ีเกิด
จากวอร์เทครูปเกือกม้าท่ีกระจายตามแนวกางปีก ด้วยชุดอนุกรมของแนวแรงยกย่อยๆ ท่ีกระจายอยู่
บนระนาบของปีก ในหัวข้อนี้จะได้แสดงวิธีการและแบบจำลองท่ีใช้วิเคราะห์ปีกเหล่านี้ในเบื้องต้น  
อย่างไรก็ตาม เนื้อหาเกินขอบเขตท่ีจะพิจารณาเรื่องนี้โดยละเอียดในเอกสารฉบับนี้ ผู้เขียนสนับสนุน
ให้ผู้ท่ีสนใจวิธีเชิงตัวเลขในการวิเคราะห์ปีกได้ศึกษาจากตำราท่ีเกี่ยวข้อง 

 
 

รูป 5.38  รูประนาบปีกท่ีไม่เหมาะจะใช้วิธีวิเคราะห์ด้วยทฤษฎีแนวแรงยก (Anderson, 2016) 
 

 การพิจารณาคุณลักษณะท่ีสำคัญของปีกท่ีมีรูปร่างท่ัวไปไม่จำกัดเฉพาะปีกตรง ทำได้ด้วยวิธีเชิงตัว
เลขท่ีเรียกว่าวิธีวอร์เทคเลททิส (Vortex Lattice Method) สำหรับการไหลไร้ความหนืดไร้การอัดตัว        
วิธีวอร์เทคเลททิสจะพิจารณาให้ปีกประกอบขึ้นจากกลุ่มของแผ่นแรงยก (Lifting panel) หรือปีก
ย่อยๆ ท่ีแต่ละแผ่นจะบรรจุไว้ด้วยวอร์เทครูปเกือกม้าหนึ่งชุดท่ีมีบาวด์วอร์เทคของวอร์เทครูปเกือกม้า
ของปีกย่อยนี้จะอยู่ท่ีแนว ¼ คอร์ด และมีวอร์เทคปลายปีกทอดตัวไปข้างหลังจากปลายท้ังสองตาม
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ตัวอย่างท่ีแสดงในรูป 5.39 ในทำนองนี้การเปล่ียนแปลงแรงยกของปีกท้ังตามแนวคอร์ดและตามแนว
กางปีกอาจจัดให้มีการเปล่ียนแปลงเป็นขั้นๆ จากปีกย่อยอันหนึ่งไปยังปีกย่อยอีกอันได้ 

 

                           
รูป 5.39 แบบจำลองปีกของวิธีวอร์เทคแลททิส (Moran, 2010) 

 
 กำลังของบาวด์วอร์เทคบนปีกย่อยแต่ละอันจะถูกคำนวณโดยใช้เงื่อนไขการไหลผ่านผิวปีกเป็น
ตัวกำหนดเงื่อนไขท่ีกล่าวคือความเร็วของกระแสอากาศจะอยู่ในแนวสัมผัสกับผิวปีก หรือส่วนของ
ความเร็วในแนวตั้งฉากกับผิวปีกจะเป็นศูนย์ เงื่อนไขนี้จะนำไปใช้ท่ีตำแหน่ง ¾ คอร์ดในแนวกึ่งกลาง
ของปีกย่อยแต่ละอัน โดยส่วนของความเร็วตั้งฉากจะประกอบด้วยส่วนของความเร็วของกระแสอิสระ
ร่วมกับส่วนของความเร็วเหนี่ยวนำจากชุดของวอร์เทครูปเกือกม้าจากปีกย่อยท้ังหมดรวมกัน   
ความเร็วเหนี่ยวนำของวอร์เทครูปเกือกม้าจากปีกย่อยนี้จะขึ้นกับกำลังของวอร์เทค แต่ละตัว ดังนั้น
จากปีกย่อยท้ังหมดชุดของสมการท่ีขึ้นกับกำลังของปีกย่อยในรูปสมการพีชคณิตเชิงเส้นจะถูกสร้างขึ้น  
ชุดของสมการนี้จะอยู่ในรูป 

                   Vn  =  0  = V sin  + wi  (5.105a) 
เมื่อ  wi  คือส่วนของความเร็วตั้งฉากกับผิวบนปีกย่อย  i จากผลของวอร์เทครูปเกือกม้าทุกตัว    

                                  wi   =  
=


N

1j
jijA  

ดังนั้น                                                  
=


N

1j
jijA  =  − V sin  (5.105b) 

 j  ในอนุกรมคือกำลังของวอร์เทคบนปีกย่อย j และสัมประสิทธิ์ Aij จะแทนความเร็วเหนี่ยวนำ
บนปีกย่อย i เนื่องจากวอร์เทคบนปีกย่อย j ถ้าสมมุติให้ปีกย่อยทุกอันอยู่บนระนาบเดียวกัน
โดยประมาณ สัมประสิทธิ์ Aij สามารถคำนวณได้โดยง่ายจากการประยุกต์กฏของบิโอท์-ซาวาร์ท   
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จากหัวข้อ 5.3 กับส่วนของวอร์เทครูปเกือกม้าท้ังสามส่วนตามรูป 5.40 ผลลัพธ์ท่ีได้นำไปสู่สูตร
สำหรับการคำนวณค่าสัมประสิทธิ์  Aij ท่ัวไปดังต่อไปนี้ 

                             
รูป 5.40  การคำนวณผลของวอร์เทครูปเกือกม้าบนปีกย่อย I (Moran, 2010) 

 

    w  =  
4

1  
2r

sin  j ds 

     wij  =  ds
r
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4

1

2




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                       Aij  =  
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+
−


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1
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)ky(k2)hx(h2  

                                          












 −
+

−
+

2R

)hx(
1

)ky(

1  (5.106) 

เมื่อ                  R1 =  22 )ky()hx( +++    และ      R2 =  22 )ky()hx( −+−  
  

                                       
รูป 5.41  การกำหนดเงื่อนไขของความเร็วบนผิวปีกทางขวาของสมการ (5.105b) (Moran, 2010) 
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 จากรูป 5.41 เทอมทางขวาของสมการ (5.105b) ขึ้นอยู่กับความเร็วกระแสอิสระ มุมปะทะของ
ปีก และความชันของระนาบปีกย่อยเนื่องจากความโก่งของปีก ดังนั้นกำลังของวอร์เทคบนปีกย่อยแต่
ละอันหาได้จากการแก้ชุดของสมการ (5.105b) โดยใช้ข้อมูลจากสมการ (5.106) 
 สัมประสิทธิ์แรงยกของปีก ณ มุมปะทะคำนวณได้โดยรวมแรงยกท่ีแจกแจงอยู่บนปีกย่อย    
แรงยกบนปีกย่อยแต่ละอันสามารถคำนวณได้จากทฤษฎีของคุตต้าและจูโควสกี้ เมื่อทราบกำลังของ
วอร์เทคบนปีกย่อย 

                               Li  =  V i 2k        แรงยกบนปีกย่อย i 

 และ                                                  L  =  
=

N

1i
iL                แรงยกบนปีก 

 ความเร็วดาวน์วอชท่ีเกิดข้ึนบนปีกย่อยแต่ละอันสามารถคำนวณได้ในทำนองเดียวกัน พร้อมกับ
การเบี่ยงเบนของกระแสอากาศท่ีผ่านปีกย่อยแต่ละอันไปจากแนวของกระแสอิสระ ผลของความเร็ว
ดาวน์วอชเหล่านี้ได้กล่าวไว้แล้วในตอนต้นของบทนี้ คือ มันทำให้ทิศทางของกระแสอากาศท่ีเข้าหาปีก
ย่อยแต่ละอันเสมือนกับมุดลงเล็กน้อยเป็นผลให้ทิศทางของแรงยกท่ีเกิดขึ้นมีแนวเอียงไปด้านหลัง
เล็กน้อย และทำให้เกิดส่วนของแรงในทิศทางขนานกับการเคล่ือนท่ีของปีก หรือแรงต้านเหนี่ยวนำ  
โดยรวมแรงต้านเหนี่ยวนำบนปีกย่อยแต่ละอันเข้าด้วยกันตลอดแนวกางปีก จะได้แรงต้านเหนี่ยวนำ
ของปีก 

                 Dpanel,i  =   V i 2k sin  i      แรงต้านบนปีกย่อย i 

                                               Di  =  
=

N

1i
i,panelD                แรงต้านเหนี่ยวนำของปีก  

 มุมปะทะเหนี่ยวนำ  i เป็นตัวแทนของมุมท่ีแรงยกโดยรวมเอียงไปทางด้านหลัง และต้อง
คำนวณจากความเร็วเหนี่ยวนำบนบาวด์วอร์เทคของปีกย่อยแต่ละอันท่ีเป็นผลจากการเหนี่ยวนำของ
วอร์เทคบนปีกย่อยอันอื่นๆ กับกระแสอิสระ 
 สำหรับโมเมนต์รอบชายหน้าของโคนปีกจะสามารถคำนวณได้ โดยรวมผลคูณของแรงยกบน   
แต่ละปีกย่อยกับระยะต้ังฉากจากชายหน้าโคนปีกมาถึงจุดกึ่งกลางของบาวด์วอร์เทคของปีกย่อยนั้น 
 5.7.1  โปรแกรมคอมพิวเตอร์          
  โดยดำเนินการตามวิธีวอร์เทคแลททิสท่ีได้กล่าวมา เราอาจสร้างโปรแกรมคอมพิวเตอร์
เพื่อคำนวณคุณสมบัติของปีกท่ีมีรูประนาบและลักษณะทางเรขาคณิตแบบต่างๆ ได้ โปรแกรมตัวอย่าง 
สามารถคำนวณคุณสมบัติของปีกโดยสมมติให้รูประนาบของปีกเปล่ียนแปลงแบบเชิงเส้นได้สอง
บริเวณ และมีส่วนของหางท่ีเป็นรูประนาบอย่างง่าย  (Moran, 2010) อย่างท่ีแสดงในรูป 5.42 ใน
โปรแกรมบริเวณแรกของปีก คือ บริเวณจากส่วนโคนปีกถึงตำแหน่งใดๆตามแนวกางปีก ต่อจากส่วน
นี้ไปถึงปลายปีกจะเป็นบริเวณท่ีสอง คุณสมบัติของหน้าตัดสามารถกำหนดให้เปล่ียนแปลงแบบเชิง
เส้นตรงในแต่ละบริเวณ จากโคนปีกไปกลางปีก และต่อไปยังปลายปีกได้ หรืออาจกำหนดให้คงท่ี
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ตลอดแนวกางปีกก็ได้  ภาระกรรมปีกสมมุติให้สมมาตรรอบแนวโคนปีก โปรแกรมยังสามารถกำหนด
ตำแหน่งของระนาบหางด้านหลังของโคนปีกโดยมีความยาวคอร์ดและมุมลู่หลังคงท่ี นอกจากนี้ยัง
สามารถกำหนดตำแหน่งจุดศูนย์ถ่วง (CG position) เป็นสัดส่วนของความยาวคอร์ดท่ีโคนปีกจากชาย
หน้า เพื่อให้เป็นจุดอ้างอิงสำหรับสัมประสิทธ์โมเมนต์ CM ของปีก คุณสมบัติของหน้าตัดแพนอากาศ
สำหรับโคนปีก กลางปีก และปลายปีก อาจกำหนดได้โดยการกำหนดความยาวคอร์ด และ มุมปะทะ
แรงยกเป็นศูนย์ ซึ่งจะใช้สร้างเส้นโก่งเฉล่ียของแต่ละหน้าตัดท่ีสัมพันธ์กับรูปร่างหน้าตัดแพนอากาศท่ี
ต้องการ และสุดท้ายสามารถกำหนดมุมติดต้ังหางได้ 
 โปรแกรมใช้วิธีวอร์เทคแลททิส หาคำตอบในรูปของ สัมประสิทธิ์แรงยกกับมุมปะทะ 
สัมประสิทธิ์โมเมนต์ปักเงยกับมุมปะทะ และสัมประสิทธิ์โมเมนต์แรงต้านเหนี่ยวนำกับกำลังสองของ
สัมประสิทธิ์แรงยก ท่ีมุมปะทะท่ีกำหนดโปรแกรมยังให้คำตอบท่ีเป็นการแจกแจงความต่าง
สัมประสิทธิ์ความดัน   

                
 

รูป 5.42  ตัวแปรในการกำหนดรูปร่างลักษณะของปีก (Moran, 2010) 
 
 ท่ีได้กล่าวมาท้ังหมดเป็นเพียงตัวอย่างเบ้ืองต้นของวิธีวอร์เทคแลททิสซึ่งเป็นวิธีท่ีถูกนำมาใช้
อย่างกว้างขวางในการวิเคราะห์ คุณลักษณะของปีกยาวจำกัด ซึ่งผู้เรียนควรจะค้นคว้าต่อใน
รายละเอียดจากตำราท่ีเกี่ยวข้องซึ่งมีหลายเล่มท่ีให้รายละเอียดในเรื่องนี้ไว้อย่างดี รายช่ือตำราเหล่านี้
ได้แสดงไว้ในรายการเอกสารอ้างอิงท้ายเอกสารนี้ 
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แบบฝึกหัดบทที่ 5 
 
1. ใยวอร์เทคกำลัง  ขดเป็นรูปวงกลมรัศมี R จงแสดงความเร็วท่ีถูกเหนี่ยวนำให้เกิดขึ้นท่ีจุด

ศูนย์กลางในเทอมของ  และ R 
2. พิจารณาใยวอร์เทคในข้อ 1 ถ้ามีเส้นตรงลากผ่านจุดศูนย์กลางต้ังฉากกับระนาบของวงกลม    

วอร์เทค จงหาความเร็วของจุดบนเส้นตรงท่ีอยู่ห่างเป็นระยะ A จากแนวระนาบ 

3. แพนอากาศ NACA 23012 วัดความชันโค้งแรงยกได้ 0.1080 degree−1  และ L=0  = −1.3   

พิจารณาปีกท่ีใช้แพนอากาศนี้ เมื่อ AR = 8 มีอัตราสอบปีก 0.8 สมมุติให้ค่า  =  จงคำนวณ

สัมประสิทธิ์แรงยกและแรงต้านเหนี่ยวนำของปีกนี้ท่ีมุมปะทะ 7 
4. อากาศยานเบาชนิดหนึ่งมีพื้นท่ีปีก 170 ft2 ระยะกางปีก 32 ft น้ำหนักรวมสูงสุด 2450 lb ปีกใช้ 

หน้าตัดแพนอากาศ NACA 65 - 415 มีความชันโค้งแรงยก 0.1033 degree−1  และ L=0  = −3 

สมมติให้ ค่า  = 0.12 ถ้าอากาศยานบินเดินทางด้วยความเร็ว 120 mi/hr ในบรรยากาศท่ี
ระดับน้ำทะเล จงหามุมปะทะของปีกเมื่ออากาศยานบินตรงระดับด้วยน้ำหนักรวมสูงสุด 

5. อากาศยานในข้อ 4 ถ้าตัวประกอบประสิทธิภาพของปีก (Span efficientcy factor) e = 0.064  
จงคำนวณแรงต้านเหนี่ยวนำของอากาศยาน 

6.  พิจารณาปีกยาวจำกัด (Finite wing) ด้วยค่า Aspect ratio = 6 สมมติว่าการกระจายแรงยกเป็น
รูปวงรี ความชันของโค้งแรงยกสำหรับแพนอากาศเป็น  0.1/องศา จงคำนวณความชันโค้งแรงยก 
สำหรับ (ก) ปีกตรง (ข) ปีกลู่ ด้วย half-chord line sweep ของ 45 องศา 

7.  อากาศยานต้นแบบถูกแผนแบบให้ทำการบินท่ีระยะสูง 3,000 m ด้วยความเร็ว 150 km/hr เป็น
ปีกส่ีเหล่ียมคางหมูตามระนาบปีกท่ีแสดงในรูป มีความยาวคอร์ดท่ีโคนปีก cr =0.625 m  ความยาว
คอร์ดท่ีปลายปีก ct = 0.25 m มีความยาวคอร์ดเฉล่ียอากาศพลศาสตร์ = 0.55 m มีระยะกางปีก (span) 
= 4.375 m ปีกมีค่าสัมประสิทธิ์โมเมนต์ก้มเงยรอบจุดศูนย์อากาศพลศาสตร์ , CMa.c.= -0.01     
จงคำนวณหาค่าโมเมนต์ก้มเงยรอบชายหน้าของโคนปีก (จุด B ในรูป) 
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ผนวก ก 
บรรยากาศมาตรฐานสากล (International Standard Atmosphere: ISA) 

 
ผนวก ก แสดงค่าบรรยากาศมาตรฐานสากล จัดท าเป็นหน่วย SI และหน่วย British Engineering Units 
สญัลกัษณใ์นตาราง: h = ระยะสงู, T = อณุหภมูิ, p = ความดนั, ρ = ความหนาแน่น,   

μ = ความหนืดเชิงพลศาสตร,์ ν = ความหนืดจลน,์ a = ความเร็วเสียง  
 
ตาราง ก.1 บรรยากาศมาตรฐานสากล หน่วย SI (0–30,000 m) 

h 
(m) 

T 
(°C) 

p 
(Pa) 

ρ 
(kg/m³) 

μ×10⁵ 
(kg/m·s) 

ν×10⁵ 
(m²/s) 

a 
(m/s) 

0 15.00 101,325 1.22500 1.7894 1.4607 340.29 
500 11.75 95,461 1.16727 1.7737 1.5195 338.37 

1,000 8.50 89,875 1.11164 1.7579 1.5813 336.43 
1,500 5.25 84,556 1.05807 1.7420 1.6464 334.49 
2,000 2.00 79,495 1.00649 1.7260 1.7149 332.53 
2,500 -1.25 74,683 0.95686 1.7099 1.7870 330.56 
3,000 -4.50 70,109 0.90912 1.6937 1.8630 328.58 
3,500 -7.75 65,764 0.86323 1.6775 1.9433 326.58 
4,000 -11.00 61,640 0.81913 1.6611 2.0279 324.58 
4,500 -14.25 57,728 0.77677 1.6447 2.1173 322.56 
5,000 -17.50 54,020 0.73612 1.6281 2.2118 320.53 
5,500 -20.75 50,507 0.69711 1.6115 2.3117 318.49 
6,000 -24.00 47,181 0.65970 1.5948 2.4174 316.43 
6,500 -27.25 44,035 0.62384 1.5779 2.5293 314.36 
7,000 -30.50 41,061 0.58950 1.5610 2.6480 312.27 
7,500 -33.75 38,251 0.55662 1.5439 2.7738 310.18 
8,000 -37.00 35,600 0.52517 1.5268 2.9072 308.06 
8,500 -40.25 33,099 0.49509 1.5095 3.0490 305.94 
9,000 -43.50 30,742 0.46635 1.4922 3.1997 303.79 
9,500 -46.75 28,524 0.43890 1.4747 3.3600 301.64 
10,000 -50.00 26,436 0.41271 1.4571 3.5307 299.46 
10,500 -53.25 24,474 0.38773 1.4394 3.7125 297.27 
11,000 -56.50 22,632 0.36392 1.4216 3.9065 295.07 
11,500 -56.50 20,916 0.33633 1.4216 4.2269 295.07 
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h 
(m) 

T 
(°C) 

p 
(Pa) 

ρ 
(kg/m³) 

μ×10⁵ 
(kg/m·s) 

ν×10⁵ 
(m²/s) 

a 
(m/s) 

12,000 -56.50 19,330 0.31083 1.4216 4.5737 295.07 
12,500 -56.50 17,865 0.28726 1.4216 4.9489 295.07 
13,000 -56.50 16,510 0.26548 1.4216 5.3549 295.07 
13,500 -56.50 15,259 0.24536 1.4216 5.7942 295.07 
14,000 -56.50 14,102 0.22675 1.4216 6.2695 295.07 
14,500 -56.50 13,033 0.20956 1.4216 6.7838 295.07 
15,000 -56.50 12,045 0.19367 1.4216 7.3403 295.07 
15,500 -56.50 11,131 0.17899 1.4216 7.9425 295.07 
16,000 -56.50 10,287 0.16542 1.4216 8.5941 295.07 
16,500 -56.50 9,507 0.15288 1.4216 9.2991 295.07 
17,000 -56.50 8,787 0.14129 1.4216 10.0620 295.07 
17,500 -56.50 8,120 0.13058 1.4216 10.8874 295.07 
18,000 -56.50 7,505 0.12068 1.4216 11.7806 295.07 
18,500 -56.50 6,936 0.11153 1.4216 12.7470 295.07 
19,000 -56.50 6,410 0.10307 1.4216 13.7927 295.07 
19,500 -56.50 5,924 0.09526 1.4216 14.9242 295.07 
20,000 -56.50 5,475 0.08803 1.4216 16.1485 295.07 
20,500 -56.00 5,060 0.08118 1.4244 17.5458 295.41 
21,000 -55.50 4,678 0.07487 1.4271 19.0604 295.75 
21,500 -55.00 4,325 0.06907 1.4299 20.7018 296.09 
22,000 -54.50 4,000 0.06373 1.4326 22.4802 296.43 
22,500 -54.00 3,700 0.05881 1.4353 24.4068 296.77 
23,000 -53.50 3,422 0.05428 1.4381 26.4934 297.11 
23,500 -53.00 3,167 0.05011 1.4408 28.7531 297.44 
24,000 -52.50 2,930 0.04627 1.4435 31.1997 297.78 
24,500 -52.00 2,712 0.04273 1.4463 33.8482 298.12 
25,000 -51.50 2,511 0.03947 1.4490 36.7147 298.45 
25,500 -51.00 2,325 0.03646 1.4517 39.8167 298.79 
26,000 -50.50 2,153 0.03369 1.4544 43.1728 299.13 
26,500 -50.00 1,994 0.03113 1.4571 46.8032 299.46 
27,000 -49.50 1,847 0.02878 1.4598 50.7296 299.80 
27,500 -49.00 1,712 0.02660 1.4625 54.9756 300.13 
28,000 -48.50 1,586 0.02460 1.4653 59.5661 300.47 
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h 
(m) 

T 
(°C) 

p 
(Pa) 

ρ 
(kg/m³) 

μ×10⁵ 
(kg/m·s) 

ν×10⁵ 
(m²/s) 

a 
(m/s) 

28,500 -48.00 1,470 0.02275 1.4680 64.5284 300.80 
29,000 -47.50 1,363 0.02104 1.4707 69.8917 301.14 
29,500 -47.00 1,264 0.01947 1.4734 75.6872 301.47 
30,000 -46.50 1,172 0.01801 1.4761 81.9488 301.80 
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ตาราง ก.2 บรรยากาศมาตรฐานสากล หน่วย British Engineering Units (0–100,000 ft) 

h 
(ft) 

T 
(°R) 

p 
(lb/ft²) 

ρ×10³ 
(slug/ft³) 

μ×10⁷ 
(slug/ft·s) 

ν×10⁴ 
(ft²/s) 

a 
(ft/s) 

0 518.67 2116.22 2.3769 3.7372 1.5723 1116.45 
2,500 509.75 1931.89 2.2078 3.6871 1.6700 1106.81 
5,000 500.84 1760.79 2.0481 3.6366 1.7756 1097.09 
7,500 491.92 1602.18 1.8974 3.5856 1.8898 1087.28 
10,000 483.01 1455.33 1.7553 3.5342 2.0135 1077.39 
12,500 474.09 1319.58 1.6215 3.4823 2.1476 1067.40 
15,000 465.18 1194.27 1.4956 3.4300 2.2934 1057.31 
17,500 456.26 1078.77 1.3774 3.3772 2.4519 1047.13 
20,000 447.35 972.49 1.2664 3.3240 2.6247 1036.85 
22,500 438.43 874.86 1.1625 3.2702 2.8132 1026.47 
25,000 429.52 785.31 1.0651 3.2160 3.0193 1015.98 
27,500 420.60 703.34 0.9742 3.1613 3.2451 1005.38 
30,000 411.69 628.43 0.8893 3.1060 3.4927 994.66 
32,500 402.77 560.12 0.8102 3.0502 3.7649 983.83 
35,000 393.85 497.96 0.7365 2.9939 4.0648 972.89 
37,500 389.97 441.69 0.6598 2.9691 4.4999 968.08 
40,000 389.97 391.68 0.5851 2.9691 5.0744 968.08 
42,500 389.97 347.34 0.5189 2.9691 5.7223 968.08 
45,000 389.97 308.01 0.4601 2.9691 6.4529 968.08 
47,500 389.97 273.14 0.4080 2.9691 7.2768 968.08 
50,000 389.97 242.21 0.3618 2.9691 8.2058 968.08 
52,500 389.97 214.79 0.3209 2.9691 9.2535 968.08 
55,000 389.97 190.47 0.2845 2.9691 10.4350 968.08 
57,500 389.97 168.91 0.2523 2.9691 11.7672 968.08 
60,000 389.97 149.78 0.2238 2.9691 13.2696 968.08 
62,500 389.97 132.82 0.1984 2.9691 14.9639 968.08 
65,000 389.97 117.79 0.1760 2.9691 16.8744 968.08 
67,500 391.00 104.46 0.1556 2.9757 19.1193 969.36 
70,000 392.37 92.68 0.1376 2.9844 21.6880 971.06 
72,500 393.75 82.27 0.1217 2.9932 24.5910 972.75 
75,000 395.12 73.05 0.1077 3.0019 27.8702 974.44 
77,500 396.49 64.90 0.0954 3.0106 31.5730 976.13 
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h 
(ft) 

T 
(°R) 

p 
(lb/ft²) 

ρ×10³ 
(slug/ft³) 

μ×10⁷ 
(slug/ft·s) 

ν×10⁴ 
(ft²/s) 

a 
(ft/s) 

80,000 397.86 57.67 0.0844 3.0192 35.7523 977.82 
82,500 399.23 51.28 0.0748 3.0279 40.4673 979.51 
85,000 400.60 45.61 0.0663 3.0366 45.7846 981.19 
87,500 401.98 40.58 0.0588 3.0452 51.7785 982.86 
90,000 403.35 36.12 0.0522 3.0538 58.5325 984.54 
92,500 404.72 32.17 0.0463 3.0624 66.1397 986.21 
95,000 406.09 28.66 0.0411 3.0710 74.7046 987.88 
97,500 407.46 25.54 0.0365 3.0796 84.3437 989.55 

100,000 408.83 22.77 0.0324 3.0882 95.1875 991.21 
 
ท่ีมา : International Standard Atmosphere (ISA)  (Anderson, 2016) 
  



ผนวก ข 

เฉลยแบบฝึกหัด  
 

บทท่ี 1  

1.   ρ = 0.326 kg/m3 

2.   T = 501.26 R = 278.48 K หรือประมาณ 5.33 deg C 

3.   xcp = c/2 จากชายหน้า 

4.   N´ = 112,333.33 N/m;      A´ = 1,273.75 N/m;          L´ = 110,405.55 N/m;  

      D´ = 20,760.88 N/m;  M´LE = -57,833.33 N-m/m; M´c/4 = -29,750.00 N-m/m; 

       xcp = 0.51484 m จากชายหน้า 

5.   Cl = 1.1675;  Cd = 0.2788 

6.    

alpha (deg) xcp /c 
-2 1.0900 
0 0.4100 
2 0.3364 
4 0.3063 
6 0.2924 
8 0.2833 
10 0.2770 
12 0.2710 
14 0.2660 
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9.  เงื่อนไขความคล้ายคลึงทางพลศาสตร์ต้องมีรูปทรงคล้ายกัน และตัวแปรสำคัญ เช่น M∞  และ Re ต้อง

เท่ากัน จากข้อนี้ M1 = M2 = 0.352 แต่การไหลท้ังสองยังไม่คล้ายคลึงกันทางพลศาสตร์เนื่องจาก Re ไม่

เท่ากัน   

10.   V_test = 222.37 m/s; T_test = 184.35 K; ρ_test = 1.908 kg/m3 

11.   p_wing = 7.4317 x 104 N/m2  

12.   CD = 4/3 = 1.333 

 

บทท่ี 2 

3.   สมการเส้นกระแส: y/x = ค่าคงท่ี หรือ y = C₁x 

4.   สมการเส้นกระแส: x² + y² = ค่าคงท่ี 

5.   สมการเส้นกระแส: r = ค่าคงท่ี 

6.   สมการเส้นกระแส: xy = ค่าคงท่ี 

7.   ก) อัตราการเปล่ียนแปลงปริมาตรต่อปริมาตรเดิม = 0 

      ข) Vorticity = 0  (ยกเว้นท่ีจุดกำเนิด) 

8.   ก) อัตราการเปล่ียนแปลงปริมาตรต่อปริมาตรเดิม = 0 

      ข) Vorticity = 0  (ยกเว้นท่ีจุดกำเนิด) 

9.   ไม่เป็นสนามไร้การหมุน เพราะ Vorticity = 2C 

11.  ฟังก์ชันเส้นกระแส:  = Cxy + ค่าคงท่ี 

       ศักย์ความเร็ว:  = (C/2)(x² − y²) + ค่าคงท่ี 

       เส้น  คงท่ี ต้ังฉากกับเส้น  คงท่ี 

12.   grad T ท่ีจุด (1,2) = 6i + 1j 

       ขนาด |grad T| = √37 ≈ 6.083 

       ทิศทาง = tan-1(1/6) ≈ 9.46° จากแกน +x  
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       เส้นเกรเดียนผ่านจุด (1,2):  3y² − x² = 11 

       เส้นอุณหภูมิคงท่ีผ่านจุด (1,2):  x³y = 2 

13.   สมการเส้นกระแสผ่านจุด (1,2):  xy = 2 

14.   u = x + y,  v = −y 

15.   การไหลไร้การอัดตัว: ข), ค) และ ง) 

16 .  ก) ที ่จ ุด (2,3): u = 2, v = −4, |V| = √20 ≈ 4.472, ทิศทาง = −63.43° จากแกน +x  

       ข) ส่วนความเร็วในทิศทำมุม 30° กับแกน x = √3 − 2 ≈ −0.268 

 

บทท่ี 3 

1.  ก) u = 2 m/s, v = -4 m/s, |V| = 4.472 m/s, ทิศทาง = -63.43 องศาจากแกน x 

    ข) ส่วนความเร็วในทิศทำมุม 30 องศากับแกน x = -0.268 m/s 
4.  ก) -1 
     ข) 1/3 
     ค) -11/3 

5.  ศักย์ความเร็ว:  = x2y + y + C 

6.   /p


ท่ีจุด (1, 2) = (0, -2) 
7.  ความเร็วของกระแสน้ำ = 0.990 m/s 
8.  ความดันท่ีจุดชะงัก = 1.0286 x 105 N/m2 
     ความดันท่ีจุดซึ่ง V = 60 m/s = 1.0065 x 105 N/m2 

9.  ความเร็วที่ตำแหน่ง AA = 114.5 m/s 

10. สัมประสิทธิ์แรงต้านของแพนอากาศ cd = 0.0627 

12. ก) เส้นกระแสผ่านจุดชะงัก:  = 0 หรือ 100y(1 - 25/r2) + (628/2π) ln(r/5) = 0 
     ข) จุดชะงักอยู่บน r = 5 m ท่ี sin(𝜃) = -0.100 หรือ 𝜃 = -5.74 องศา และ 185.74 องศา 
     ค) Circulation รอบวัตถุ = 628 m2/s 
     ง) ความเร็วที่อนันต์ V = 100 m/s 

     จ) แรงยกต่อหน่วยความยาว =  6.28 x 104𝜌∞ N/m และแรงต้าน = 0  
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14. รูปร่างเส้นกระแสไม่เหมือนเดิม เพราะเมื่อ V  เพิ่มเป็นสองเท่า แต่   คงเดิม ค่า   /(VR) 
เปล่ียนไป 

15. ก) รูด้านข้างควรอยู่ท่ี 𝜃 = +/-30 องศาจากแนวหัวท่อด้านหน้า หรือเทียบเท่า 𝜃 = 150 องศา 
 และ 210 องศา ตามการวัดมุมรอบทรงกระบอก 

     ข) ความไวของ probe: |


p | = 3.464 q/เรเดียน หรือ ประมาณ 0.0605 q/ต่อองศา 

 

บทท่ี 4 
1.  L´ ≈  3.86 lb/ft 

     M′c/4 ≈  -0.48 lb-ft/ft 

2.  α ≈ 2 deg 

3.  cl = 0.165 

    cm,LE = -0.041 

4.  (ก)  αL=0 = -4.15 deg 

    (ข)  cl ท่ี α = 3 deg คือ 0.785 

5.  cm,c/4 = -0.106 

    xcp/c = 0.385 

6.  เทียบค่าทดลองโดยประมาณของ NACA 4412 ท่ี α = 3 deg: 

    cl(exp) ≈ 0.75, cm,c/4(exp) ≈ -0.09, xcp/c(exp) ≈ 0.370 

    ความคลาดเคล่ือนโดยประมาณ: cl ≈ 4.6%, cm,c/4 ≈ 18%, xcp/c ≈ 4.2% 

7.  Mean line สำหรับภาระกรรมคงท่ี: 

     ถ้าให้ cp(x,0+) – cp(x,0–) = K คงท่ี: y /c = -(K/(4* π))*[(x/c) ln(x/c) + (1 - x/c) ln(1 - x/c)] 

8.  CD = 0.00847 

9.   xac= 0.25c,  cm,ac= (π/4)(A2 - A1) 
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บทท่ี 5 

1.  V = /(2R) 

2.  V = R² / [2(R² + A²)^(3/2)] 

3.  CL ≈ 0.712 

     CDi ≈ 0.0213 

4.  มุมปะทะของปีก α ≈ 2.12° 

5.  Di ≈ 792 lb 

6.  (ก) ปีกตรง: a ≈ 0.0767 ต่อองศา 

     (ข) ปีกลู่ 45°: a ≈ 0.0582 ต่อองศา 

7.  MB ≈ −8.31 N·m 
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